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Das  Recht  der  Uebersetzung  in  fnunde  Sprachen  bleibt  vorbehalten. 


Vorrede, 


JJas  Yorliegende  Werl^  enthält  im  WesentUohen  das  Material 
der  Vorträge  des  Verfassers  ttber  Theorie  und  Anwendung  der 
elliptischen  Functionen.  Dasselbe  schUesst  eine  Ausfbhrung  des 
theoretischen  Theiles  ein,  mit  besonderer  Bttcksicht  auf  den  £nt- 
wickelungsgang  des  behandelten  Oegenstandes. 

Die  herrorragende  Bedeutung  der  Lehre  von  den  elliptischen 
Functionen  darf  wohl  zur  Bechtfertigung  einer  Darstellung  dieneUi 
welche  namentlich  der  historischen  Entfaltung  eine  besondere  Auf- 
merksamkeit zugewandt  hat  Der  ungemeine  Beichthum  analyti- 
scher Entwickelungen,  verbunden  mit  den  verschiedensten  Anwen- 
dungen auf  fast  alle  Zweige  der  Mathematik,  scheiAon  eine  möglichst 
einfache  Begründung  der  Lehre  von  den  elliptischen  Functionen 
zu  fordenoL  Von  diesen  Gesichtspunkten  ist  der  Verfasser  ausge- 
gangen,  mit  dem  Bestreben;  die  Theile  der  Theorie,  welche  nament- 
lich bei  academischen  Vorträgen  zur  Sprache  kommen,  eingehend 
zu  behandeln. 

Die  Arbeiten  von  Legendre,  Abel  und  Jacobiy  welche  das  Fun- 
dament aller  späteren  Untersuchungen  bilden, '  haben  bei  Abfassung 
dieser  Blätter  eine  besondere  Beachtung  gefunden.  Fast  jedes 
Theorem,  jede  Formel  in  der  Theorie  der  elliptischen  Integrale  und 
elliptisehen  Functionen  ist  innig  mit  den  Namen  der  bemerkten 
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drei  grossen  Mathematiker  verbunden.  Sowohl  aus  historischem 
Interesse,  als  der  Vergleichung  ein  leichtes  Hülfsmittel  zu  bietCD, 
ist  bei  allen  wesentlichen  Resultaten  der  Name  des  ersten  Darstel- 
lers in  Verbindung  mit  möglichst  genauen  literarischen  Hinweisun- 
gen angemerkt  worden.  Dass  wo  möglich  jede  wesentliche  Formel 
die  Legitimation  ihres  Ursprungs  bei  sich  führt,  darf  wohl  auf 
Billigung  rechnen,  im  Hinblick  einer  wenig  erfreulichen  Vernach- 
lässigung der  Literatur  in  vielen  mathematischen  Schriften.  Es 
lässt  sich  eine  solche  Vernachlässigung  um  so  weniger  entschuldigen, 
als  Mathematiker  wie  Lagrange^  Gauss  und  Jacobi  in  ihren  Schriften 
durch  kurze  historische  Einleitungen  darauf  hingewiesen  haben, 
wie  nützlich  ihnen  eine  Erwähnung  der  einschlägigen  Arbeiten  er- 
schien. Die  bekannte  Thatsache,  dass  jedes  Zurückgreifen  auf 
originale  Arbeiten  ftir  die  weitere  Förderung  einer  Wissenschaft 
ungemein  anregend  wirkt,  hat  den  Verfasser  bestimmt,  keine  Mühe 
zu  scheuen,  die  literarischen  Nachweise  mit  grosser  Sorgfalt  zu 
behandeln.  Mit  einer  geringfügigen  Ausnahme  (p.  498)  hat  der 
Verfasser  alle  angeführten  Abhandlungen  und  Werke  selbst  einge- 
sehen; nur  der  grosse  Reichthum  der  hiesigen  Bibliothek  konnte 
es  ermöglichen,  das  erforderliche  Material  für  Geschichte  und  Lite- 
ratur zu  vereinigen. 

In  Verbindung  mit  den  zahlreichen  gedruckten  Abhandlungen 
sind  hier  noch  Aufzeichnungen  eines  Vortrags  zu  erwähnen,  welcher 
auf  directe  Vorträge  von  Jacobi  basirt  war.  Es  ist  bekannt,  dass 
der  grosse  Mathematiker,  wie  kaum  einer  vor  ihm,  es  verstanden 
hat,  eine  Reihe  von  Gelehrten  aus  seinen  Schülern  zu  bilden,  von 
denen  eine  bemerkenswerthe  Zahl  zu  den  hervorragendsten  Ver- 
tretern mathematischer  Wissenschaften  gehört.  Der  Verfasser  hatte 
das  Glück  in  die  Theorie  der  elliptischen  Functionen  von  einem 
dieser  hervorragenden  Schüler  Jacobfs  —  Herrn  C.  W.  Borchardt  — 
eingeführt  zu  werden;  leider  hinderte  eine  längere  Krankheit  den 
ausgezeichneten  Vorti*ägen  bis  zu  Ende  folgen  zu  können.  Es  scheint 
nur  selbstverständlich  hier  anzugeben,  was  —  abgesehn  von  allen 
literarischen  Bemerkungen  —  das  vorliegende  Werk  jenen  Vorträ- 
gen verdankt    Es  sind  die  auf  p.  95—89  und  p.  103—117  mitge- 


theilten  Untersuchungen  über  Theta-Functionen,  femer  die  Anwen- 
dungen dieser  Functionen  auf  Integrale  auf  p.  166,  p.  203  und  p.  206; 
hierzu  kommen  noch  die  auf  p.  247  und  p.  270  —  272  befolgten 
Methoden  zur  Betrachtung  einiger  unendlichen  Producte  und  schliess- 
lich der  Inhalt  der  Note  IV.  Wenn  auch  die  Anzahl  der  ange- 
f&hrten  Seiten  eine  geringe  ist,  so  lässt  sich  nicht  verkennen,  dass 
grade  der  Inhalt  derselben  einen  schönen  Beleg  für  das  wunderbare 
Genie  Jacohi's  abgiebt.  In  gleichem  Maasse  wie  die  Veröffentlichung 
der  Vorlesungen  JacobU  über  elliptische  Functionen  dem  Andenken 
des  grossen  Mathematikers  geboten  erscheint,  macht  sich  ebenfalls 
das  Fehlen  dner  Darstellung  desselben  Gegenstandes  ron  einem 
berühmten  Mathematiker  geltend,  welcher  1853  die  Wissenschaft 
durch  eine  Theorie  der  Abelschen  Functionen  bereichert  hat  (Journ. 
für  Mathematik,  Band  47). 

Bei  einer  Theorie,  wie  die  der  elliptischen  Functionen,  deren 
Ausbildung  noch  lange  ein  Feld  mathematischer  Thätigkeit  bleiben 
wird,  kann  eine  Begegnung  von  Darstellung  ein  und  desselben 
Gegenstandes  leicht  stattfinden.  Die  ganze  Anlage  des  Werks  und 
namentlich  die  Ausarbeitung  des  neunten  Abschnitts,  haben  die 
eigenen  Untersuchungen  des  Verfassers  besonders  in  Anspruch  ge- 
nommen. Um  allen  Berufungen  mit  Rücksicht  auf  Resultate  Yor- 
zubeugen,  enthalten  in  Abhandlungen,  welche  dem  Verfasser  unbe- 
kannt geblieben,  ist  derselbe  gerne  bereit  allem  bestrittenen  Eigen- 
genthumsrecht  zu  entsagen. 

Was  die  angewandten  Bezeichnungen  betrifft,  so  sind  die  von 
Legendre  und  Jacohi  gebrauchten  Bezeichnungen  maassgebend  gewe- 
sen. Die  Arbeiten  von  vorzüglichen  Mathematikern  zeigen  in  Hinsicht 
auf  die  Bezeichnungen  einen  Mangel  an  Uebereinstimmung,  welcher, 
wenn  auch  zu  bedauern,  doch  zu  entschuldigen  ist  Die  Theorie,  wie 
sie  Jacohi  hinterlassen,  kann  nicht  als  abgeschlossen  angesehn  werden, 
so  dass  wohl  einer  späteren  Zeit  eine  einheitliche  Bezeichnimg 
vorbehalten  bleibt. 

Durch  Aneinanderreihen  des  Inhalts  mehrerer  Vorträge  war 
eine  Eintheilung  des  Buchs  in  Abschnitte  geboten.  £s  muss  hier 
hervorgehoben  werden,   dass  diese  Eintheilung  nur  der  besseren 
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Uebersicht  halber  angewandt  ist  und  nieht  den  oigenüiclien  Cba- 
raeter  des  Werkes  verhflllen  soU^  eine  einfache  und  doch  in  den 
Elementen  ToUstän^ge  Einleitung  in  das  reiche  Gebiet  der  ellip- 
tischen Functionen  zu  bilden. 


Göttingen,  Ende  October,  1875. 


Alfred  Enneper. 
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Erster  Abschnitt 


§  1.    Einleitende  Betrachtungen. 

Jüie  Novi  Gommentarii  Academiae  scientiaram.  imper.  Petro- 
politanae,  t  X.  (pro  Anno  MDCCLXIV,  Petropoli  MDCCLXVI) 
enthalten  die  berühmte  Abhandlung  EvJer^%: 

„De  Reductione  Formulamm  integralium  ad  rectificationem 
ellipsis  ac  hyperbolae.** 
Diese  Arbeit  ist  sowohl  ihres  Inhalts  wegen,  als  wegen  der 
Untersuchungen  von  Legendre,  zu  denen  sie  den  Anstoss  gegeben 
zu  haben  scheint,  äusserst  bemerkenswerth.  Eider  fasst  die  Resul- 
tate ron  Maclaurin  und  d^Alemberi  tlber  die  Rectification  der  Ellipse 
und  Hyperbel  zu  einer  allgemeinen  Untersuchung  zusammen,  welche 
die  Bogen  Yon  Ellipseu  und  Hyperbeln  behandelt,  deren  Differenz 
sich  auf  geometrische  Weise  angeben  lässt.  Auf  pag.  4  bemerkt 
Euler: 

„Imprimis  autem  hie  idoneus   signandi    modus    desiderar 

videtur,  cujus  ope  arcus  elliptici  aeque  commode  in  calculo  ex- 

primi  queant,  ac  jam  logarithmi  et  arcus  cireulares  ad  insigne 

Analjseos  per  idonea  signa  in  calculum  sint  introducti.    Talia 

Signa  novam  quandam  calculi  speciem  suppeditabunt,  cujus  hie 

quasi  prima  elementa  exponere  constitui.'' 

Diese  Bemerkung  Euler^B  findet  sich  reproducirt  auf  pag.  VII 

des  Avertissemcnt    im  ersten  Bande    des   grossen  Werkes   von 

Legendre: 

Trait^  des  fonctions  elliptiques  et  des  integrales  euläriennes. 
Paris  1825—28.   2  VoL  und  3  Supplemente. 

Enneper,  elllpt.  FnnotloneD.  1 


I 


Legendr e  bemerkt  zu  den  Worten  Euler^^  Folgendes: 

„Euler  avait  pr^yu  qu'ä  Vaide  d'une  notation  convenable,  le 

calcul    des  arcs  d'ellipse  et  d'autres  transcendantes  analogues^ 

pourrait  devenir  d'un  usage  presque  aussi  göneral  que  celui  des 

arcs  de  cercles  et  des  logarithmes ,   mais  si  on  excepte  Landen, 

qui,  par  la  d^couverte  de  son  th^oröme,  aurait  pu  s'ouvrir  des 

routes  nouvelles^  personne  ne  s'est  mis  en  devoir  de  röaliser  la 

prödiction  d*Euler,  et  on  peut  dire  que  TAuteur  de  ce  Trait6  est 

restö  seul  k  s'en  occuper,   depuis  Vann^e  1786  oü  il  a  fait  pa- 

raltre  ses  premiöres  recherches  sur  les  arcs  d'ellipse,  jusqu'a 

Töpoque  actuelle." 

Die  Untersaehungen  über  die  Bogeü  von  Ellipse  und  Hyperbel 

haben  Legendre  darauf  gef&brt,  sowohl  die  entsprechenden  Integrale, 

wie  andere  Integrale ;  zu  welchen  rein  analytische  Betrachtungen 

Veranlassung  gilben,  mit  dem  Namen  ,,  elliptische  Functionen '^  zu 

belegen.    Diese  Bezeichnung  hat  darin  eine  Aenderung  erlitten,  als 

gegenwärtig  das  Wort  Function  durch  Integral  ersetzt  ist,  so  dass 

die  Arbeiten   Legendre'»   sich    auf  elliptische  Integrale   beziehen 

Die  Bezeichnung  ,, elliptische  Functionen''  ist  auf  eine  Gattung  von 

Functionen  ttbertragen  worden,  welche  mit  den  elliptischen  Inte-. 

gralen  in  enger  Verbindung  stehn,  wobei  die  Terminologie  leider 

an  jener  UnvoUkommenheit    leidet,   die  ihren  Ursprung  in    der 

seheinbaren  VerallgemeiBeruii^  eines  isolirten  Problems  hat    Für 

die    auftretenden    Integrale    und   Functionen    ist    das   Epitheton 

,^eUiptiseh*'  weder  geometrisch  noch  analytisch  ii^eudwie  charac- 

teristifldi^  sondern  rein  conventioneller  Natur. 

Unter  den  Funetionen  einer  Variabein  haben  die  trigonometrischen 
Functionen  die  Eigenthtlmlichkeit,  dass  der  Werth  einer  solofaen 
Funetion  unge&ndert  bleibt,  wenn  das  Argument  um  einMultiplum 
einer  gewissen  reellen  Quantit&t  zunimmt.  Diese  Quantität  heisst 
mach  Gauss  der  Modul,  nach  Jacobi  der  Index  der  Periodicität,  oder 
auch  wohl  einfach  die  Periode.  Beschränkt  man  sich  nicht  allein 
auf  reelle  Perioden,  so  führen  die  Exponentialfunctionen  auf  ima- 
ginäre Perioden,  Diese  verschiedenen  Functionen,  welche  durch 
Combinationcn  bu  allgemeineren  Betrachtungen  über  die  Periodici- 


tat  VeranlaBsaüg  geben,  sind  specielle  Fälle  einer  allgemeineren 
Gattung  von  Functionen ,  welche  „  elliptische  Functionen"  heissen. 
Die  elliptischen  Functionen  bilden  die  einfachsten  doppelt  perio- 
dischen Functionen.  Mit  diesem  Namen  werden  Functionen  be- 
zeichnet, deren  Werth  ungeändert  bleibt,  wenn  zwei  bestimmte 
Quantitäten  zum  Argument  hinzugefügt  werden  können. 

Die  Eigenschaft  der  doppelten  Periodicität  der  elliptischen 
Functionen  bildet  die  Basis  der  Untersuchungen,  durch  welche  im 
zweiten  Viertel  unseres  Jahrhunderts  die  beiden  grossen  Vertreter 
ihrer  Wissenschaft^  N.  H.  Abel  aus  Christiania  und  C.  G.  J.  Jacobi 
aus  Königsberg,  die  mathematischen  Wissenschaflien  in  ungeahnter 
Weise  erweiterten.  So  scharfsinnig  die  Arbeiten  Legendre^B  auch 
sind,  drohten  dieselben  doch  steril  zu  bleiben.  Im  hohen  Alter  von 
76  Jahren  hatte  Legendre  die  Freude,  einen  sehr  yerspftteten,  aber 
auch  sehr  glänzenden  Erfolg  seiner  Arbeiten  zu  erleben.  In  der 
Vorrede  zum  ersten  Supplement,  datirt  Paris,  d.  12.  August,  1828, 
sagt  der  Verfasser: 

^Aprös  m'Stre  occup^  pendant  un  grand  nombre  d'annäes 

de  la  throne  des   fonctions  elliptiques,    dont  Fimmortel  Euler 

avait  pose  les  fondemens,  j'ai  pru  devoir  rassembler  les  resultats 

de  ce  long  travail  dans  un  Traitä  qui  a  ät6  rendu  public  au 

mois  de  j  an  vier  1827.    Jusque  lä  les  g6omötres  n'avaient  pris 

presque  aucune  part  k  ce  genre  de  recherches,  mais  ä  peine  mon 

ouTrage   avait -il  tu  le  jour,   ä  peine  son  titre  pouvait  il  Stre 

eonnu  des  savans  ätrangers,  que  j'appris  avec  autant  d'ätonnement 

que   de  satisfaction,    que    deux  jeunes  göomötres  MM.  Jacobi 

(C — G — J)   de  Koenigsberg  et  Abel   de   Christiania,   ayaient 

r^ussi,  par  leurs  travaux  particuliers,  ä  perfectionner  considärable- 

ment  la  thäorie  des  fonctions   elliptiques    dans  ses  points  les 

plus  ölevös. 

Abel  hat  seine  genialen  Untersuchungen  in  den  fünf  ersten 

Bändeu  des  1826  von  Grelle  begrtlndeten   „Journal  für  die  reine 

und  angewandte  Mathematik''   niedergelegt.    Ausserdem  enthalten 

die  „Astronomische  Nachrichten"  (Band  VI.  p.  365— 388,  Bd.  VE. 

p.  33 — 44)  einige  Mittheilungen  von  Abel  über  eine  Entdeckung, 


betreffend  die  allgemeine  Theorie  der  elliptischen  Functionen,  yon 
welcher  Jacobi  an  Legendre  schreibt: 

„Ellle  est  au-dessus  de  mes  doges  comme  eile  est  au-dessus 
de  mes  propres  travaux."  *) 

Die  Arbeiten  von  Abel,  welche  in  Crelle*s  Journal  enthalten 
sind  7  vermehrt  um  Aufsätze  aus  seinem  Nachlass,  finden  sich  zu- 
sammengestellt in  dem  Werke:  „Oeuvres  complötes  de  N,  H.  Abel 
Redig^es  par  Holmboe.  Ghristiania  1859.^  Nur  sehr  kurze  Zeit 
war  es  Abel  vei^önnt  gewesen,  seine  grossen  und  mannichfachen 
Entdeckungen  weiter  zu  verfolgen,  kaum  27  Jahre  alt,  nicht  ganz 
zwei  Jahre  nach  Veröffentlichung  seiner  ersten  Arbeiten  über  die 
elliptischen  Functionen  setzte  der  Tod  ein  frühes  Ziel  der  glänzen- 
den Laufbahn  dieses  tiefsinnigen  und  umfassenden  Geistes.^*) 
Gleichzeitig  mit  Abel  veröffentlichte  Jacobi  seine  ersten  Entdeckungen 
in  Crelle's  Journal  und  den  Astronomischen  Nachrichten  (Bd.  VI. 
p;  33 — 38,  u.  133 — 142).  Kurze  Zeit  nach  diesen  Publicationen. 
liess  Jacobi  sein  berühmtes  Werk  erscheinen: 

Fundamenta    Nova    Theoriae    Functionum    Ellipticarum 
Auetore  C.  G.  J.  Jacobi.   Regiomonti  1829. 

Dieses  Werk,  welches  seinen  Verfasser,  der  damals  noch  nicht 
ganz  25  Jahre  alt  war,  mitten  unter  die  hervorragendsten  Geometer 
seiner  Zeit  stellte,  enthält  in  sehr  gedrängter  Kürze  einen  grossen 
Theil  der  wesentlichsten  Resultate  aus  der  Theorie  der  elliptischen 


*)  Vide  «Annales  scientif.  de  Tlfecole  Normale.  Toms  VI.  Ann6e  1869. 
p.  150.  Es  finden  sich  dort  auf  p.  127— -175  eilf  Briefe  von  Jacobi  an  Legendre 
aus  dem  Zeitraum  von  1827-1832  mitgctheilt  Der  Herausgeber  dieser,  ftir 
die  Geschichte  der  elliptischen  Functionen  merkwürdigen  Briefe ,  Bertrand, 
bemerkt  in  der  Einleitung  zu  der  obigen  Aeusserung  des  damals  noeh  nicht 
ganz  dreiundz\\ anzigj ährigen  Jacobi: 

„Jacobi  senl  avait  le  droit  de  prononcer  un  tel  jugement,  dont  la  s6v(^- 
rit^,  Bous  tonte  autre  plume  qae  la  sienne,  irait  jnsqu'ä  Tinjustice.'' 

*•)  Vide:  Dirichlei,  Gedächtnissrede  auf  Carl  Gustav  Jacob  Jacobi, 
Grelle  Journal  t.  52.  p.  203.  Dieser  Aufsatz  enthält  von  Freundeshand  eine 
vollständige  und  liebevolle  Würdigung  der  Arbeiten  des  grossen  Mathema- 
tikers von  Königsberg.  Es  möge  hier,  was  die  Verdienste  von  Abel  und  Jacobi 
um  die  Schöpfung  der  elliptischen  Functionen  betrifft,  auf  diese  Abhandlung 
hingewiesen  sein. 


Functionen.*)  Jacobi  hat  später  in  Crelle's  Journal  weitere  Unter- 
suchungen in  einer  Beihe  Yon  Aufsätzen  niedergelegt,  welehe  be- 
stimmt waren,  einen  zweiten  Theil  der  „Fundamental  zu  bilden. 
Das  weitere  Vordringen  f&hrte  indessen  Jacobi  zu  einem  genaueren 
Studium  seiner  Theta -Functionen,  welche  als  die  Elemente  der 
elliptischen  Functionen  angesehn  werden  können.  Jacobi  hat  eine 
neue  Begründung  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen,  basirt 
auf  die  Theta  -  Functionen ,  nur  in  academischen  Vorträgen  der 
Nachwelt  hinterlassen,  eine  Hinterlassenschaft,  welcher  sich  aus- 
gezeichnete Schüler  mit  Liebe  und  Talent  angenommen  haben  und 
deren .  Arbeiten  für  die  weitere  Ausbildung  der  elliptischen  Func- 
tionen Yon  wesentlicher  Bedeutung  sind,  lieber  die  Leistungen 
JacobfB  mögen  folgende  Worte  aus  der  Gedächtnissrede  von 
Lejeune'Dirichlet  Platz  finden,  welche  in  ausgezeichneter  Weise  den 
ausserordentlichen  Geist  von  Jacobi  characterisiren : 

^Jacobi'»  wissenschaftliche  Laufbahn  umfasst  gerade  ein 
Vierteljahrhundert,  also  einen  weit  kürzeren  Zeitraum  als  die 
der  meisten  früheren  Mathematiker  ersten  Ranges,  und  kaum 
die  Hälfte  der  Zeit,  über  welche  sich  Euler^»  Wirksamkeit  er- 
streckt hat,  mit  dem  er,  wie  durch  Vielseitigkeit  und  Frucht- 
barkeit, so  auch  darin  die  grösste  Aehnlichkeit  hat,  dass  ihm 
alle  Hülfsmittel  der  Wissenschaft  immer  gegenwärtig  waren  und 
jeden  Augenblick  zu  Gebote  standen." 

Zur  Zeit  als  Abel  und  Jacobi  ihre  überraschenden  Entdeckun- 
gen der  mathematischen  Welt  mittheilten,  befand  sich  Gauss  schon 
im  Besitz  einer  ziemlichen  Anzahl  von  Theoremen,  welche  sich  auf 
elliptische  Functionen  beziehn.  Eine  kurze  Andeutung,  welche  die 
^Disquisitiones  Arithmeticae"  (Gauss*  Werke,  Bd.  L  p.  413)  ent- 
halten, liess  vermuthen,  dass  Gauss  schon  gegen  Ende  des  vorigen 
Jahrhunderts  sich  mit  Untersuchungen  beschäftigt  hatte,  welche  ihn 


*)  Die  grosse  Bedentang,  welche  dem  Werke  Jacobi^B,  kurz  nach  seiner 
Pablication,  von  den  Zeitgenossen  beigele^  wurde,  K^ht  ans  dem  Berichte 
Über  dasselbe  von  Poisson  an  die  Pariser  Academie  hervor.  Dieser  Bericht 
nnter  Titel :  Rapport  enr  Touvrage  de  M.  Jacobi  intitnl6  Fnndamenta  etc. 
findet  »ich  auf  p.  73—117  im  t.  X  der  M^moires  de  T Academie  des  Sciences 
et  de  l'Institat  de  France. 
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zu  identischen  Besultaten  mit  denen  von  Abel  und  Jacobi  geführt 
hatten.  Diese  Vermuthung  hat  durch  Herausgabe  des  Nachlasses 
von  Gauss  ihre  volle  Bestätigung  gefunden  (Gauss,  Werke.  Bd.  III. 
p.  231  u.  f.). 

Am  23.  Mai  1828  schreibt  Gauss  an  Schuhmacher  über  eine 
Arbeit  von  jüfel: 

„  . . .  die,  Ihnen  gesagt,  mir  von  meinen  eigenen  Unter- 
suchungen wol  ein  Drittel  weggenommen  hat,  und  mit  diesen 
zum  Theil  selbst  bis  auf  die  gewählten  bezeichnenden  Buchstaben 
ttberdnstimmt.^ 
Man  findet  weitere  historische,  sehr  interessante  Notizen  über 
die  erste  Entdeckung  der  elliptischen  Functionen  durch  Gauss  im 
IIL  Bande  seiner  Werke  auf  p.  491 — 496.  Es  bleibt  immer  be- 
dauemswerth,  dass  einer  der  grössten  Mathematiker  aller  Zeiten 
seine  wunderbaren  Entdeckungen  den  Zeitgenossen  nicht  mitgetheilt 
und  dadurch  zur  Mitarbeit  aufgefordert  hat.  In  der  bedeutenden 
Abhandlung:  „De  fnnctionibus  duarum  variabilium  quadrupliciter 
periodicis,  quibus  theöria  transcedentium  Abelianarum  innititur^ 
(Orelle,  Journal  XIII.)  hat  Jacobi  den  für  die  Theorie  der  Functionen 
wichtigen  Satz  bewiesen,  dass  eine  periodische  Function  einer 
Yariabeln  nicht  mehr  wie  zwei  Perioden  haben  kann,  und  dass, 
allgemein  gesprochen,  diese  Perioden  complexe  Grossen  sind,  welche 
sich  nur  auf  eine  reelle  und  eine  imaginäre  Quantität  reduciren 
können,  aber  niemals  auf  zwei  Quantitäten  derselben  Art,  also  zwei 
reelle  oder  zwei  imaginäre  Quantitäten.  Indem  die  elliptischen 
Functionen  die  einfachsten  doppelt  periodischen  Functionen  einer 
Variabein  sind,  nehmen  dieselben  unter  den  Functionen  einer 
Yariabeln  eine  besondere  Stellung  ein,  welche,  in  Verbindung  mit 
den  mannichfachsten  Anwendungen  auf  die  verschiedensten  Theile 
der  Mathematik,  zu  einem  besonderen  Studium  dieser  Functionen 
auffordert 


I  2.    Bemerkungen  Aber  einige  einfache  Integrale 
irrationaler  algebraischer  Functionen, 

Es  seien  a,  b,  c  reelle  Quantitäten,  a  sei  wesentlich  positiv. 
Durch  Division  mit  a  folgt: 

/dy  _  J_   r  dy 

Setzt  man  zur  Vereinfachung  ^^  =  od,  ci  =  acj  so  kommt  die  Be- 
stimmung des  rechts  stehenden  Integrals  auf  die  Betrachtung  des 
Integrals 

dy 


A 


hinaus.  Die  Function  unter  dem  Integralzeichen  lässt  sich  durch 
Einführung  einer  neuen  Integrationsvariabein  so  transformiren, 
dasB  unter  dem  Wurzelzeichen  keine  Gonstante  mehr  enthalten  ist 
Es  ist  nämlich  für: 

y  +  J  =  x\/c  —  V^      c  —  b^  >  0, 
r         dy  _     P    dx      _    .^     l/l+g+^ 

y+h  =  x\/h^^^Cj    b'^  —  c  >  0, 

y—h  =  Xl/P+C,      b^+C    >    0, 


\/-y2+2by  +  c^  J  \/l-x 


a»  arc  smo;. 

2 


Das  letzte  der  vorstehenden  Integrale  hat  ein  besonderes  In- 
teresscy  da  dasselbe  zur  Betrachtung  einer  Function  Veranlassung 
giebt,  mit  deren  Hülfe  sich  die  beiden  vorhergehenden  Integrale 
leicht  behandeln  lassen.    Man  setze: 


1)  /     .-7^^===« 

oder: 


f^ 


X» 


*'     75^-*- 
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mit  der  Bestimmung,  dass  x  und  u  gleichzeitig  verschwinden.  Die 
Gleichung  1)  giebt  dann  zu  einer  doppelten  Betrachtung  Veran- 
lasBung.  Nimmt  man  x  als  gegeben  an,  so  ist  u  eine  bestimmte 
Function  von  x.  Wird  der  Einfachheit  halber  x'^\  genommen,  so 
lässt  sich  in  der  Gleichung  1)  die  Function  unter  dem  Integral- 
zeichen nach  Potenzen  von  x^  entwickeln.  Man  erhält  dann  durch 
Integration: 

6)        u  =  a;+2-3-+274"5  +•••• 

Durch  diese  Gleichung  ist  u  als  Function  von  x  durch  eine 
unendliche  Reihe  bestimmt,  welche  Reihe  in  der  Lehre  der  ein- 
fachen Functionen  bekanntlich  durch  arcsino;  bezeichnet  wird. 

In  der  Gleichung  1)  kann  man  auch  u  als  gegeben  annehmen, 
so  dass  X  Function  von  u  ist,  d.  h.  der  Werth  des  Integrals  ist 
gegeben,  man  soll  die  obere  Gränze  finden,  welche  dem  gegebenen 
Integralwerthe  entspricht  Das  Problem  lässt  sich  auch  als  Um- 
kehrung der  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  3)  stehenden  un- 
endlichen Reihe  auffassen,  welche  Definition  aber  die  Schwierigkeit 
darbietet,  dass  die  Gleichung  3)  als  algebraische  Gleichung  von 
unendlich  hohem  Grade  angesehn,  keine  endliche  Anzahl  von  Wur- 
zeln hat  Wie  die  verschiedenen  Wurzeln  zusammenhängen,  ist 
a  priori  nicht  ersichtlich,  noch  gestattet  diese  Methode  x  einen  be- 
liebigen reellen  Werth  beizulegen.  Statt  der  Gleichung  3)  nehme 
man  die  Differentialgleichung  2)  und  bestimme  x  dadurch,  dass 
X  mit  u  gleichzeitig  verschwindet  Setzt  man  x  =  g){}i),  so  ist, 
zufolge  der  Definition  <p{fS)  =  0.    Für  z  =  — t  folgt: 


/^'     dz       ^  _^    /^     dt      _ 

7    /r=:i2         7   ^izzT. 


— u 


also  — x  =  q){ — u)  d.i.  — g){u)  =  q){ — u).     Die  Gleichung  2) 
giebt: 

du         ^ 
oder: 

4)        g>\u)  =  1/1— 9)(w)2. 

Hieraus  folgt  unmittelbar  durch  Differentiation: 


^'» ^^_    '  y 

cL  i.  nach  4) : 

5)        9>"(tt)  =  — 9>(^)- 
Aas  den  Gleichungen  4)  und  5)  erhält  man  leicht: 

6)      9^-(tt)  =  {-\Yq>{u), 

9>(w)(M-i>(t^)  =  (— l)»l/l— 9)(w)2  =(— l)V(w). 
Die  Gleichungen  6)  ftlhren  unmittelbar    auf  das  Additions- 
theorem flttr  die  Function  ^(w).    Nach  dem  Theorem  von  Taylor 
ist,  wenn  v  die  positive  oder  negative  Einheit  nicht  überschreitet: 

Wegen  der  Gleichungen  6)  nimmt  diese  Gleichung  die  Form  an: 

7)       M^+v)  =  <p{u)  Ft+  q>\u)  V, 
wo  V  und  Fj  Functionen  von  v  sind,  welche  sich  leicht  auf  fol- 
gende Weise  bestimmen  lassen.    Die  Gleichung  7)  differentiire  man 
nach  Uj  dann  folgt: 

8)        q/iu+v)  =  9)'(w)  Fl  —  ^u)  V. 
In  den  Gleichungen  7)  und  8)  nehme  man  w  =  0,     Da  nach  4) 
g5'(0)  =  1  ist,  so  folgt: 

fp{v)  =  V,  q>\v)  -  l\ . 

Die  Gleichungen  7)  und  8)  gehen  hierdurch  über  in: 
9)         q>(u+v)  =  9iu)q>^{v)  -^  q)'{u)q>(v)  = 

g>(u)  \/\  —  ^{vy  +  (p(v)  l/l— 9)(w)2 , 

10)       9>'(^+*')  "^  9'i^)^X^)  —  9P(w)95(t;)  = 

\/li—q>(uy  \/t—g){vy  —^{u)q>{v). 


Setzt  man: 

dt 


I 


=  i:?r 


l/l— ^2 

so  ist  1  =  (f{kJt)  und  0  «*  95'(i^),  wo  jt  eine  bestimmte  nume- 
rische Gonstante  ißt;  welche  bekanntlich  das  Verhältniss  vom  Um- 
fang zum  Diameter  eines  Kreises  ausdrückt.  Die  Gleichungen  9) 
und  10)  geben  u^^  \x  gesetzt: 

11)        ^{i:^-\-v)  =  fp'{v)j    fp'{v  +  \3t)  = —fp{v). 

Durch   diese  Gleichungen   lassen  sich  die  Functionen  9p  und  q>^ 
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mit  Argumenten,  welche  die  positive  oder  negative  Einheit  über- 
steigen, auf  Functionen  reduciren,  welche  innerhalb  dieser  Gränzen 
bleiben.  Man  kann  in  den  Gleichungen  11)  also  v  beliebig  reell 
annehmen.    Setzt  man  v^^^i  jt  +  u,  so  folgt: 

^(x+u)  =  9>'(iJr+tt)  ==  —  9>(w), 
g)'(jr+w)  =  — ^ii^+u)  =  — 9'(«)? 
also  allgemein,  wenn  m  eine  ganze  positive  Zahl  bedeutet: 

q>{u+mx)  s«  ( — 1)'»9)(m),        9?'(w+iwjr)  =  ( — \)^^*(u). 

Diese  Gleichungen  zeigen,  dass  die  Functionen  9  (u)  und  g>^  (u), 
abgesehen  vom  Zeichen,  dieselben  Werthe  annehmen,  wenn  das 
Argument  um  ein  Multiplum  der  Constanten: 


y 


0 

zunimmt.  Die  beiden  Functionen  sind  also  periodische  Functionen. 
Eine  weitere  Ausdehnung  dieser  Betrachtungen  über  die  Function 
9)(u),  wenn  u  nicht  mehr  reell  ist,  soll  hier  nicht  ausgeführt 
werden.  Die  vorstehende  Skizze  soll  nur  eine  Idee  geben  von  dem 
Wege,  welchen  man  bei  Untersuchungen  von  Integralen  anwenden 
kann,  die,  sich  fast  von  selbst  darbietend,  als  Erweiterungen  der 
Integrale  angesehn  werden  können,  von  denen  zu  Anfang  dieses  § 
die  Rede  war. 

Als  nächste  Frage  bietet  sich  die  Reduction  eines  Integrals 

UUOIi 


A 


dy 


1/^4^*+  (hy^+  (hy^+  (hy+<h 

auf  seine  einfachste  Form  dar  und  dann  der  Versuch  einer  Um- 
kehrung, indem  die  obere  Gränze  der  einfachsten  Form  als  Function 
des  Integrals  angesehn  wird.  Diese  Anschauungsweise  hat  in  der 
That  den  Anstoss  zu  den  elliptischen  Functionen  gegeben. 

Es  wird  sich  ergeben,  dass  die  beiden  obigen  Integrale  auf 
dieselbe  einfachste  Form,  welche  die  Normalform  heisst^  reducübel 
sind,  gleichviel,  ob  das  Polynom  unter  dem  Wurzelzeichen  vom 
dritten  oder  vierten  Grade  ist 
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Die  Betrachtung  der  Function  tp  (u)  in  dieBem  §  ist  eine  etwas 
weitere  AusfUhrung  einer  kurzen  Andeutung  von  Eisenstein,  ent- 
halten in  dessen  Abhandlung:  „Neuer  Beweis  der  Summations- 
formein''  (Grelle  Jonm.  t.  XXX  p.  211,  oder  auch  Mathematische 
Abhandlungen.  Berlin  1847.  p.  241).  Untersuchungen  ähnlicher 
Art  findet  man  schon  in  der  Sectio  II,  Gap.  V  des  ersten  Bandes 
der  „Institutiones  calculi  integralis*'  von  Euler  (PetropoU  1824, 
p.  364),  zu  welchen  Durege  einige  vereinfachende  Bemerkungen 
hinzugefügt  hat  (Zeitschrift  f.  Mathem.  Jahrg.  III  p.  241). 

%  3.    Bednction  der  eUiptisehen  Differentiale 

nach  Legendre, 

Sind  P  und  Q  zwei  Polynome  von  y,  Ist  ferner  R  ein  Polynom 
vom  vierten  Grade  von  y,  so  heisst  das  Integral: 


0 


Q\/r 


/i 


ein  elliptisches  Integral,  dessen  Untersuchung  Legendr e  zuerst  in- 
soweit vollständig  durchgeführt  hat,  als  die  namentlich  von  Euler 
tlberiieferten  Hülfsmittel  der  Analysis  dieses  gestatteten.  Legendre 
fand,  dass  das  obige  Integral  zu  drei  verschiedenen  Gattungen 
Veranlassung  giebt,  als  deren  einfachste  diejenige  anzusehen  ist, 
welche  in  der  Form: 

\Jr 

enthalten  ist  Da  vorläufig  nur  einige  Transformationen  in  Be- 
tracht kommen,  so  soll  statt  des  Integrals  einfach  das  Difierential : 

genommen  werden  und  ein  solches  Differential  ein  elliptisches 
Differential  heissen.  Durch  ungemein  einfache  Betrachtungen  ge- 
langte Legendre  dazu,  den  Ausdruck  2)  auf  die  Form: 

1  __JSL— 
zu  reduciren,  wo  M  eine  Con^^tante  und  0  <  Ar  <  1  ist    Nachdem 
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dieses  wichtige  Resultat  gefunden,  gelang  es  Legendre,  das  in  1) 
enthaltene  allgemeine  Integral  auf  seine  einfachsten  Formen  zu 
reduciren  und  so  eine  Vergleichung  zwischen  Integralen  zu  ermög- 
lichen, welche  Arbeit,  wie  Dirichlet  in  seiner  Gtedäeh^nissrede  auf 
Jacohi  bemerkt,  Legendre  zum  unvergänglichen  Ruhme  gereicht. 
(Grelle  Joum.  t.  52  p.  198.) 

Es  seien  a^,  a^,  a^,  a^  und  a^  reelle  Grössen,  a^  wesentlich 
positir.    In  dem  Ausdrucke  2)  ist  dann: 

-ß  =  ±  04!/*  +  <hy^-\-(iV  4-  «1«/  +«0- 
Man  kann  sammtliche  Coef&cienten  durch  a^  dividiren,  setzt  man 
dann  zur  Vereinfachung: 

^  -*-^*         «4^  «4^  «4^         04  ' 

80  wird  der  Ausdruck  2): 

wobei  es  wesentlich  nur  auf  die  Reduction  von: 

ankommt  Um  diese  Reduction  zu  bewerkstelligen,  hat  Legendre 
folgenden  Weg  eingeschlagen.  (Fonct  eil.  I.  p.  6 — 11,  im  Auszuge 
in  den  „Integraltafeln"  von  Minding.  Berlin  1849  p.  172.)  Die 
linke  Seite  von  3)  möge  fttr  die  Werthe  a,  ß,  y,  6  von  y  ver- 
schwinden, so  dass: 

5)         F  =  ±(y-a){y-ß){y~y){y-6). 

Sind  a,  ß,  y,  6  reell,  so  sei  a>  ß>y>  6,  die  Grössen  sind 
den  absoluten  Werthen  nach  geordnet,  also  vom  Positiven  zum 
Negativen  abnehmend.  Sind  zwei  Quantitäten  complex,  so  sei 
y  =  m+  ni,  d  =  m  —  ni,  wo  i,  wie  immer  in  der  Folge,  gleich 
1/  —  1  ist  Sind  alle  vier  Quantitäten  complex,  so  seien  a  und  ß, 
femer  y  und  rf  zu  einander  conjugirt.  Durch  eine  Substitution  von 
der  Form: 

erhält  man  aus  4)  und  5): 
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..       _dy_  _  iq—p)äz 

^      \/y  ~    \/±Z    ' 

wo: 

8)  Z  = 

[p—ct+ (^— «)  z]  [p—ß+ig—ß)z]  [p—7+  (q—y)z]  b— rf+  {q—i)  4 

Man  kann  nun  p  und  q  in  6)  solche  reelle  Werthe  beQegen, 
dass  der  Ausdruck  Z  nur  gerade  Potenzen  von  z  enthält.  In 
der  Gleichung  8)  hat  man  nur  auf  der  rechten  Seite  je  zwei  Fac- 
toren  mit  einander  zu  multipliciren  und  die  Factoren  von  z  zu 
annulliren.  Führt  man  dieses  für  die  beiden  ersten  und  die  beiden 
letzten  Factoren  aus^  so  folgt  aus  8): 

9)  Z  = 

[{p-a){p-ß)  +  {q-ä){q-ß)z^]  \(p-y){p-ö)  +  (q^y)(q-6)z^]. 

Zur  Bestimmung  von  p  uud  q  dienen  die  Gleichungen: 

{p-a){q-ß)  +  {p-ß){q-a)  =  0, 

(p-r)(^-rf)  +  (/>-rf)(^-r)  =  0, 

oder: 

10)       pq-^aß  =  ^(a+ß),     pq +  y6  =  ^  {r+^). 

Tür  complexe  Wurzeln  lassen  sich  nur  die  vorstehenden  Glei- 
chungen aufstellen.    Diese  Gleichungen  geben: 

p  +  q  aß  —  yö 


11) 


2  a+ß  —  y  —  6 

„^  ^  <^ßir+^)-r<fia+ß) 

P^  a  +  ß—y  —  d        ' 

und  hieraus: 

12^       fiZiZY  -  («-y)(a-rf)(^-y)(ff-rf) 

^         V    2     ;    -  ^a  +  ß-y-äy 

Unter  den  gemachten  Annahmen  ist  der  rechts  stehende  Aus- 
druck immer  positiv,  die  Gleichungen  11)  und  12)  ergeben  also  für 
p  und  q  reelle  Werthe.  Sind  a,  ß,  y,  6  sämmtlich  reell,  so  könnte 
man  die  Factoren  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  8)  noch  auf 
andere  Art  je  zwei  zu  zwei  combiniren.  Man  findet  nur  noch  eine 
Combination  der  Art,  dass  die  rechte  Seite  der  Gleichung  12)  po- 
sitiv bleibt,  wenn  man  nämlich  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung 
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8)  den  ersten  mit  dem  vierten  Facftor,  femer  den  zweiten  mit  dem 
dritten  Factor  multiplicirt  und  in  den  jedesmaligen  Producten  die 
Coefficient^n  von  z  annuUirt.  Man  erhält  die  entsprechenden 
Gleichungen  unmittelbar  aus  11)  und  12)  durch  Vertauschung  von 
^  mit  6^  nftmlich: 

2  a+6—ß  —  y' 

n%        (^-P\  ^  («-ff)(a-7)(^-d)(7-rf) 
^        V    2     )  (a  +  d_^_y)2 

Die  Gleichungen  13)  werden  ungültig  fftr  a  +  d  =  j3  +  /.    Dann 
tritt  an  die  Stelle  der  Gleichung  6)  die  folgende: 

Die  Gleichungen  11)   und  12)  geben ,  wenn  q — p  positiv  ge- 
nommen wird: 

q-aq-ß  r\/(a-r)ia-6)  -  \/(ß—y)(ß-Sr^ 


ri/(c-y)(«-rf)  -  \/(ß-y)(ß-6y? 
l\/(a  —  r)(a  —  6)  +  \/(B~y)(B  —  d)}  ' 


p-ap-ß  Lt/(«-y)(a-rf)  +  i/(/9-y)(^-rf) 

g-r  g-rf  . ri/(a-rf)(|9-(})  +  \/(a-y)(ß-Y)y 

p  —  ypS  L/(a— d)03— <J)  —  )/(a—y)(ß—y)\  ' 

(^-a){p—ß){p-y){p-S){a+ß~r-6f  = 

—  f^Y[v^(«-)'X«-«O+l/0»-yX/^--<O]*-[l/(«-<f)(/»--<»)— /(«--yX/S-y)]*- 

Die  letzte  Gleichung  lässt  sich  auch  schreiben: 

ip~a){p-ß){p-r){p—S)  = 

V  2  ;  ^^     ''  Li/(«-rf)(i9-rf)  +  i/(«-r)0-r)-i  * 

Diese  Gleiehungen  zeigen,  dass  die  Gleichung  7)  sich  immer 
auf  folgende  Form  bringen  lässt: 

14)        -^  =  ^ 

wo  f,  g  und  h  wesentlich  reelle  Grössen  sind.    Nimmt  man  h>  g 

und  setzt  Hz  =>  x,  ferner  -^  =  c,  wo  also  c  ein  positiTcr  achter  Bruch 

ist,  so  geht  die  Gleichung  14)  über  in: 

dy  dx 


15) 


l/r       A  ■  |/±  (1  ±  «»)  (1  ±  «»«»)  * 
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Je  naehdem  in  dem  Diiferential  rechts  die  oberen  oder  un- 
teren Zeichen  mit  einander  combiDirt  werden,  ergeben  sich  acht 
yerschiedene  Fälle,  von  denen  einer  ausfällt,  wenn  der  Ausdruck 
unter  dem  Wunelzeichen  nicht  negativ  i^in  soll  Durch  Einfüh- 
rung trigonometrischer  Functionen  gelangt  man  schliesslich  zu  der 
Gleichung: 

^        \Jy  ^   l/l— Ä^sin^g)' 

wo  0  ^  /:  =  i  ist,  wie   sich   unmittelbar   aus   der   nachstehenden 
kleinen  Tabelle  ergiebt 

I     ;  =    i         ^   ==,  x^tango),  Ar^-^i — ^2^ 

l/(l-fa:2)(l-t-c2a;*)        /l— A^sin«^'  ^^' 

TT  ^  —\J\—k\d^  ,, 

II      ..  ■  ,  .    =  -7=!========,  j:  =  C0S9>,  A:*=  -j  , 

l/(l— x*)(l+^^2)        |/l— Ä^sin^^)'  ^'  1+c 

TTT  ^  /rdgp  1  1 

|/(j:2_i)(i+c2a:2)        |/l— A2sin2^'  CO89)'  1+c^ 

,xr  ^  — A<^^  co8g)    ,«  1 

1/(1 +0:2) (l—c2x2)        i/T— Ä^Bini^)'  c    '  l+c^ 

-^  cfcc l/l  —k^  dip         _      1         .«         c2 


2 


«     X     '  ~  •     A     ■"— 


VI     ,                            =                  —  ,  a;  =  sin  0),   k=^  c. 
Vn  <^ _=        —^f>         x= —   k  =  c 

vni  ^  ~^ 


.1 


l/(at»— 1)(1  — c*»»)        1/1— Ai8iii»9) ' 

X«  =  8in«9i)  +  -j  C08*9D,      Ar*  =  1  — tf». 

Die  Gleichungen  VI  und  VII  bilden  nur  einen  Fall,   in  der 

Gleichung  VI  ist  a:  ^  1,  in  der  Gleichung  VII  dagegen  ist  a;  =  — 

Die   verschiedenen  Werthe   von  x  in  I — VlII  sind  sämmtlich  in 
der  Form  enthalten: 

wo  A,  B,  C  und  D  reelle  Gonsttoten  sind. 
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Man  kann  in  der  Gleichung  VIII  noch  eine  andere  Substitu- 
tion machen.    Setzt  man  nämlich: 

IX    a;  —     l+8iny-Kl— 8iny)|/c        ^j_  (\^)[i 


Vi+i/f;' 


(l+8in9p)c  +  (l— 8ln9))l/c'  \l+l/ 

80  folgt: 

j,         dx 1  (1  +  t/X)'  dq> 

l/(x*— 1)(1— c^xü)  ""  2  |/i_;t2Bin2^" 

Da  in  der  Gleichung  6)  z  =  —  ist ,  wo  ä  eine  Constante  be- 
deutet, 80  folgt  nach  den  Gleichungen  I— VII,  IX  und  X,  dass 
zwischen  y  und  tp  der  Differentialgleichung  16)  die  Relation  be- 
stehen kann: 

^  ~  a'  +  bW 
wo  t  eine  der  Functionen  smg>,  cos^)  oder  tangg)  ist 

Der  Ausdruck  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  16)  heisst 
die  Normalform  des  elliptischen  Differentials.  Schon  die  Gleichungen 
VIII,  IX  und  X  zeigen,  dass  die  Quantitäten  M  und  k  verschie- 
dene Formen  haben  können,  also  variabel  sind,  nur  dass  k  ein 
achter  Bruch  ist,  was  den  wesentlichen  Character  der  sogenannten 
Normalform  ausmacht  Enthält  der  Ausdruck  von  Y  in  der 
Gleichung  V  nur  grade  Potenzen  von  y,  so  kann  man  unmittelbar 
eine  der  Beductionen  anwenden,  welche  in  den  Gleichungen  I — X 
enthalten  sind.  Die  unmittelbare  Anwendung  wird  nur  dann  un- 
zulässig, wenn  die  Gleichung  7  «=«  0  für  y*  keine  reellen  Wurzeln 
giebt  Man  muss  in  diesem  Falle  wieder  die  oben  gegebenen 
Transformationen  des  Differentialausdrucks  vornehmen.  Da  dieser 
Fall  von  Interesse  ist,  so  soll  derselbe   kurz  angeitihrt  werden. 

Es  sei: 

Y  =  y*+2rVco8  2w  -h  r^ 

Nimmt  man  dann: 

so  geben  die  Gleichungen  11)  und  12):  p  +  q^^^^O,  pq^= — v^,  also 

^  =  t;,  p  =  — V.    Die  Gleichung  6)  giebt: 

y  z — 1 

7  ~  z  +  i 
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und: 

veoswdy  dz 


1  —  Bin  m 

1  +  8inn^ 

Setzt  man  weiter: 


=  x]/c  —  X  Yy 


sinif 

z 


+  8lnii;* 
so  folgt: 

!;.(!  +Hmrv)dy  dx 

\/y*+2vh/^C0B2w+v^  ^  \/{\+x^){\ +c^x^y 

welche  Gleichung  auf  die  Formel  I  führt. 

§  4.    Bemerknngen  und  Ausfllhrungen  zur  Bednctlon 

eUiptischer  Differentiale. 

Neben  der  im  vorhergehenden  §  bemerkten  Beductionsmethode 
hat  Legendre  noch  eine  zweite  Methode  zur  Reduction  des  ellipti- 
schen Differentials  auf  die  Normalform  angemerkt^  welehe  auf  fol- 
genden Principien  beruht    £s  sei: 

Da  die  beiden  Factoren  rechts  dasselbe  Zeichen  haben  müssen, 
wenn  ]/y  reell  sein  soU,  so  kann  man  setzen: 

2)        a'+26'y  +  c'y»  —  (a  +  2fcy  +  cy»)  «» 
oder: 

{&  —  cz^)y^'\-1{h'—bz^)y  +  a'  —  az^  —  0. 
Diese  Gleichung  differentiirt  giebt: 
3)        [{&  —  cz^)y  +  b'—bz^]dy  —  z{a+V^  +  cy^)  dz. 
Nach  1)  und  2)  ist  nun: 

r  ^  (a  +  2by  +  cy^yz^ 
oder: 

]/f  ^  ia  +  2by  +  cy^)z. 
Aus  dieser  Gleichung  und  der  Gleichung  3)  folgt  unmittelbar: 

dy  ^ 

Eaneper,  eUipt,  Funotionen.  2 
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Setzt  man  im  Nenner  rechts  für  y  seinen  Werth  in  Function 
von  z  aus  2),  so  folgt: 

dy  ,     dz 

=    ± 


wo: 

Z  =  {b*—hz^y'—ipf—az^){&  —  cz% 

Da  Z  nur  grade  Potenzen  von  z  enthält,  so  gestaltet  sich  der 
weitere  Verlauf  der  Rechnung  wie  im  vorhergehenden  §.  Legetidre 
hat  von  dieser  Methode  keinen  Gebrauch  gemacht,  da  ihm  die 
Rechnungen  zu  complicirt  erschienen.  Eine  weitere  Ausführung 
derselben  soll  auch  hier  nicht  stattfinden,  nur  möge  die  Bemerkung 
Platz  finden,  dass  der  Werth  des  Bruches  k  genau  derselbe  ist, 
wie  bei  den  Substitutionen  in  §  3  und  die  yon  Legendre  bemerk- 
ten beiden  Substitutionen  zu  denselben  Resultaten  führen,  also 
nicht  so  ron  einander  wesentlich  verschieden  sind,  wie  dieses  zuerst 
den  Anschein  haben  könnte.  Diese  kurze  Andeutung  möge  hier 
genOgen^  deren  genauere  Deduction  zu  weit  ftthren  würde. 

Legendre  hat  sich  damit  begnügt,  die  Möglichkeit  der  Reduction 
eines  elliptischen  Differentials  auf  die  Normalform 

dargethan  zu  haben.  Eine  genauere  Ausführung  der  vorkommen- 
den Rechnungen  hat  zuerst  Richelot  in  dem  Aufsatz  gegeben: 
„lieber  die  Substitutionen  von  der  ersten  Ordnung  und  die  Um- 
formung der  elliptischen  Integrale  in  die  Normalform''  (Grelle 
Journal  t  ä4  p.  1  —  30).  Es  sind  dabei  die  sämmtlichen  Fälle  in 
Betracht  gezogen,  dass  y  zwischen  je  zwei  Wurzeln  der  Gleichung 
F'^O  liegt,  wenn  dieise  Wurzeln  reell  sind.  Eine  derai-tige  Zu- 
sammenstellung ist  um  so  nützlicher,  als  Reduetionen  auf  die 
Normalform  ungemein  häufig  vorkommen.  Bedient  man  sich  der 
in  §  3  bemerkten  Methode,  so  sind  die  Werthe  von  k  und  M  in 
der  Normalform  ziemlich  complicirt,  wenn  K=0  reelle  Wurzeln 
hat  Es  möge  deshalb  ein  anderes  Verfahren  eingeschlagen  wer- 
den, welches  zu  ziemlich  einfachen  Resultaten  führt  und  auf  ebenso 
einfachen  Rechnungen  bemht 


id 

Liegt  y  zwischen  den  Gränzen  p  und  q,  so  dass  p'^y'^q,  so 
kann  man  setzen: 

4)        y  =  pcos^y  +  ^sin^y. 

Dieser  Ausdruck  lässt  sich  noch  etwas  yerallgemeinem.  Seien 
p  und  q  beliebige  reelle  Grössen,  welche  dasselbe  Zeichen  haben, 
also  jE>i9i  >  0.    Nimmt  man: 

sin^y  qi  sin^y 

cos*  ip       pi  cos*  90 

so  geht  die  Gleichung  4)  über  in: 

5x  ^  p/yiCOS*y  +  ggtsin*y 

^      ^  "^    /?!  cos*  g)  +  ^1  sin*  9) 

Nimmt  9  die  Werthe  Ton  0  bis  ijr  an,  so  nimmt  y  die  Werthe 
zwischen  p  und  q  an. 
Es  sei  nun: 

6)      ^  =  ±  (y-«)(y-i3)(y-r)(y-<J). 

Soll  1^  immer  positiv,  also  l/F  reell  sein,  so  muss  in  der  Glei- 
chung 6)  rechts  das  obere  Zeichen  genommen  werden ,  wenn  y 
innerhalb  der  Gränzen  a  und  00,  oder  7  und  ^,  oder  — ex  und  6 
liegt  Liegt  dagegen  y  zwischen  den  Gränzen  ß  und  a  oder  6  imd  /, 
so  muss  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  6)  das  untere  Zeichen 
genommen  werden*  Sind  nun  p  und  q  zwei  Gränzwerthe,  zwischen 
denen  y  liegt,  setzt  man  den  Weräi  von  y  aus  &)  in  die  Gleichung 
6),  so  nimmt  dieselbe  die  Form  an: 

V .  {px  cos*9)  +  ^i  sin*  g>y  = 
i^sin*  ip  cos*  y .  {g  sin*  xp\+  h  cos*  q>)  {gi  sin*  9)  +  Äi  cos*  <p\ 

wo  H,  g,  h,  gi ',  hi  Constanten  sind,  welche  pi  und  q^  nur  in  der 

ersten  Potenz  enthalten.    Man  kann  nun  immer—    so   bestimmen. 

Pi 
dass  entweder  h^^g  oder  hi  «=  gi  wird  und  zwar  ist  die  Annahme 

zu  machen,  welche  in  dem  Factor  von  der  Form  rsin*9  +  ^C08^9> 

die  Relation  s>r  giebt 

Mit  Bücksicht    auf  diese    Bemerkungen    ergeben    sich   ohne 

Schwierigkeit,  die  folgenden  Resultate. 

2* 
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Substitutionen.    Tabelle  I. 

^y  ßy  7>  ^  sind  reelle  Grössen,  den  absoluten  Werthen  nach 
ist  ö  >  ^  >  /  >  d.  Der  Winkel  go  liegt  zwischen  den  Gränzen  0 
und  i  jr. 

l/(y-«) {y-ßky-r) (y-<^)  "  ]/(c^)0-^)  i/i-zr^sin^^) ' 

a — 7  /J  —  d' 
a(ß — 6) — ß{a — d)sin2^  Gränzen  von  y: 

"**      ß — d — (a — d)sin*9[)    '       a  und  oc    oder    — <x  und  6, 

yiß — d) — 6{ß — y)sin^y  Gränzen  von  y: 

^  ß—d^{ß—y)%m^'  y  und  ^. 

dy  2  d9> 


^         a-r   ß-6' 
6{a — 7) +  «(7 — d)biD}g)  Gränzen  von  y: 

"*      a — y  +  {y — d)sin*9P     '  rf  und  7. 

ß(a — 7) — 7(g — ;9)sin^9P  Gränzen  von  y: 

a — 7 — (a — ß)sin^g>     '  ^9  und  a. 

Nimmt  man  in  den  vorhergehenden  Formeln  ds=  —  0  und 
lässt  0  unbegränzt  zunehmen,  so  ergiebt  sich  die  folgende  Tabelle, 
welche  dem  Falle  entspricht,  dass  das  Polynom  in  y  unter  dem 
Wurzelzeichen  vom  dritten  Grade  ist 

Substitutionen.    Tabelle  IL 

a,  ß,  7  sind  reelle  Grössen,  den  absoluten  Werthen  nach  ist 
a>  ß>Y.    Der  Winkel  gp  liegt  zwischen  den  Gränzen  0  und  i  jt, 

dy  2  d(p 


l/(y-«)(y-^)(y-7)       /«-/  l/i-Ar^Bin^g^* 

ß-r 


k^  — 


a — 7 


y  =  ^ — ^         Gränzen  von  y:  a  und  ex:. 

'  "=  7  + iß — 7)sin^9P.    Gränzen  von  y:  7  und  p. 
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dfy 2 dfp 

l/-(y-«)(y— ^)(y-r)  "^  l/^=r  \/i-k*nm^ip' 

a— y 
«  =  L — -_j- ZI.    Gränzen  ron  w:  — oc  und  y. 

y  =  Av^iZiy/Ziyv^ ~ P/  J^  $.^    Gränzen  von  y:    ß  und  a. 

Die  Relationen  zwischen  y  und  dem  Winkel  q>  in  den  beiden 
vorhergehenden  Tabellen  lassen  beliebig  viele  Umgestaltungen  zu, 
von  denen  hier  nur  zwei  hervorgehoben  werden  sollen,  welche  bei 
Behandlung  elliptischer  Integrale  von  historischem  Interesse  sind. 
Es  sei  Ar'  durch  die  Gleichung  Ar^  +  Ar'^—l,  oder  durch  A:'  — 
\/i — k^  bestimmt.  Ftthrt  man  statt  q>  einen  Winkel  tp  mittelst  der 
folgenden  Gleichung  ein: 

7)        tang^9)  =  77  .        .      > 
^  ^  ^        Ar'   1 — sm^' 

so  folgt: 

gv  ä(p 1  d^ 


Setzt   man  nach  Ausf&hrung   der  Rechnungen  9   statt  y>,  so 

ergeben  sich  die  von  ^Richelol  aufgestellten  Gleichungen.    Nimmt 

man  weiter: 

^v  2(1+Ä')sin© 

^  ^        (l+l/^')*+(l— l/A'/sin^ö 

so  ist* 

10)       -, -1^— ^(^+*^)^^ 

^Ai:(i^)%iB»,p    i/(i+i/P)'-(i-i/*'r8in«e 

Die  Verbindung  der  Gleichungen  7) — 10)  giebt: 

11)        (l+A')Bin»9) — 

(1  +  l/Ä')*  +  2(1  +*')  Bing  +  (1— ^/^)'8in'g 


12) 


[1  +  l/V  +  (1 — l/A')  sin  ©]* 
d9>  2  dB 


l/i-*«»in.^  -=  d+l/*')'-  (/;__|i:::^*^„,^ 
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Setzt  man  nach  AusfUhrung  der  Rechnungen  ip  statt  O,  bo  er- 
hält man  die  von  Jacobi  (Fundamenta  p.  12 — 16)  aufgestellten 
Gleichungen.  Auf  die  vorhergehenden  Relationen,  wenn  auch  in 
anderer  Form,  hat  schon  Richeloi  (Grelle  t  34.  p.  20  u.  24)  auf- 
merksam gemacht  Ein  Aufeatz,  welcher  diesen  Gegenstand  be- 
trifft, von  Luchterhandt  findet  sich  in  Grelle  Journal  t.  17  p.  218. 

Zur  Vervollständigung  der  Reduction  eines  elliptischen  Diffe- 
rentials auf  die  Normalform  sollen  noch  kurz  die  Fälle  erwähnt 
werden,  nach  der  Methode  des  §  3,  wenn  die  Quantitäten  a,  ß,  y,  6 
nicht  sämmtlich  reell  sind. 

Es  sei  7  ==  m  +  m,  6  =  m  —  nu    Setzt  man  zur  Abkürzung: 

13)        (»I— a)2  +  »2  =  a2^        {m—ßY-^n^^h\ 

so  geben  die  Gleichungen  11)  und  12)  von  §  3,  wenn  q—p  positiv 
genommen  wird: 

?-±^(a-f-^— 2m)  =  aß  —  nfi—n\ 


q—p 


(a  +  ß_2»i)  =  0*, 


.  2 
also: 

p(Ä  +  i9— 2»i)  «=  aß—m^  —  n^—abj 
q(a  +  ß—2m)  =  aß—m^—n^  +  ab. 

Mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  13)  findet  man  leicht: 
14) 

{p—a)ia+ß—2m)  =  —a(a+b)y    (p—ß)ia+ß—2m)  = b(a+b), 

{q—a)(a+ß—2m)  =  —aia—b\    {q—ß){a+ß—2m)  =-  bia—b), 
[(p  —  m)^  +  n^](a  +  ß—2m)^  =  2ab[ab—(m  —  a){m  —  ß)  +  nP], 
[(q—m)^  +  nP](a  +  ß  —  2m)^  =  2ab[ab  +  {m—a)(m—ß)—n^]. 

Es  ist  femer: 
15) 
[<a+{m—a)im—ß)  — n»]  (a+b)'^  +  [ab— (m—a)(m—ß)  +n»]  (a— ft)» = 

iab.(d+ß—2m)\ 
[aft+(«i— «)(»»— j9)—n2]  (a+b)^—[äb—(m—a)iflL—ß)  +«"]  («—*)"  = 

2  [«»  +  (»n — a)  (m — /?)]  (a  +  i? — 2»t)»  = 
[o»  +  6» — (a — /?)»]  ia  +  ß— 2m)» 
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Da: 

P+qz 

^        i+z' 
Bo  erhält  man  mittelst  der  Gleichungen  14): 

ifiN      y— «      ±  <»  +  *  +  (<»  — ^)g 

^        y—ß^b'a  +  b  —  (a—h)z' 
Die  Gleichung  14)  des  §  3  nimmt  folgende  Form  an: 

dy   ^  2{a  +  ß—'i.tn)dz 

i/F       \r±z^    ' 

wo ' 

Z,  =  (a  +  ft)»-(a-&)«2», 

kZi  =  ab—(m—a)(m—ß)  +  n^  +  [ab  +  {m^a)(m—ß)—n'^]z\ 

Hat  Zx  das  positive  Zeichen^  «o  ist  -_jr-  >  ^> '  mÄii    kann 

2  = —7-  COS  q>  setzen,  hat  Zj  das  negative  Vorzeichen,  so  ist 

z  >  r- ,  man  setze  dann  z  =         ,    .    Führt  man  diese 

a — h  a — 0   cosg) 

Substitutionen  ans,  so  erhält  man  das  folgende  System  von  Glei- 
chungen mittelst  der  Gleichungen  14) — 16). 

Substitutionen.    Tabelle  III. 
a  und  ß  sind  reelle  Grössen,  dem  absoluten  Werthe  nach  ist 
a>ß.    Zur  Abkürzung  ist  gesetzt : 

{m—ay  +  ««  =  a\         (m—ßy  +  n«  =  b\ 
Der  Winkel  g>  liegt  zwischen  den  Gränzen  0  und  jr. 

_^  dy 1  dg> 

\/Ü—^(y—W\iy^y  +  ^'^1  ""  l/«*  l/l— Ä^sin^gp' 

y — a  a^    1  —  cosy  Gr&nzen  von  y\ 

y — ß         ^1  +cosg)  '       a  und  oo  oder  — oo  und  ß. 

dy  1  dip 


\/r<^—y){y—&)i{y—n^y  +  n'^       V^  l/l— yt^sin^^p' 

*-4['-"-^^'iJ''-n 

a — w         a    l  +  cosGP       ^  ,  /^      j 

z  B=  _- r,     Gränzen  von  y:   ^  und  o. 

y— ^        ^    1— eosy  ^     •^ 
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In  den  rorstehenden  Oleichungen  setze  man  ß^=  —  c  und  lasse 
darauf  c  unbegränzt  zunehmen.    Es  ist  dann: 


-l--l/R)Mf-'' 


lim  g^+ft^— («— g)^  _  lim  ^^—H(^+ß)  +  ^ß  +  ^^  „  m— « 
Hierdurch  ergiebt  sich  Folgendes: 


Substitutionen.    Tabelle  IV. 

Es  ist  zur  Abkürzung:  (m — ay  +  n^=  a\     Der  Winkel  g> 
liegt  zwischen  den  Gränzen  0  und  jr. 

dy 1  äq> 

l/ÖT— «)[(y— «i)^  +^T  ""  l/ö"  l/l  — ^t^sin^gp ' 

y — a  =  ar-; ^.    Gr&nzen  von  y:    a  und  oo. 

£fy  1  dfp 


« — y  =  «1 ^.    GrÄnzen  von  y:    — oc  und  o. 

^  1— COS9)  ^ 

Die  obigen  Formeln  werden  ungültig,  wenn  «  +  j8  =  2m.    In 
diesem  Falle  hat  man  einfach: 

y  —  m  —  y ^  —  z 

zu  setzen,  um  unmittelbar  zur  Gleichung  14)  des  §  3  zu  gelangen. 
Sind  die  sämmtlichen  Quantitäten  a^  ß,  y  und  d  complex,  so 
setze  man: 

a  aaa-m'  +  n't,    ß  =  m' — n'iy    y  =^  m  +  ni,    d  «=  m — w. 

Zur  Abkürzung  führe  man  folgende  Bezeichnungen  ein: 

17)  {m— m'y  +  (n  +  ny  =  r\    (m —m'y  +  (n— n')^  =  s\ 
oder: 

18)  (m—m'y  +  n^  +  n'^  =  -t(r^+s^)j    4«n' ==  r«— j». 
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Die  Gleichungen  11)  nnd  12)  de0  §  3  geben  dann: 
2p(m'  —  m)  =-  m'^  +  n^^  —  m^  —  n^—rs, 
2^(in' — m)  =s  m'*  +  n'^ — m* — n^  +  rs. 

Man  findet  leieht: 

2{p—m)(m'  —  m)  =  (m'— m)2  +  n'2— n«  — r*, 
2(^  — m)(m'— m)  =  (w'  — m)2  + n'^  — w*  + r*, 
2(p  — mO(w'— m)  =  — (m'— »i)2  +  n'2— n«— r*, 
2(^— i»')(m'  — m)  =  —(m'—my  +  n'^—ri^  +  rs. 

(;,_;„)2  +  n2  =  — r.^£v^,    (^— m)2  +  n2  — r^    ^"'^ 


m'  —  m  '     "'         '  m'  —  m  ' 


(jü — m02+  n'«  =  — r*  pm^     (q—my  +  n'«  =  rs  JLJl. , 

Mittelst  der  Gleichungen  18)  findet  man  noch: 

lrs  +  (m'—my]^—{fi'^—n^y  =  (m'— m)»(r  4■*)^ 
[rj— (m'— w)2]2  +(«'2_;i2)2  _  (fn'  —  my{r—sy. 

rs  +  (m'—my  +  n'^—n^  =  -r[(^  +  ')*  — ^n«], 
rs—(m'—my—n'^  +  n^  =  i-[4n2— (r— 5)*)]. 

Ftthrt  man  schliesslich  den  Winkel  q)  mittelst  der  folgenden 
'Gleichung  ein: 

so  gelangt  man  durch  eine  Rechnung,  welche  weiter  keine  Schwie- 
rigkeiten darbietet^  zu  dem  folgenden  letzten  Falle  der  Substi- 
tutionen. 

Substitutionen.    Tabelle  V. 

Es  ist  zur  Abkürzung  gesetzt: 
(m' — my  +  (n' — n)«  =  r«,    (m' — m)»  +  (n'  —  n)2  —  s^, 

1/  ^,_(»,/_^)2_n'2  +  n»  -  1/  4^2_(;._^)2        cotanga>. 


Für: 


Hzm^  =  tang(g)-a>)  -   ^tangg)-tanga> 
^  -o\^        /         1 +tang9)tango>' 


ist: 
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dy __2 dg) 

l/[(y  —my  +  rfi] [(y — m*)^  +  n'2  ~   r  +  s  \/T^W^g>' 


\r  +  ^/  (r  +  sy 


1^ 

Man  konnte  auch  y — m  =*»  wtang(^  —  coi)  oder  y — w'  = 
n'tang(9) — a>')  substituiren  und  dann  den  Winkel  to  oder  o>'  so 
bestimmen,  das»  in  der  transformirten  Form  der  Factor  von 
B\ng>coBg)  verschwindet  Die  in  den  Tabellen  III,  IV  und  V  vor- 
kommenden Relationen  rühren  im  Wesentlichen  von  Richelot  her. 

%  5.    Literarische  Notizen.    Das  allgemeine  Theorem   von 

Jacobi. 

Die  in  den  §§  3  und  4  mitgetheilte  Methode  von  Legendre 
hat  zu  vielfachen  Arbeiten  Veranlassung  gegeben,  betreffend  die 
Reduction  eines  elliptischen  Differentials  auf  seine  Normalform. 
Die  Mehrzahl  dieser  Arbeiten  kommt  schliesslich  auf  den  von  Le- 
gendre eingeschlagenen  Weg  hinaus.  Die  beiden  vollständigsten 
Arbeiten  dieser  Art  rtlhren  von  Richelot  und  Weierstrass  her.  Unter 
dem  Titel:  „Neue  Methode,  ein  elliptisches  Differential  auf  seine 
canonische  Form  zu  bringen"  hat  Schellbach  in  seinem  Werke  „Die 
Lehre  von  den  elliptischen  Integralen  und  den  Theta-Functionen" 
(Berlin  1864)  das  sehr  elegante  Verfahren  von  Weierstrass  p.258 — 
275  mitgetheilt  Eine  grössere  Abhandlung  von  Plana  in  Crelle's 
Journal  t.  36  pag.  1  u.  folg.  behandelt  etwas  weitläufig  denselben 
Gegenstand;  eine  ziemlich  einfache  Darstellung  hat  Lobatto  im 
Journal  von  Grelle  t.  10  auf  p.  280  —  287  gegeben.  Femer  ver- 
gleiche man  aber  diesen  Gegenstand  die  Abhandlung  „Nuove  Ri- 
cerche  relative  alla  sostituzione  lineare  per  la  riduzione  delle  fun- 
zioni  ellitiche  di  prima  specie''  von  Tortolini  (Annali  di  Mate- 
matica.    Roma  1858,  t  1.  p.  58  —  75). 

Es  würde  zu  weit  fllhren  hier  alle  Substitutionen  anf&hren  zu 
wollen,  welche  bei  der  ReQuction  bemerkenswerther  elliptischer 
Differentiale  angewandt  worden  sind  uud  welche  von  den  oben 
bemerkten  Methoden  wesentlich  verschieden  sind.  Es  möge  hier 
nur    no3h    der  berühmten  Abhandlung   von   Gauss  „Determinatio 
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Attractionis^  gedacht  werden,  welche  im  tom.  lY  p.  22  u.  f.  der 
Comment  Societ.  Scient  Gottingensis  (auch  GausB;  Werke.  Band 
III  p.  333)  enthalten  ist  Gauss  wendet  zur  Reduction  eines  ellip- 
tischen Differentials  ein  Verfahren  an,  welches  auch  ftlr  andere 
mathematische  Untersuchungen,  wie  die  Bestimmung^^der  Hauptaxen 
einer  Fläche  zweiter  Ordnung,  (Jacobi  im  Journal  von  Grelle,  t  2. 
p.  227)  sich  als  äusserst  nützlich  erwiesen  hat.  In  etwas  anderer 
Weise  hat  Clausen  das  Problem  von  Gauss  behandelt.  (Grelle,  Joum. 
t  6.  p.  290.)  Die  Gleichungen  9)  — 12)  von  §  4  enthalten  Rela- 
tionen zwischen  verschiedenen  einfachen  Formen^  von  denen  jede 
als  Normalform  genommen  werden  kann.  Die  genauere  Unter- 
suchung ttber  den  Zusammenhang  derartiger  Differentialformeln  ist 
zuerst  von  Jacohi  in  ungemein  scharfsinniger  Weise  durchgeführt 
und  bildet  die  Basis  seiner  ersten  Begründung  der  Lehre  von  den 
elliptischen  Functionen.  Auf  pag.  6  der  „  Fundamenta "  wird  der 
Satz  citirt: 

„Jam  igitur  demonstratum  est,  formam: 

a  +  a^x  +  a^x^  -f . . . .  -f-  a^ 

^  ~  V+b^x  +  M^  4: . . ;; +^> ' 

quicunque  sit  numerus  p,  ita  determinari  posse,  ut  prodeat: 

dy  -'         dx 


\/A*^'B*y+  C'y^+D'y^+EY        \/a  +  Bx+  Cx'^+  Dx^+  Ex^  ' 
Quod    est  Principium  in  Theoria    Transformadonum  Functionüm 
EUipticarum  Fundamentale.'' 

Die  ebenso  wichtigen  wie  interessanten  Folgerungen,  welche 
sich  an  die  vorstehende  Differentialgleichung  knüpfen,  sollen  später 
in  anderer  Weise  begründet  werden« 

Um  diese  einleitenden  Betrachtungen  nicht  zu  sehr  auszudehnen, 
sind  einige  bemerkenswerthe  Fälle,  welche  auf  elliptische  Differen- 
tiale führen,  in  der  Note  I  zusammengestellt. 
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Zweiter  Abschnitt. 


$  6.    Die  elUptischeii  Funettonen.    Definitionen  derselben 

durch  Differentialgleichungen. 

Ist  Y  ein  Polynom  vom  dritten  oder  vierten  Grade,  ao  Iftsst 
sich  nach  §  3  und  4 

immer  auf  die  einfachere  Form: 

1  d(p 


reduciren,  wo  0  <  ^  <  1  ist.    Man  bezeichne,  mit  Weglassung  der 
Constanten  My  dieses  Differential  durch  du  und  setze  also: 

l/l— A»8in«9) 
Verschwindet  u  mit  9),  so  folgt  durch  Integration: 


/y  dtp 

l/l— **8ii 


2)  /\..      T.,     °«. 

sin*9) 

0 


Das  links  stehende  Integral  nennt  Legendre  das  elliptische  In- 
tegral erster  Gattung  und  bezeichnet  dasselbe  als  Function  von  9) 
durch  F{q>),  so  dass  also: 

Die  Function  F{fp)  enthält  ausser  der  Variabein  ^>  noch  die 
Quantität  k^  dieselbe  wird  nicht  mit  angemerkt,  wenn  sie  im 
Laufe  einer  Rechnung  constant  bleibt.  Die  obere  Gränze  9)  heisst 
nach  Legendr e^^  die  JmpUtudo,  der  positive,  ächte  Bruch  k  der 
Modul  des  Integrala  Diese  beiden  Bezeichnungen  Amplitude  und 
Modul  sind  durch  Jacobi  allgemein  geworden.  Sind  k  und  k*  po- 
sitive ächte  Brüche,  verbunden  durch  die  Gleichung: 

<)  Fonct  elHpt.  1 1.  p.  14  n.  18. 
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4)        k^  +  k'^  =  1, 
80  heisst  nach  dem  Vorgange  Yon  Legendre  und  Jacobi  k*  das  Com- 
plement  des  Moduls,  oder  einfacher  der  Complementärmodul  (le 
compl^ment  du  module,  complementum  moduli).    Die  beiden  Quan- 
titäten k  und  kf  bezeichnet  Legendre  durchjc  und  h. 
Der  Constanten 


der  trigonometrischen  Functionen  entsprechen  bei  den  nachfol- 
genden Untersuchungen  zwei  Integrale ,  welche  nach  Jacobi  auf 
folgende  Art  bezeichnet  werden: 

n 


5) 


J^       l/l-A:»8in*ö       ^    l/(l-^»)(l-*»r«) 

n 


/      l/l-/r"^sin^ö         /     l/(l 


dt 


r'^)(l— ^'i/2) 


Die  beiden  Integrale  K  und  K'  nennt  Legendre  die  ganzen 
elliptischen  Integrale  erster  Gattung.  Um  hinsichtlich  der  Termi- 
nologie keinem  Missverständniss  Raum  zu  geben,  soll  ein  Integral 
yon  der  Form: 


/ 


i/T"^' 


wo  P  eine  rationale,  ganze  oder  gebrochene  Function  von  y  ist, 
ein  elliptisches  Integral  heissen.  Statt  des  Worts  Integral  wendet 
Legendre,  und  manche  Schriftsteller  nach  ihm,  das  Wort  Function 
an.  Der  Begriff  von  elliptischen  Functionen  ist  seit  Jacobi  auf  eine 
andere  Art  transeendenter  Functionen  übertragen  worden,  zu  deren 
Definition  ähnliche  Betrachtungen  dienen  können,  wie  die  des  §  2 
für  die  trigonometrischen  Functionen. 

Setzt  man  in  der  Gleichung  1)  sin  90 »»  x,  so  geht  dieselbe 
ttber  in: 

1/(1— a:2)(l-=^I^  ^ 
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In  den  Gleichungen  1)  und  6)  sehe  man  q)  und  x  als  Func- 
tionen von  n  aU;  welche  beide  dadurch  beBtimmt  sind,  dass  g)  und 
X  mit  u  gleichzeitig  vei-schwinden.  Unter  dieser  Voraussetzung 
nennt  Jacobi  den  Winkel  g)  die  Amplitudo  von  u  und  jK*  den  Sinus 
Amplitudinis  von  Uy  was  auf  folgende  Art  bezeichnet  wird: 

7)        (p  =  9i,mtLy        X  =  sin  am  1«. 

Da  die  Differentialgleichungen  1)  und  6)  noch  den  Modul  k 
enthalten,  so  sind  (p  und  x  Functionen  zweier  Quantitäten  u  und  k. 
Statt  der  Gleichungen  7)  ist  genauer  zu  schreiben: 

8)  9  s:^  amu,        X  <»  sin  am  t^    Modul  k, 
oder: 

9)  9?  =  9i,m{u^k\        X  =  sin  am  ijji^k). 

Behält  der  Modul  k  im  Laufe  einer  Rechnung  denselben  Werth, 
so  sollen  einfach  die  Bezeichnungen  7)  statt  der  Bezeichnungen 
8)  oder  9)  genommen  werden.  ^ 

Es  soll  angenommen  werden,  das  y^  definirt  durch  die  Diffe- 
rentialgleichung 6),  beliebige  reelle  Werthe  annehmen  kann  und  nur 
der  Beschränkung  unterworfen  ist  gleichzeitig  mit  u  zu  verschwinden. 

Setzt  man  x  »=  sin  am  u,  so  ist  [/l — x'^  =»»  cos  am  t«.  Zur 
Vereinfachung  hat  sich  Legendr e  (Fonct  eil.  t.  I.  p.  11)  der  ab- 
kürzenden Bezeichnung: 

l/l— A-2ßin2  9)  =3=  J  {fp) 

bedient.    Diese  Bezeichnung  hat  auch  Jacobi  angenommen ,  indem 
derselbe  für  90  =«  am«<  setzt: 

10)        1/1 — Ar^sin^amu  =  Jam». 

.  Nennt  man  u  das  Argument,  so  heisst  IC —  u  nach  Jacobi  das 
Compiement  von  w,  die  Amplitudo  des  Complements  wird  nach  Ja- 
cobi durch  coam  bezeichnet,  so  dass: 

11)        am(A^ — u)  =  coam  2/. 

Diese  Bezeichnung  ist  indessen  von  untergeordneter  Bedeutung. 
Ist  nun  g>  durch  die  Differentialgleichung  1)  bestimmt,  so  neimt 
Jacobi  alle  trigonometrischen  Functionen  der  Amplitudo  g>  =  enau 
elliptische  Functionen.    Es  sind  also:    sin  am i^,   cos  am u,    Jamt^, 
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Bin  am  (IC—u)  =  8in  coam  u ,   cob  coam  u ,    J  coam  u ,  etc.  elliptische 
Functionen. 

Bezeichnet  man  die  IntegrationBvariabele  in  der  Gleichung  2) 
durch  ßj  multiplicirt  auf  beiden  Seiten  mit  der  negativen  Einheit, 
80  folgt: 

de 


r 


u 


r 


l/l— Är^sin«© 
oder  6  =  — ^  gesetzt: 

l/l— ^^Bin^^ 

Diese  Gleichung  giebt  unmittelbar  — 90  =  am( — w),  da  nun 
9p  =  am  i<,  80  folgt: 

12)        am( — u)  =  — amt«. 

Ausser  den  beiden  trigonometrischen  Functionen  sin  am  u  und 
cos  am  u  ==  ]/\ — k^  sin^amu  ist  noch  die  Function  A  am  w,  definirt 
durch  die  Gleichung  10),  zu  bemerken,  welche  mit  den  beiden  er- 
steten  das  System  der  einfachsten  elliptischen  Functionen  bildet 

Die  erste  der  Gleichungen  5)  giebt: 

13)        T  "^  amif,    also    1  =  sin  am  Ä^. 

Aus  den  Gleichungen  12)  und  13)  erhält  man  unmittelbar: 

sinam( — w)"  =  — sinamt«,  sinamO  =  0,  sinamA' =«=  1, 
cosam( — u)  =  cosamu,  cosamO  =  1,  cosamA"  «=  0, 
zf  am( — tt)    =«  Jamu,  JamO     =  1,      JamA"    =  Ar'. 

Setzt  man  in  der  Gleichung  1)  9>  =  ami^,  so  folgt  nach  10): 

14)        — -z —  =»  1/1  —  /r^sin^amu  =  Jamz^ 
^  du  ^ 

m 

Mit  Rücksicht  auf  diese  Gleichung,  oder  auch  durch  Substitution 
Yon  y==^Hinamu  in  der  Gleichung  6),  findet  man  unter  Zu- 
ziehung Yon: 

sin^  am  t^  +  cos^  am  u  =  1,    J^amu  +  Zr^sin^amw  =  1 

die  Oleichtmgen: 
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.^sinamu  .  ^coBamu  . 

I— ; —  cosamtt.Jamt^, =  — sinamu Jamt«, 

\      du  ^        du  ^ 

i  d/lfimu  ,,  . 

I  T =  — Ar*  Bin  am  w  cos  am  w. 

l  du 

Es  lässt  sich  also  jede  der  Function  sin  am  u^  cos  am  i/,  Jamu 

durch  eine  Differentialgleichung  definiren.    Man  findet  z.  B. 

^^^y"+Binamu[l  +^^— 2^^Bin^amu]  =  0. 

Die  Gleichungen  15)  lassen  sich  noch  etwas  erweitern.  Sind 
a,  b,  c  Gonstanten,  a,  ß,  y  Functionen  von  u,  so  sind  die  Gleichungen 
15)  in  den  folgenden  enthalten: 

Eine  weitere  Ausfllhrung  dieser  Gleichungen  bietet  keine  be- 
sonderen Schwierigkeiten  dar. 

I  7,    Die  reelle  Periode  der  elliptischen  Functionen. 

Die  Quantitäten  s  und  t  seien  durch  die  folgenden  Gleichungen 
mit  einander  verbunden,  von  denen  immer  eine  Gleichung  die  übrigen 
zur  Folge  hat: 


1) 


8 


V  1— *«<«'        y  \— 


*» 


k't  .  r. ..  ICs 


Diese  Gleichungen  zeigen,  dass  t=*=\  ftlr  «  —  0  und  <  »i:  0  fllr 

«  »c  1  ist    Man  findet  durch  Differentiation: 

_  _     WH « 

i  —  k^fi  /(f^2)-(l  _*v) 
und  hieraus: 

Integrirt  man  nach  s  zwischen  den  Gränzen  ^  <»  0  und  ^ »»  o;, 


so 


I  /\ x'^ 

sind  1  und  1/  T^p-j    ^®  Gränzen  von  /.    Es  folgt  dann : 
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V- 


1/(1 -/')(1 -**/»)' 

Da  nnn  allgemein  tUa  eine  Function  /{t),  welche  zwischen  den 
Gränzen  0  und  1  endlieh  und  stetig  bleibt: 

X  0  0 

80  lägst   sich  die  obige  Relation  zwischen  den   Integralen  auch 
schreiben: 

/     i/(l_,J)(l_ÄV) 

'0 

1/(1 -<»)(! -*V)      jf  1/(1-«>)(1-*V)* 

Das  erste  Integral  auf  der  rechten  Seite  ist  gleich  K.    Setzt 
man: 

^>         /    l/(l-,«)(l-AV)  ""* 
80  leitet  man  ans  der  Gleichung  3)  die  folgende  ab: 

1—«* 


/ 


l/(l  — <»)(!— *V)' 

'0 

oder:  

Die  Gleichungen  4)  und  5)  geben  nach  §  6: 

X  —  dnamu,         |/^_I^f^»  —  »inam(ir--u> 
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Durch  Elimination  von  x  zwischen  diesen  Gleichungen  folgt: 

^v          .         /„       N        \  I  1 — ßin^amw           cosamti 
6)        sinamCiT— t«)  =  1/  :; ..  .  ^ =  --j . 

Mit  HtUfe  dieser  Gleichung  ergeben  sich  die  folgenden: 

_.                ,-.       V        Ar'sinamw      ^       i-r^       \           ^ 
7)     cosamfiT — w)  =  — -. ,    JamfA^ — ?/)  =  -j . 

Was  bei  Ausziehung  der  Quadratwurzel  die  Vorzeichen  der 
rechten  Seiten  der  Gleichungen  7)  anbelangt,  so  bestimmen  sich 
dieselben  mittelst  des  Werthes  u  »»  K, 

Nimmt  man  in  den  Gleichungen  6)  und  7)  — u  statt  u,  so 
erhält  man: 

1/,,  ,    \        cosamw                 ,__  ,     .             /r'sinamw 
smam(ir+u)  = -^^^j^,     cosam(ir+i.)  = ^^j^-, 
zlam(ir+w)  =  -^ — . 
^         ;         Jamw 

Nimmt  man  in  den  yorstehenden  Gleichungen  K-\-u  statt  ^ 
so  gehen  dieselben  tlber  in: 

/  •        /ftr^i     \        cosam(if+w) 
8mam(2ir+u)  =  --j >    .    /  =  — sinamu, 


«)^ 


/arr  ,     \             A:'smam(Ä^H-tt) 
cosam(2ir+u)  = -, . ,;  .     .'  =  — C08am2/, 

Jam(2Ä'+w)   —  -3 7---- — r  =  Jamte. 

^  ^         Jam(Z+w) 


Die  Functionen  sinamu^  cosamt^;  Jamti  nehmen^  abgesehen 
vom  Vorzeichen,  dieselben  Werthe  an,  wenn  das  Argument  um 
%K  zunimmt ;  die  bemerkten  Functionen  si&d  also  periodische  Func- 
tionen. Tritt  m  den  Glidichungen  8)  u  +  2IC,  u  +  4 a;  . . .  •  an  Stelle 
von  Uy  so  ergeben  sich  die  folgenden  Gleichungen,  in  denen  m  eine 
ganze  positive  Zahl  bedeutet 

Isin  am  (2inif  + 1«)  =  ( — O'^sinamu, 
cos  am  (2mif  +  u)  =«  ( —  1)*»  cos  am  w, 
/l  a.m{2miC+u)     "*  Jamt^ 

In  den  vorstehenden  Gleichungen  werde  u  durch  u  +  J^  ersetzt 
Unter  Anwendung  der  Gleichungen  8)  folgt: 


tf> 


sin  am[(2i»  +  l)A'  +  w]  =  ( — 1)** 


11)  ' 


eo8am[(2w+l)Ä'  +  Ml  =  (— 1)*»+* 


Ar' sin  am  t« 


A%mu 


^  ^^  ^  ^  Jamu 

Aas  den  Gleichungen  10)  und  11)  lassen  sich  durch  Yertau- 
schung  You  u  mit  — u  neue  Gleichungen  herleiten.    Es  ist  nun: 
sinam(a±u)  =  sinam±(w±a)  *=  ±sinam(2<±a). 
cosam(a±t«)  =  cosam(Mi:a),    2iam(a±u)  =  Jam(ui:a). 
Bringt  man  die  vorstehenden  Gleichungen  zur  Anwendung,  so 
lassen  sich  die  Gleichungen  10)  und  11)  durch  die  folgenden  all- 
gemeinen  Gleichungen  ersetzen ,  wo  cf  =»  ±1  ist. 
sin  am  (w  -f  rf  .  %nK)  =  ( — 1)"*  sin  am  w, 
12)    { cosam (u  +  d  •  2mif)  =  ( — !)■•  cosamu, 


13) 


co8ain[M  +  rf.(2»i+l)Ä^J (r(— i)«*ll™»°*" 


Jam[w  +  d.(2m+l)Ä']  =  -^ 


amt« 


2ASiU 


%  8.  Die  elliptischen  Fnnetionen  mit  ImaginSrem  Argament 
Die  imaginäre  Periode  der  elliptiselien  FnneÜoiien, 

Es  sei  wieder  x  als  Function  von  u,  nämlich  o;  «»  sinamu, 
durch  die  Gleichung: 

dt 


^^       J    ]/{\-t'){\-kH^) 


0 

definirt,  wobei  x  beliebige  reelle  Werthe  annehmen  kann.  Es 
haben  nun  Abel  (Grelle.  Joum.  i  IL  p.  104)  und  Jacöbi  (Fundam. 
p.  34)  an  Stelle  der  reellen  Integrationsvariabeln  t  einfach  eine 
imaginäre  Variabele  substitnirty  ein  Vert*ahren,  dessen  nicht  weiter 
begründete  Anwendung  wohl  nicht  ganz  einwurfsfrei  sein  möchte. 
Openrt  man  nur  mit  reellen  Integrationsyariabeln,  so  lassen  sich 
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die  Regeln  f&r  bestämmte  Integrale  niclit  direct  auf  Integrale  an- 
wenden ^  welehe  die  Betrachtungen  complexer  Variabein  erfordern. 
Man  kann  aber  die  elliptischen  Functionen  mit  imaginären  Varia- 
bein sehr  einfach  behandelD,  wenn  in  der  Gleichung  1)  x  beliebige 
reelle  Werthe  annimmt;  die  Integrationsvariabele  t  bleibt  dann 
immer  reell,  während  das  Integral  u  selbst  theils  reelle^  thells  ima- 
ginäre Werthe  annimmt.  [Man  yergleiche  hierüber  Schlömilch  in 
den  AbhandL  der  Sächsischen  GrescUsch.  d.  Wissensch.  t.  IV.  p.  407.] 

In  der  Gleichung   1)  ist  u  reell,  wenn  0  =  a;=l,  fttr  l^o; 

1  —  1 

^  -r-  ist  M  imaginär,  endlich  ist  u  reell,  wenn  xs^  -r-  Man  nehme 

Ar  n 

K  zwischen  den  Gränzen  0  und    ^  an  und  setze: 


//coB*  a  -h  Ä*  Bin*  a  ^^ 

oder  durch  Zerlegung  der  Gränzen: 

1 

/i  ^^  /VcoB»«  +  A:«Bln>a  ^^ 

Das  erste  der  rechts  stehenden  Integrale  Ist  gleich  A",  in  dem 
zweiten  Int^rale  ist  {fi-^i)(l — k^fi)  positiv,  man  erhält  also: 


k'^fi) 


1      /»V^co8«of+Ar«Bin«a  ^^ 

V  \/{fl  —  i){i—kH^) 

Zur  Transformation  des  rechts  stehenden  Integrals  setze  man : 


t  =  7=L=,  ^/^5z^,  =_  -M=,  i/i=iw  =  '^^-' 


2 


Für  f  «=  1  ist  *  =  0  und  fttr  t  =  ^  ist  *  =  sin«. 

yi—k'^Bm^a 

Bringt  man  A"  in  3)  auf  die  linke  Seite,  multiplicirt  auf  beiden 
Seiten  mit  i,  so  folgt: 

4)  {v-K)i^  r 


isin«  ^ 


\/{\—s^){\—k'h^)' 
Die  Anwendung  der  Gleichungen  2)  und  4)  erfordert,  dass  d  g 
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Modul  mit  angemerkt  werde.  In  dem  Integrale  auf  der  rechten 
Seite  der  Gleichung  2)  izt  k  der  Modul,  dagegen  im  entsprechenden 
Integrale  der  Gleichung  4)  tritt  der  Complementärmodul  kf  von  k 
anf.    Die  Gleichungen  2)  und  4)  geben: 

1 
,  =  sin  am  (t;,  Ar), 

l/co8*a  +  A-2gin«a 

sin«.  —  sin  am  [(t^ — K)iy  A'], 

oder  V — A"  =  w  gesetzt: 

1 cos  am  (w,  k) 

l^'l  — A'2gi|i2a  AB,m(u,k)  ' 

sin  a    =  sin  am  (ta*,  kf)* 

Durch  Elimination  von  a  folgt: 

1  cos  am  (m,  k) 

A  am  {ui,  k^)  A  am  (ti,  U) 

Vertauscht  man  in  dieser  Gleichung  k  und  W^  so  erhält  man 

5)        Jam(^*)  =  -^i51^. 
^  V   ;    /         cos  am  (w,  A:') 

Diese  Gleichung  giebt: 

sm^amftti,  A:)  =  —  ( 1 r — -/—^  — 

^   '   ^        k\        cos^am(u,  A:') 

1/,        1  — A'2sin»am(M,  äO\  *      i      /     f^\ 

P(' cos^am(u.^)       J  =  -tangUm(u,  A/), 


1 

cos^am(tti,  Ar)  =  — = 7 — jTr. 

^   '    -^        cos*  am  (tt,  A:') 


Es  ist  also: 


6) 


sin  am  (t/i,  Ar)  «»  ±ttangam(n^  A:^), 

cos  am  (uf.  Ar)  =*  ± 7 — r:?. 

^   '    ^        -^  cos  am  (11,  Ar') 


In  beiden  Fällen  muss  das  obere  Zeichen  genommen  werden^ 
dieses  folgt  unmittelbar,  wenn  die  erste  der  Gleichungen  6)  nach 
u  differentiirt  und  darauf  u  =»  0  gesetzt  wird.  Ftlr  u  »»  0  mttssen 
sieh  beide  Seiten  der  zweiten  Gleichung  6)  auf  +  1  reduciren. 
Die  Zusammenstellung  der  Gleichungen  5)  und  6)  giebt; 
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7) 


Bin  am 


^  '    ^  COS  am  (tiy  A:') 


60Bam(^Ar)  =^ 


cos  am  (w,  A')  * 

^   '   ^  coBam(M,  *') 

Diese  Gleichungen  zeigen,  dass  die  elliptischen  Functionen  mit 
imaginärem  Argument  sich  ausdxttcken  lassen  durch  ähnliche  Func- 
tionen mit  reellem  Argument  und  dem  ComplementärmoduL  Die 
Gleichungen  7)  geben  durch  Division: 


8) 


/     f^         1  flinam(Mi,  k) 

sm  am ( m,  Ar)  = V-^ — 4-  • 

^  '     ^         t    cosam(ui,  Ar)' 


cos  am  (u;  k') 


1 


Jam(u,  Ar') 


cos  am  (uif  k)  ' 

i4am(m',  k) 
cos  am  (wi,  k)  ' 

In  den  Gleichungen  2)  und  4)  nehme  man  a  «« -^jr.     Das 
Integral  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  4)  wird  dann  gleich : 

ds 


/ 


\/i\—sV  (1  — Ä' V) 


=   Ä". 


Die  Gleichungen  2)  und  4)  werden  dann: 

/*  dt 

1/(1  — r»)(l— ÄV)'    ^  ^ 

Diese  beiden  Werthe  von  v  geben: 

di 


'^  fv^ 


r2)(l— ÄV)  i 


1 


In  der  Gleichung  1)  sei  x  >  -r^    man  setze  x 

n 


K—K'L 


l  +  z' 


und: 


i-N» 


10)    n>  = 


**/«) 


Das  Integral  rechts  zerlege  man  in  zwei  Integrale  mit  den 

Fttr  das  erste  Integral 


1       ,    1     1  +  «» 


respectiren  Gränzen  0,  -r-  und  -r-, 
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sabstitBire  man  den  Werth  aus  9),  im  zweiten  Integ;rale  setze  man: 
(1— /»)(1— äV)  —  (<»— !)(/»*»— IX  da  in  demselben  *  >^  ist, 
so  folgt  dann: 

T 

Das  rechts  stehende  Integral  geht  fllr  ^A:  =  —  Über  in: 


/'  <fe  _  ^_    /^+^  dt 

^'(1_,J)(1_AV)  /        1/(1 -*>)(!- 


*V) 


Die  Gleicbnng  11)  wird  hierdurch: 


-  /        1/(1 -.*)(1- 


*»?)' 


oder: 


/ 


1 

,,  ■  ==r    —   2K—W  —  KH. 


0 

Die  vorstehende  Gleichung  und  die  Gleichung  10)  geben: 

—j^ —  —  Bin  am  m;,      .        ^  —  ein  am  (21!' — w  —  K!i). 
Das  Product  dieser  Gleichungen  führt  auf: 

~  =  sin  am  le^ .  sin  am  (2A' — w — tA7), 

oder  2K — w  —  u  gesetzt: 

12)  «  1  »=  Arsinamu.Binam(u — iK^. 
Nimmt  man  hierin  — u  statt  u^  so  ist  auch: 

13)  1  «=  /rBinami«.sinam(t<  +  tX^). 

Die  Gleichungen  12)  und  13)^  welche  unmittelbar  auf  die  ima- 
ginäre Periode  der  elliptischen  Functionen  ftthren^  können  auch 
aus  den  Gleichungen  7)  hergeleitet  werden. 

G^ht  k  ttber  in  k\  so  geht  K  über  in  A^';  es  gelten  nun  ftir 
die  rechten  Seiten  der  Gleichungen  7),  wenn  u  um  Multipla  Ton 
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K*  zunimmt  y  genau  dieselben  Gleichungen  12)  und  13)  des  §  7, 

wenn  k^  K  respective  durch  V,  K*  ersetzt  werden.    Lftsst  man  in 

den  Qleichungen  7)  u  um  K'  zunehmen,  bo  erhält  man: 

/  .  I   tri'  f\        .  sin  am  (w+ A"',  A:')  i   cos  am  {u,  Id) 

im  +  AT'»,  k)  =  I 7 — .      '  ,  /  =  — r    » -  ^  / — tk  > 

^  '   ^  cosam(MH-Jf',  A')  k  smam(M,  A:')' 

1  A  am  (u,  k^ 


Bin  am 


cosamCttt  +  A^'^A:) 
Avi,m{i4  +  K%k) 


cobam(M+TVÄÖ  Ar  sin  am  (m,  Ar')  ' 

AKm{u  +  K',k')  ^ 1 

cos  am  (tt  +  K'j  Id)  sinam(M,  Ar')' 

Auf  den  rechten  Seiten  dieser  Gleichungen  ersetze  man  mit- 
telst der  Gleichungen  8)  die  Functionen  mit  reellem  Argument  und 
dem  Modul  kf  durch  die  Functionen  mit  dem  Argumente  ui  und 
dem  Modul  Ar.    Es  ergeben  sich  dann  die  Gleichungen: 

1 


AvL9,m{ui  +  K%k) 


A:sinam(ui,  A:)' 


cosamfttl  +  jr't,  Ar)  —  —7-; \  '.  A  , 

^  '    ^  Ar  sin  am  (m,  Ar)  ' 

A      /  .  .   tri.   i\  .cosamfwt,  Ar) 

Da  der  Modul  Ar  auf  beiden  Seiten  derselbe  ist,  so  kann  man 
ihn  unter  den  Functionszeichen   einfach   weglassen.     Setzt   man 

-T-  statt  u,  so  ergeben  sich  die  folgenden  Gleichungen: 


14) 


sinam(u+A^'0  —  r-^ , 

^  ^        Arsmamu' 

cos  am  (u+A^'t)  =  —7-: . 

^  ^  Arsmamu^ 


Jam(w  + AT'i) 


.cosamu 


smamu 

Man  kann  in  diesen  Gleichungen  u  successive  um  K%  2K% . . . 
zunehmen  lassen.  Es  ergiebt  sich  dann,  je  nachdem  das  Multiplum 
von  ICH  gerade  oder  ungerade  ist,  ein  System  von  sechs  Glei- 
chungen. Setzt  man  in  den  so  erhaltenen  Gleichungen  — u  statt 
Uy  so  erhält  man  analog  wie  die  Gleichungen  12)  und  13)  des  §  7 
die  folgenden  Gleichungen,  in  denen  m^  eine  ganze  positive  Zahl 
bedeutet  und  6'  ^^  ±1  ist. 
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15) 


16) 


mism(u+d\2mfX'i)  :»  ginamu, 
co8ain(w+(J'.2w'Ä''0  =  (— l)'"'co8amM, 
Jam(u+d'.2m'jr'i)    =  (— l)«'zlamtt. 

1 


ßmain[M4-rf'.(2m'+l)A''*]  — 


Ar  sin  am  u' 


C08am[w+d',(2i»'+l)Ä''i]  =  id'(— 1)«'+^ 
zlam[tt  +  rf'.(2m'+l)ir'i]   =  irf'(— l)«'+i 


Jamu 
Ar  sin  am  u* 

eosamt^ 


Bin  am  2/ 

AoB  den  Gleichungen  1 5)  folgt,  dass  die  elliptischen  Functionen, 
abgesehen  yom  Zeichen,  ihre  Werthe  nicht  Andern,  wenn  das  Ar- 
gument um  ein  Multiplum  von  2KH  zunimmt;  sie  sind  also  perio- 
dische Functionen  mit  einer  imaginären  Periode. 


§  9.    Die  elllpttechen  Fanettonen  sind  doppelt  periodlsehe 
Funettoneii.    Allgemeine  Gleichungen  für  dieselben. 

Die  Gleichungen  15)  und  16)  des  §  8  lassen  sieh  mit  den 
Gleichungen  12)  und  13)  des  §  7  so  combiniren,  dass  sich  die 
allgemeinsten  Gleichungen  für  ^(u  +  11K+  vKH)  ergeben,  wo  90  eine 
der  Functionen  Sinus  Amplitudinis,  Cosinus  Amplitudinis  oder 
A  Amplitudinis  ist.  Man  lasse  zuerst  in  den  Gleichungen  12), 
dann  in  den  Gleichungen  18)  von  §  7  u  zunehmen  um  6'2mfK'i 
und  &.{tm'+\)KH.  Mittelst  der  Gleichungen  15)  und  16)  von 
§  8  ergeben  sich  dann  die  folgenden  zwölf  Fundamentalformeln 
in  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen: 

<p  =  1,    dn  =  1. 

sin  am  (tt  +  <J .  imK  +  ö\  Tm'K'i)  =  (— 1)"*.  sin  am  w , 
1)    {cosam(  „  )  =  ( — !)"•+*'.  cos  am  tt. 

i4am  (  „  )  «=  ( — l)«'.Jamw. 

(-1)" 


2) 


sin  am  {u+6.2mK  +  & .  (im'I^'i)  — 


/rein  am  t« 


cos  am  ( 
Jam  ( 


)  «  ,d.(_i)«4«'+.-455ÜL. 

^  ^      ^  A:  sm  am  u 

)-üf'(_i)-'+i528*5i«. 

^  ^      ^       smamu 
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3) 


GOBamu 


8inam(tt  +  rf(2m+l)Ä'+rf'2»»'l^'i)  -=  J(— O'^^J'  ^  , 


coBain( 
Jam  ( 


)  -  (-1)-' 


A* 


Jamu' 


4) 


sin  am {u+d&m+\)Ä:+  d'(2m'+ 1)Z'0  —  <J(— 1)' 


Jamti 
Arcosamu 


cos  am  ( 
Jam  ( 


^  Arcosamu 


id'(— l)«'if8mamw 


cosamM 


Aus  den  Gleichungen  1)  erhellt  unmittelbar,  dass  die  Func- 
tionen sin  am u,  cos  am  u  und  Aamu  zwei  Perioden  haben,  eine 
reelle  und  eine  imaginäre;  diese  Functionen  sind  also  doppelt- 
periodische  Functionen.  Da  jede  der  Quantitäten  6  und  d^  die 
positive  oder  negative  Einheit  sein  kann,  so  setze  man  in  den 
Gleichungen  1),  2),  3)  und  4)  tf  <««  1,  d^  =  1  und  verstehe  unter 
m  und  m'  beliebige  ganze  positive  oder  negative  Zahlen.  Setzt 
man  in  der  ersten  Gleichung  1),  in  der  zweiten  Gleichung  3)  und 
in  der  dritten  Gleichung  4)  u  »=  0,  so  folgt: 

Isinam(2mÄ^+2m'Ä''0  —  0, 
C08am[(2»i+l)A^+2in'ir'«]  -»  0, 
Jam[(2»i+l)Ä'+(2»i'+l)Jf'<]  =  0. 

Die  Gleichungen  2)  geben  Air  u^^'^O: 

Isinam[2i»Ä'  +  {2in'+l)/r'i]  —  oc, 
cosam[  »  ]  -*  oo, 

Jam   [  „  ]  s-s  oo. 

Jede  der  drei  Functionen  sin  am  u,  cos  am  u,  As^mu  verseh win- 
det f&r  unendlich  viele  Werthe  des  Arguments;  in  Folge  der  Glei- 
chungen 6)  existiren  unendlich  viele  Werthe,  flir  welche  jede  der 
bemerkten  Functionen  keinen  endlichen  Werth  mehr  hat  und  zwar 
findet  dieses  bei  allen  drei  Functionen  fUr  dieselben  Werthe  des 
Arguments  statt  Sind  Uy  Ui,  U^^  l\  Functionen  von  u,  so  lassen 
sich  die  Gleichungen  aufstellen: 
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7)    srnamu  —  -y^,      cosamu  =»=  -^,      zlamu  -»  -^, 

wo  die  Zähler  und  Nenner  fftr  dieselben  Werthe  verschwinden^  fUr 
welche  die  Functionen  verschwinden  oder  unendlich  werden.    Ent- 

hält  eine  der  Functionen  einen  Factor  von  der  Form   1 ,    so 

kann  dieser  Factor  nur  linear  vorkommen.    Nach  Gleichung  15) 

des  §  6  ist: 

^v         ^sinamu  . 

8) —  cosamw.Jamw, 

^  du 

Verschwindet  sin  am  u,  so  reducirt  sich  die  rechte  Seite  der 

vorstehenden  Gleichung  auf  die  Einheit    Es  können  also  sin  am  u 

und    ' nicht   flir  dieselben  Werthe  von  u  verschwinden, 

du 

d«  h.  die  Gleichung  sin  am  u  -»  0  kann  einen  Factor  1 nur 

linear  enthalten.    Die  Gleichung  8)  lässt  sich  wegen  der  ersten 
Gleichung  7)  schreiben: 

/f/7 

Die  Functionen  U  und  —  können  nicht  gleichzeitig  ver- 
schwinden^ da  dieses  dann  auch  mit  U  und  U^  odnr  U  und  U^  der 
Fall  sein  müsste,  was  nicht  stattfinden  kann,  da  cos  am  u  und 
Jsjnu  nicht  für  dieselben  Werthe  des  Arguments  verschwinden 
und  unendlich  werden  köimen.  Hieraus  folgt,  dass  die  Gleichung 
27  sr  0  keine  mehrfachen  Wurzeln  hat     Ganz  auf  dieselbe  Art 

folgt,  dass  die  Gleichungen  cos  am  u  »=»  0  und  Aumu^^O  einen 

u 

Factor  von  der  Form  1 nur  in  der  ersten  Potenz  enthalten 

a 

können. 
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Dritter  Abschnitt 


§  10.    Darstellung  elliptischer  Functionen  in  Form 

unendlicher  Producte. 

In  den  Gleichungen  5)  und  6)  des  §  9  können  m  und  m'  alle 
positiven  und  negativen  ganzzafaligen  Werthe  annehmen,  es  exi- 
stirt  also  eine  doppelt  unendliche  Reihe  von  Werthen,  fllr  welche 
sin  am  u,  cos  am  u  und  A  am  u  verschwinden  oder  unendlich  werden. 
Es  liegt  nun  nahe,  Producte  aufzustellen,  in  deren  Factoren  von 

der  Form    1 die  Quantität  u  alle  die  Werthe  der  Argumente 

annimmt,  welche  auf  den  linken  Seiten  der  Gleichungen  5)  und  6) 
des  §  9  vorkommen.  Man  gelangt  so  zu  unendlichen  Doppel- 
prodncten,  welche  sich  durch  Einführung  trigonometrischer  Func- 
tionen auf  einfache  unendliche  Producte  reduciren  lassen.  Es  ist 
dieses  ein  ähnliches  Verfahren  wie  das  von  Euler  im  Caput  IX 
des  ersten  Bandes  der  ^Introductio  in  Analysin  Infinitorum^  be- 
folgte. Die  Darstellung  elliptischer  Functionen  durch  unendliche 
Producte  hat  Abel  in  seiner  berühmten  Abhandlung  „Recherches 
sur  les  fonctions  elliptiques"  (Grelle  Joum.  t.  2.  p.  154)  auf  seine 
genialen  Untersuchungen  über  die  Theilung  der  elliptischen  Func- 
tionen basirt  Die  „Fundamenta''  von  Jacobi  legen  die  Trans- 
formation zu  Grunde.  Das  in  Folgendem  einzuschlagende  Ver- 
fahren läast  sich,  ohne  der  mathematischen  Strenge  Abbruch  zu 
thun,  leicht  dahin  vervollständigen,  dass  man  (Hr  den  gefundenen 
Ausdruck  x  =  sin  am  u  den  Nachweis  liefert,  dass  derselbe  wirk- 
lich der  Gleichung: 

dx  - 

,  =  du 

genügt.  Dieser  Nachweis  lässt  sich  einfacli  durch  Betrachtungen 
und  Formeln  liefern,  welche  fttr  die  Theorie  der  elliptischen  Func- 
tionen selbst,  wie  man  dieselbe  auch  begründen  mö^^e,  von  Wichtig- 
keit und  in  ihren  Anwendungen  fast  unentbehrlich  sind. 

Nehmen  m  und  m'  alle  ganzzahligen  Werthe  an,   bedeuten 
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A,  B,  C  Constanten,  so  lassen  sich  die  Gleichungen  7)  des  §  9 
in  Folge  der  vorhergehenden  Gleichungen  5)  und  6)  auf  folgende 
Formen  bringen: 

1)  sinamu  ^  i  JI Il{^- 2mJ^+2m'K'^> 

2)  cosamu  =  |/77/(i- (a^^.jJ^+am-iT-i)  - 

3)  Jam«   °  vlIIj{^-{2m+\)K+{2m^+i)I^'^' 

Das  Zeichen  17  hat  die  Bedeutung,  dass  in  dem  nachfolgenden 
eingeklammerten  Term  fUr  m  und  m',  unabhängig  von  einander, 
aUe  ganzen  Zahlen  von  —  oc  bis  +  oc  zu  setzen  sind  und  das 
Product  der  sämmtlichen  so  erhaltenen  Ausdrücke  zu  bilden  ist 
Zur  Vereinfachung  des  Dr'  cks  ist: 

II  n  «tatt  n  n 

m—«  —  00  m'-"  —  OD 

gesetzt  In  der  Gleichung  1)  ist  die  Combination  m  »=  0,  m'  =  0 
auszuschliessen  und  statt  derselben  der  Factor  u  zu  setzen. 

Die  obigen  unendlichen  Doppelproducte  lassen  sich  in  einfache 
Producte  transformiren  unter  Anwendung  der  beiden  folgenden 
allgemeinen  Gleichungen: 

5)     sin(a+fti)  = 


^(<H-*0«' ^-(<H-*0< 


2} 


-(«+«)^,j.-(^yj 


6)     cos(a+ftO 5 yjh__^j. 

Eine  einfache  Ableitung  dieser  Gleichungen  ist  in  der  Note  n 
gegeben. 

Unendliche  Doppelproducte  von  der  Art  der  Ausdrücke  auf 
den  rechten  Seiten  der  Gleichungen  1)  bis  4)  bilden  den  Gegen- 
stand einer  eingehenden  Untersuchung  von  Eisenstein  in  der  Ab- 
handlung: ,,Genauerc  Untersuchung  der  unendlichen  Doppelproducte, 
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auB  welchen  die  elliptiBchen  Functionen  als  Quotienten  zusammen^ 
gesetzt  sind.^^  (Grelle.  Journ.  t  35.  p.  153 — 274,  auch  Mathemat 
Äbh.  p.  213.)  Was  die  weitere  Transformation  der  Doppelproducte 
betrifft,  so  sind  im  Folgenden  einige  Anmerkungen  der  erwähnten 
Abhandlung  (1.  c  p.  197  u.  215)  zur  Anwendung  gebracht 

Zur  Vereinfachung  werde  in  den  Gleichungen  1) — 4)  m'^=^r 
gesetzt.    Es  ist  nun: 

raasQO  T  «»  CO  T  =■ 1 

77'9,(2r+l)  =  J79P(2r+l).779)(2r+l)  - 
r«"  —  00  r  —  O  r*« — « 

//9p(2r-l)9.(-2r+l). 
r-»  I 

Wendet  man  dieses  auf  den  in  der  Gleichung  4)  enthaltenen 
Ausdruck  U  an,  so  {(Agt: 

Es  ist  nun  weiter: 

JH""0O  991  c^  OD 

Jlip(m)  =  V(0)jör^(m)v<— m), 
folglich : 

rmmao 

7)     «^  =  ZT^r), 

WO  zur  Vereinfaehung  gesetzt  ist: 

Fir)  = 

(*  ~  (2r— l)l"»j  (*  "^  {2r—i)£'i)lT  y "~  2i»i:-J- (2r— Difi]  ^ 

^m  ■■  1 

(^  "*■  2»iJSr— (2r— l)irVV  ~2iiiA^— (2r— l)J5r'i/i^  "*"2mir+(2i-l)ir'i; 
Da  nun: 

^"•^  2inir 
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Bo  lässt  sieh  der  Ausdruck  f&r  F{r)  auf  folgende  Form  bringen, 
wenn  unter  dem  t^roductzeichen  J7  der  erste  Factor  mit  dem 
zweiten  imd  der  dritte  mit  dem  vierten  multiplicirt  wird: 

'"'"      (2r— OAT'i      II         ,       jf  (2r—l)  K'i\*     ^ 

(2r— QA-^t+i«  "•f/  l,  2»ijr  y 

Durch  Anwendung  der  Gleichung  5)  lässt  sich  der  vorstehende 
Ausdruck  von  F(r)  auf  folgende  Form  bringen: 

Setzt  man  in  Z&hler  und  Nenner: 

2sinasin&  «=  cos(a — b)  —  cos(ö+6), 
so  wird: 

_^jru              (2r— l)ir't                 (2r— l)ir'i  jcu 

cos  — —  cosjr^ -r^ —        cosjr^ r/^ eoe^ 

F(r)  —         ^  ^  ^  ir 


,      ^        (2r— l)ir'i                           (2r— l)ir'i 
1 — eosjr  ^^ ^ —  cos Jt  ^ =i^— • 

Da  ifun: 


K  ^^"''^         IT       ~^ 


cosÄi  =  — ^5 — , 
so  lässt  sich  der  Ausdruck  för  /»(r)  auch  sehreiben: 

(2r— l)7r  ^      ^        XU   ,     — (2r— l)w^ 

e              ^ — 2cos— +e  ' 

8)    Fir)  -  — j^ ± j^—  . 

Zur  Vereinfachung  der  Sclireibweise  hat  Jacobi  folgende  Be- 
zeichnung eingeführt: 

9)      q^e    ''^. 
Setzt  man   u  = ,  so  wird  die  Gleichung  8)  eiitfaeher: 
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.  .         y^^^^^>  —  2  C08 2a:  +  ^^^         1  — 2g«^^eo8  2a;  +  q^^^ 

Die  Gleichung  7)  nimmt  hierdurch  folgende  bemerkenswerthe 
Form  an: 

'^""^l— 2ör*^ico82a:  +5^**^ 
r  — l 


10^    ^=    /7^-2g'^^co«2a:-< 


In  dem  Doppelproduote  der  rechten  Seite  der  Gleichung  1) 
setze  man  mf  ^=^ry  u= und  nach  9)  jt~  =  — log^.     Das 

X  ML 

Doppelproduct  nimmt  dann  folgende  Form  an: 


11  riy       müf—ri\9iq)' 


wo  die  Gombination  m  =«  0,  r  =  0  auszuschliessen  und  dafür  der 
Factor  x  zu  setzen  ist    Da: 

r  OB  00  r  saa  OD 

1 1)    n  f(r)  =  mn  mn-  r) , 

so  lässt  sich  das  bemerkte  Doppelproduct  auch  schreiben: 

-'-*-' \        mjty"    "^1  \         wjr — ri\ogq)\       mjt  +  rilogq)' 

In  dem  ersten  Factor  ist  m  «»  0  auszunehmen  und  daftlr  x  zu 
setzen.  Wendet  man  in  Beziehung  auf  m  die  Transformation  11) 
an,  so  geht  der  Ausdruck  12)  Aber  in: 

I9t  =  00  r  =  00 

wo: 

191  r=:  00 


»1=00 


\        ri\ogq)^£^  \        tnjt  +  rilogq)\        mjt—rilogq) 


Durch  einfache  Transformation  folgt: 


49 


»1=  OD    1 


ri  log  </ — X    jr 


frilogq — x\^ 
\       mjt       ) 


\    mjt    ) 
Unter  Zuziehung  der  Gleichung  5)  wird  einfacher: 

..  8in(r/logy  +  a')    sin  (r/ log  ^—a) 

'  iv'y  —   ' T .1 = 

Binrnog^  sinrnog^/ 

f^-r  ^  ^r  ^—xi     q—r  g-xi qV  ^xi 


, —  r  rjT  rt—r g.r 


<y-'^  — 2co8  2x  +  ^^^    _  1  —  2q^  cos  Ix  +  ^^' 

Mit  ROcksieht  auf  die   Form   von  sin  x  als  unendliches  Pro- 
duct  reducirt  sich  der  in  l^)  enthaltene  Ausdruck  auf: 

'  7/ 1  —  2^'^*'  cos  2x  +  q^' 

.^..Ji^ — ir=-,W  ' 

^Kx 
Dieses  ist  der  Zähler  von  sin  am  — -.  abgesehen   von   einer 

jt 

Constanten  in  Beziehung  auf  x. 

^Kx 
Der  Zähler  von  cos  am  — ^  nimmt  nach  2)  und  9)  folgende 

Form  an: 

//        7/     n  —  (,„  +  4.W  — r/iogj  ^ 

^_  x  +  rilogq 

Jf  IJ  (m  +  j-):^ 

7/  Jl  rilogq 


Wegen  der  Gleichung  6)  reducirt  sich  dieser  Ausdruck  auf: 

r  =  OD 
#T    (coso;  +  ri log g) 

cosrilog<y       ' 


r  =  —  jo 
d.  i.  nach  11): 

Enneper,  elHpt.  Fanctlonen. 
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r  =  00 


/^  cos  r  I  log  (/ .  cos  r  i  log  ^ 


COS  a:    yy 


1  +  ^q^"-  cos  2a:  +  ^*^ 


Genau  auf  dieselbe  Art  lässt  sieb  der  Zäbler  von  A  am 


2Kx 


jt 


reduciren.    Man  erbält  so: 


m  =^aD      r=:<» 


77     //    1- 


ar 


m 


1  — 


7/77 


fr_+(r-f--f)»log^ 


(;«  +  f)^  — (r  +  i)/log* 


)  = 


l 


(r +  -;-)«•  logg 


r^^viT 


77 


r  =  —  vjp 


eos[x+(r+~)  ijog  ^] 
cos  (;•  +  \)  i  log  q 


r=  OD 


//  coft  [(r — t)  Mog  4r  rf  y]  cos  [(r  —  -f )  / log  ^  —x]  ^ 
/Ji      co8(r  — -^)/log</       '      cos(r— -^)/log^ 


r  =  oo 

77 


l+2^^'-iC082a:  +  ^ 


r— 8 


Die  Zusammenstellung   der  vorstehenden  Resultate   gestattet 

es,   die  drei   elliptischen  Functionen  sin  am  u,  cos  s^m  ii,  A  am  u 

2Kx 
für  u  = auf  folgende  Weise   durch    unendliche  Producte    zu 

definiren*): 

14) 

2K 
smam 

2Kx        ,,  fr(^—k^''~^Y  fl    1  +  2^«»' cos  2a:  +  ^*'- 


1— 2^2''C06  2a:  +  (/*'"l 


—  =^J1  [    \—q^)  •  «5^  ^  //  i_  2^2'-i  cos  2a:  +q'^^ ' 


cos  am 


1 


1 


2^*'-'cos2a-  +  ^*'*-« 


zf  am 


1  +  1q^-^  COS  2a;  +  g*»— * 


cos2a:  +  ^*''~* 
Zur  Bestimmung  der  Constanten  A^  B  und  C  setze  man  in 


r  -00 


OB  TS« 

•)  Zur  Vereinfachung  ist  JJ  statt    77   gesetzt 


r=l 
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der  ersten  Gleichung;  14)  a==    -,  in  den  beiden  folgenden  ;r  =  0. 
Da  8ii)  am  ä'=  1,  cos  am  0  =  1,  /l  am  0  =  l,  so  folgt: 

Die  Gleichungen  14)  werden  hierdurch: 

,,.     .  2A:r  ///l +ö«'^'V  /V  1— Vcos2j-  +  «^'' 

ir.)  s,„,un  _  =s,n.r//(^-p;^j  J/ l=2.?^~^cos%c+y.' 

.  f.)  cos  an.  ?*£  =  cos  .// 1'-^'^]'  y>  1  + y  cos  2.r  +  .^    , 

,  ^,     ^        2Äa:  i^#  /l  —o^''~'V  /#  1  4-  2^/'-icoft 2a-  -h  (/*'-« 

17)     /jam = 


Jl(^—  ^l^''~^\'  / 7  1  +2(y^^-^co82y  +  y*'- 

$  11.    Bemerkangeii  über  die  unendlichen  Producte 

des  §  10. 

Die  Aufstellung  der  Gleichungen  15),  10)  und  17)  des  vorher- 
gehenden §  ist  auf  sehr  einfache  Betrachtungen  basii-t;  um  die  er- 
haltenen Resultate  ganz  sicher  hinstellen  zu  können,  bieten  sich 
zwei  Wege  dar.  Man  kann  zuerst  die  Richtigkeit  verschiedener 
Annahmen,  welche  stillschweigend  vorausgesetzt  wurden,  näher  be- 
gründen. Es  wurde  angenommen,  dass  die  Functionen  sin  am  i^, 
cos  am  u  und  A  am  u  ftlr  keine  anderen  Werthe  verschwinden  oder 
unendlich  werden,  wie  für  die  Werthe,  welche  in  den  Gleichungen 
5)  und  6)  des  §  9  angemerkt  sind.  Diese  Annahme  enthält  im- 
plicite  einen  Satz,  welcher  nicht  selbstverständlich  ist,  sondern,  wie 
Jacobi  (Grelle.  Joum.  t.  14)  gezeigt  hat,  eines  eingehenden  Be- 
weises bedarf,  dass  nämlich  eine  Function  einer  Variabein  nicht 
mehr  wie  zwei  Perioden  haben  kann.  Durch  Anwendung  der 
Gleichungen  für  sin  {a  +  hi)  und  (*(>s  {a  f  bf)  ist  die  Multiplication 
auf  den  rechten  Seiten  der  Gleichungen  1),  2),  3)  und  4)  in  §  10 
ausgeführt  worden.  Es  sind  bei  diesem  Verfahren  die  Factoren 
des  unendlichen  Products  in  bestimmter  Reihenfolge  angenommen 
worden,  wobei  nun  die  Frage  sich  darbietet,  ob  eine  andere  An- 
ordnung der  Factoren  zu   anderen  Resultaten  führen  muss.    Man 

4» 
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könnte  z.  B.  die  Multiplication  in  den  oben  bemerkten  Gleichungen 
zuerst  nach  m*  ausführen.  Ohne  einige  Vorsieht  ergeben  sich  bei 
diesem  zweiten  Verfahren  Resultate,  welche  nicht  richtig  sind, 
wie  Eisenstein  in  der  Abhandlung:  „Genauere  Untersuchung  der 
unendlichen  Doppelproducte  etc."  (Grelle.  Journal  t.  35  p.  153.) 
nachgewiesen  hat.  In  einer  kurzen  Notiz  in  Grelle,  Journal  t  27 
p.  285  finden  sich  Relationen  zwischen  unendlichen  Producten  auf- 
gestellt, welche  nicht  richtig  sind.*)  Nimmt  man  die  Logarithmen 
der  unendlichen  Doppelproducte,  z.  B.: 

log//  7/ [^  —  2mK+{2m'+\)K*i) 
entwickelt  diesen  Ausdruck  nach  Potenzen  von: 


2mÄ^+(2w'+l)Ä''r 
und  zwar  für  solche  Werthe  von  u^  welche  eine  convergente  Reihe 

ergeben,  so  ist  der  Factor  von eine  Doppelsumme    von  der 

Form : 

2:s 


2mK+(2m'+\)li'iY  ' 
Hierbei  ist  die  Summe  nicht  unabhängig  von  der  Anordnung 
der  zu  summirenden  Terme,  wenn  «  =  1  oder  ?i  =  2  ist.  Eine 
Ausftlhrung  dieser  beiden  erwähnten  analytischen  Untersuchungen 
sowie  anderer  Untersuchungen,  zu  denen  die  Gleichungen  15),  16) 
und  17)  des  vorhergehenden  §  Veranlassung  geben  können,  muss 
insofern  hier  ungeeignet  erscheinen,  als  die  Einfachheit  der  ange- 
wandten Methode  durch  nachfolgende  weitläufige  Untersuchungen 
gänzlich  illusorisch  würde.  Unter  diesen  Umständen  bietet  sich 
ein  zweiter  Weg  zur  weiteren  Behandlung  der  erwähnten  Glei- 
chungen fast  von  selbst  dar,  nämlich  die  Verification  der  gefun- 
denen Resultate.  Man  kann  die  gefundenen  unendlichen  Producte 
unabhängig  von  ihrer  Herleitung  nehmen  und  zeigen,  dass,  wenn 
die  rechte  Seite  der  Gleichung  15)  in  §  10  durch  z  bezeichnet 
wird,  nämlich: 


•)  Vergleiche  hierüber  eine  Bemerkung  von  Jacohu  Grelle.  Jonrnal  t.  30. 
p.  184. 
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"""■-""*       '  — S^«'  C0B2.C  +  «*•• 


n        _  •      /t/I+^V  fr    ^  —  V" 

umgekehrt  .r  in  Function  von   z   dnrcli    folgende  Gleichung    be- 
stimmt ist: 

dt  2Kx 


I 


1/(1— /^)  (1—^2^2)  ^ 

Diese  Betrachtungsweise  ist  zuerst  vou  Heine  in  seinem  „Ab- 
riss  einer  Theorie  der  elliptischen  Functionen"  (Grelle.  Journal 
t.  39  p.  122 — 137)  ausgeführt  worden.  Heine  nimmt  dabei  Unter- 
suchungen über  eine  sehr  allgemeine  Reihe  zu  Hülfe,  welche  auf 
unendliche  'Producte  führt,  von  welchen  die  oben  bemerkten  nur 
sehr  speeielle  Fälle  sind.  Man  kann,  ohne  den  von  Heine  befolgten 
Grundgedanken  wesentlich  zu  ändern,  zur  weiteren  Behandlung 
der  vorkommenden  unendlichen  Producte  mit  sehr  elementaren 
Hülfsmitteln  zu  Werke  gehn,  wie  im  Folgenden  gezeigt  werden  soll. 

Was  die  Quantität  q  betrifft,  so  ist  dieselbe  ein  positiver, 
ächter  Bruch.    Das  Integral: 


nimmt  zu  von 


1/(1 -<»)(!- 

^~1  ^- 


AV) 


bis  zu  einem  unendlich  grossen  positiven  Werthe,  dargestellt  durch 

kl 


/ 


di 


1—^2    ? 


wenn  k  von  0  bis  1  zunimmt.  Da  Ar'=i/l — k\  so  nimmt  k' 
dieselben  Werthe  wie  k  in  umgekehrter  Reihenfolge  an,  also  nimmt 
das  Integral  K*  ab,  von  einem  unendlich  grossen,  positiven  Werthe 

bis  -^,  wenn  k  die  Werthe  von  0  bis  1  durchläuft.  Für  das  be- 
merkte Intervall  nimmt  also: 

K 
alle  positiven  Werthe  von  oc  bis  0  an,  mithin  nimmt 
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q  =  e 
zu  von  0  biß  I.  Es  soll  nun  im  Folgenden  die  Quantität  q  der 
einzigen  Bedingung  unterworfen  sein ,  dass  0  ^  ^  <  l  ist.  Was 
die  Convergenz  der  vorkommenden  Producte  betrifft,  so  überzeugt 
man  sich  sehr  leicht  von  derselben  durch  Anwendung  der  Loga- 
rithmen.   Es  ist: 


^^  cos  2^,?; 


2)    log (1  —  2jü cos 2a:  +  />2)  =  —  2   V|  :2'co8 2^.i:.    —\^p^\. 

Setzt  man  hierin  ;;  =  ^^r  yy^^  p  .=  ^pr—i  bildet  die  Differenz 
der  erhaltenen  Gleichungen,  so  folgt: 

.        1 — 2ö*^  cos 2a:  +  ör*'*  ft  V^  /4         ^   ,a    ,x 

Legt  man  r  alle  ganzzahligen,  positiven  Werthe  bei,  bildet 
die  Summe  der  so  erhaltenen  Gleichungen,  so  folgt: 

ox       ^  V^  1       1  —  2(7«'-  cos  2x  +  q^^ 
^x       1— 2^2'-i  cos  20:+^'--' 

_  I       jTf     1  —2q^''  C08  2.f  +  q^^    ^    ^       q'        cos 2.y.r 

~"         rJ\  l-~V'*~'C08  2a'+^*''-'  ~      /^j  "TT?  *        s       • 

Ftlr  )f  =  ^    folgt  hieraus: 


^)'^ir/(;-^/:.T-^i:<-^^ 


l^\l+^/''-V  ^     ^       IH-^* 


:7r 


Setzt  man  in  den  Gleichungen  3)  und  4)  -^  — x  statt  x    und 
—  ^  statt  q,  so  gehen  dieselben  über  in : 

^\        "^N^W    l+Vco8  2a:  +  ^*'' 
r^t         i— 2</*'^'-'cos2.i:+'/*'-'* 

i   ^  fi     1  +  '^'Z*''  cos  2x  4-  (/^'*    ^-^  y*  cos  2a'.c 

—  iog  JJ    i_2,j^r~iQQ^2x+q''~^  ~      -^.  1  +(_^y        s       > 


^  =  x 


«)    I«? ,//  f ,  Lt^CT  -  -2  2  4 


i+7-'-V       ,^1*1 +(-*)'■ 
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In  der  Gleichung  2)  nehme  man  — p  statt  p,  ziehe  von  der 
60  erhaltenen  Gleichung  die  Gleichung  2)  ab.    Es  ist  dann: 

l  +  2p  COSlx: -{- p^  ^.  C08  2C2.— 1).,: 

^1  — 2p  cos  2a;  4- J»"^        ^^  2«— 1 

Man  setze  hierin  p  =  9*^',  lege  r  alle  ganzzahligen  posi- 
tiven Werthe  bei  und  bilde  die  Summe  der  so  erhaltenen  Glei- 
chungen.   Es  ist  dann: 

7.        '^V^ln.,  l+2g«^-'co8  2a;-fg«^-« 


r^^^Cß  S^»Ct> 


0  ~^  1  5         1 

-  ^  ;^j  Vi  +  q^^  ^  l-q"-')  2^-1         ' 


Für  a;  =  0  folgt: 

Die  in  den  Gleichungen  3)  bis  8)  vorkommenden  Reihen  sind 
sämmtlich  convergent,  wenn  q  <  l  ist.  Hieraus  folgt,  dass  die 
unendlichen  Produete,  welche  in  den  Gleichungen  15),  16)  und  17) 
des  §  10  Yorkommen,  endliche  Werthe  haben.  Um  keine  neuen 
Bezeichnungen  einzuführen^  sollen  die  Bezeichnungen: 

2Kx  iKx     .         iKx 

sm  am ,  cos  am  — ,  A  am  — 

Jt  Jt  J€ 

beibehalten  werden  und  vorläufig  nur  die  Bedeutungen  beliebiger 
Functionsbezeichnungen  haben  für  die  oben  erwähnten  unendlichen 
Produete.  Es  sollen  hierbei  zwischen  diesen  Functionen  keine 
anderen  Beziehungen  angenommen  werden,  als  die,  welche  sich  aus 
den  unendliches  Producteu  ergeben,  also  die  Gleichung: 


IKx  ^        ,       IKx       ,  ! 

8in2  am h  cos^am  ^  =  1 

soll  nicht  als  selbstverständlich  angenommen  werden.     Zur  Ver- 
einfachung setze  man: 
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»)  ^.-"-//(if^)7/.! 


+  2(/*''  co82a:  +  (^^ 


1  ft^  =  fr(\lZ^l-L  ^'  //  ^  +  2**'"'  cos  2a-  +  q^'-l 

";      ^2  '/  \1  +  ^"-*  /    1    1 — 2/'-*  cos  2a;  +  «*'-*  * 

Die  Gleichungen  1)  und  9)  zeigen,  dass  durch  gleichzeitige 
Vertauschung  von  x  mit  -^  — x  und  von  q  mit  — q  z  und  z^  in  ein- 
ander ttbergehn.    Geht  q  in  — q  ttber,  so  geht  nach  10)  z^  ^ber  in 

1  2Ä^a: 

— .    Setzt  man  in  1)  jj  =  sin  am ,  also: 

, , .       .  2A'a:         .       A/1  +  ^A-' N^  /r   1  —  ^q^  cos 2a-  +  ^/'' 

11)    smam  —  =  Bmxjt[    .  /  .       / /  ^ — s-öti s — .    ^  g 

-^  ^  ,    \  1+^     /     1    1 — 2(/^'^-^co8  2a'+^  '^ 

_..        *JC'       j,       .  o_       ,v    «  X) 


2« 
so  folgt,  wenn  x  mit  .r — ^i  log  q  vertauscht  wird: 

12)    8inainH(a;_a.nog,)  =  fj{\+lpj  .h, 

e^q\  —  (r-^q-i  r/-(l  —  g*^' e^  ( 1  —  g'»-^  e-*^' ) 


Es  ist: 


i — _ i = a  —  q^>\ 

1  e^ 


Mit  Rtlcksicfat  hierauf  redacirt  sich  der  Ausdruck  von  H  in 
13)  auf: 

^  1  17  (i  —  g**^^«^)  (1  —  g'"-'g-»*') 

48ina;l/g   '/    (1-g'' ««")(! -g»' c"«^) 


OD 


1  —  2(/«'"-i  cos  %x  +  ^*'" 


— ji 


\mix\/q  ^^     1  —  2^/^'' cos 2a; +  </*»*     ' 
Die  Gleichung  12)  wird  dann: 
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2ä 

sin  am  —  {x  — ^  i  log  q) 


Die   vorstehende  Gleichung   mit  der  Gleichung   11)  multipli< 

cirt,  giebt: 

...      .  2Kx    .         U\        ..IX  1     /"//H-^^V 

14)    smam-^8mam-(.— ^aog.y)=^//(^^— ^j   . 

2  Air 
Mit  Hülfe  dieser  Gleichung  lässt  sich  sin  am  —  durch  eine  un- 

3t 

endliche  Reihe  darstellen,  wie  im  folgenden  §  gezeigt  werden  soll. 
Die  Gleichungen  9)  und  10)  zeigen,  dass  für  »c  »==  0  gleich- 
zeitig zj  =  1  und  Z2  =  1  ist    Für  »«^  =  y  ^^^^^  ^^^  Gleichung  1) 
z  =  1. 


Vierter  Abschnitt. 


$  12.  Transformation  eines  unendlichen  Products  in  eine 
unendliche  Reihe.    Darstellung'  der  elliptischen  Functionen 

durch  trigonometrische  Reihen. 

Sind  tp(ö)  und  rp{a)  Polynome  von  «,  ist  der  Grad  von  ^){a) 
um  eine  Einheit  geringer  wie  der  von  <jp(a),  so  lässt  sich  be- 
kanntlich : 

durch  eine  Reihe  von  Brüchen  darstellen  von  der  Form: 

A 

a — a ' 

wo  A  eine  Constante  und  «  eine  Wurzel  von  (f{a)  =  0  ist.  Da 
die  Anzahl  der  Wurzeln  von  (jp(a)  =  0  beliebig  ist,  so  kann  man 
dieselbe   unbegninzt  zunehmen  lassen.     Sind  nun  ip{a)  und  tpia) 
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unendliche  Producte,  so  lässt  sich  auf  den  Ausdruck  1)  noch  die 

Methode  der  Zerlegung  in  Partialbrtiche  anwenden,  wenn  man  die 

Vorsicht    gebraucht,   den   obigen   Ausdruck    zu  multipliciren   mit 

einem  Term  von  der  Form: 

1 

wo  g  eine  Constante  ist.    Es  ist  dann  der  Grad  des  Nennere  um 
eine  Einheit  hoher  wie  der  Grad  des  Zählers,  wenn  jedem  Factor 
des  unendlichen  Products  tp{a)  ein  Factor    des  unendlichen  Pro- 
ducts q>{a)  entspricht. 
Es  sei: 

1       1  — 2^008  2(.r+2/)  +  q^     1  —  2</»cos2(.f+f/)  +  q^ 


P  = 


sinjc      1 — 2^2co8  2a:  +  ^*  1 — 2^^  cos  2a; +  ^8 

l_2^2()-l  cos2(a;+y)  +  g^^-"2 


i  —  2g2<' cos  2a:  +  ^^^  ' 

oder: 

ON      />=       1     "^rf  1  -^q^'-^  cos  2  jx+y)  +  r/--^ 
^  8in.rjf£j  1— 2^2'"  cos  2a; +  //*'• 

Setzt  man  statt  der  trigonometrischen  Functionen  Exponential- 
Functionen,  so  ist  auch: 


oder: 

gesetzt : 
wo: 


^ixi  _  1  Jl  1  _  qir  ^Ixi  l_^«r^'ix» 


3)  ^  =  a,    e^v^  =  /? 

4)  />=  %e^f{a\ 


r  =  l 


l_^2r-iß^   a  —  q^r-iß-i 


q"'  a  «  — r  ^''''' 


Der  Ausdruck  rechts  lässt  sich  in  Partialbrttche  zerlegen, 
welchen  Werth  auch  p  haben  möge.  Zur  Vereinfachung  der  fol- 
genden Entwicklungen  lasse  man  q  unbegrenzt  zunehmen  und  setze: 
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oder: 

6)    A")  -  „^-,  +  ■]§  {t^.-„  +  ^)- 

Diese  Art  der  Zerlegung  in  Partialbrüche  findet  sich  in  der 
Abhandlung  von  Somoff:  Demonstration  des  formulos  de  Mr. 
Jacobi  etc.  (Grelle,  Journal  t.  43  p.  95,  oder  auch  M61anges  Ma- 
themat.  et  Astron.  t.  I,  p.  359).  Es  ist  selbstverständlich,  dass 
sich  eine  Zerlegung  des  Verhältnisses  zweier  unendlichen  Producte 
auch  ausfahren  lässt,  wenn  man  Zähler  und  Nenner  von  gleichem 
Grade  annimmt,  wobei  dann  die  entsprechenden  Regeln  bei  Zer- 
legungen in  Partialbrttche  in  Anwendung  zu  bringen  sind.  Nur 
scheint  der  oben  eingeschlagene  Weg  der  einfachste  zu  sein. 

Die  Gleichung  6)  giebt: 

[/•(«).  («-1)1^^1  =^. 

Wegen  5)  erhält  man  unmittelbar: 
Nach  6)  ist  femer: 

An  =  [/(«)•(!—(/'"«)]«  =  ./-««• 

Mittelst  der  Gleichung  5)  folgt: 

r^mn — t 
1  wr     1 — //2r-2»-i^ 


ISetzt  man  r — n  =  *,  so  ist: 

II  \  f.'lr—^in  II  \  rfli 

Für  r  -\-n^^  s  folgt: 

II  l_^*^r+i»  77  1_^2. 


60 


Mittelst  der  beiden  letzten  Gleichungen  wird  die  Gleichung  9): 


>o)  ^-  -  7/  ^^S^  //  '-=^¥-'- 


5—1  ^       5«n+l 

Es  ist  ferner: 

r  =  n — l 


■'^.    0      1 


_„,  iß-9)(ß-q') iß-q"^')  _ 


«•»n 


1  —  q^ß-^ 


-^^  //  ^-=fcF- 


Multiplicirt  man  die  rechte  Seite  dör  Gleichung  10)  mit  dem 
vorstehenden  Ausdruck,  so  erhält  man  nach  8)  den  Werth  von 
An»    Mit  Rücksicht  auf  den  Werth  von  Aq  zu  7)  folgt: 

11)        ^„=— ^-/J»^. 

Die  Gleichung  5)  mit  a — q^  multiplicirt  lässt  sich  auf  fol- 
gende Form  bringen: 

Aus  der  Gleichung  6)  folgt: 

ßn  =  [A«)(«— «'")]«-^«»- 
Die  Gleichungen   12)  und  13)  geben   nach    leichter  Trans- 
formation: 

Ün  —  Pq         l—q^o/J^    \q  1  — ^*»-a'-     y'^' 
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Mit  Rücksicht  auf  den  Werth  tod  Ao  in  7)  folgt: 

Setzt  man  diesen  Werth  von  B„,  ferner  den  Werth  von  Ah 
aus  11)  in  die  Gleichung  6),  dividirt  durch  A„,  ho  folgt: 

^0      «-1  "^„^^iVi -«*"«"*"  «-«*•;• 

Suhstituirt  mau  links  für  f{a)  und  i^o  ihre  Werthe  aus  5)  und 
7),  80  erhält  man  die  folgende  Zerlegung  in  Partialbrttche  eines 
unendlichen  Products: 

L_  .  "W  -^"^  +  g"^\ 

«-1   „^i\i-«*"«  ^«-tf*»; 


1  V 


+ 


«— 1 


Setzt  man  hierin  «  =?«  ^*^S  j9  =  ^*>",    multiplicirt    auf  beiden 
Seiten    mit  2/^',    «o    findet  man    die  folgende    allgemeine   Ent- 
wicklung: 
15) 

.Ji^lj^    '      (^— ^^0\_  1  —  2^^^-^ cos 2 (x+y)  +  q*'-'^ 

sin  j-  ^£*   1  —  V»--!  cog  2y  +  ^»^^  *         i  —  2^2'-  cos  2x  +  V** 


<?" 


n  SS  OD 

1^  .    '^     ^Bin(2wj/+aO — f/^^Bm{2ny — x) 


sin  X     •    ^  ^^-^j  "^  1  —  2^2n  c()g  2.r  +  q*"" 

Für  y  =  0  giebt  die  Gleichung  1 5) : 


1        wr  /  1— ^2*-  Y    1— 2^^'--^  008  2a: +  ^^-^ 
lin  o:  ^^j  Vi  —  q^'^^  )        1  —  2^»'-  coß  2a'  +  q*"- 

■«•  "1-  ^'  j^^  Vi  _^2«e»«-  "^  1  —q^n  ^-2«-  y 


e«  — 
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w=  <» 


~    fiina-  "*"     ^     l  —  2r/«  cos  2,r  +  ^"  * 

Wegen  der  Gleichung  11)  des  §  11  lässt  sich  diese  Gleichung 
noch  schreiben: 

sin  am  r  =«  l  ^       ^  •  ^      / 

Nimmt  man  in  dieser  Gleichung  x — j\  log  q  statt  a-,  so  wird: 


sin  am  —  (x — r/'log^) 


»  =  00 


Auf  der  linken  Seite  bringe  man  die  Formel  14)  des  §  11  zur 
Anwendung,  auf  der  rechten  Seite  entwickele  man 

1 

nach  Potenzen   von  ^*«-*   und  summire  schliesslich  nach   w.    Es 
ist  dann: 


sin  am 


r^  1   ^         ^ 


:^    "'  _^,  VI— «»••-'    i+« 


/■      sma;  +  /  ^  ,^8m3a:  +  .... 
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Bedient  man  sich  des  Summenzeichens^  bo  ist  folglich: 
17)       sinam— !/(/    Jj  [^_^r~2)    = 


r^  2»— 1 

OD  __ 

2 


2  1 1.^-1  Mn(2*-l)^- 


Diese  Gleichung  dividire  man    auf  beiden  Seiten  durch  \/q, 

darauf  setze  man  — g  statt  g  und  ^ — x  statt  o:.     Nach  Ausflilj- 

2Ax 
rung    dieser    Operationen,     wodurch    sin  am    —     ttbergeht     in 

cos  am ,  multiplicire  man  wieder  mit  \/g, 

•/c 

Bedient  man  sich  der  Bezeichnungen  z  und  Zi  der  Gleichungen 
1)  und  9)  des  §  11,  setzt  zur  Abkürzung: 

so  ^cbt  die  Gleichung  17)  und  die  aus  derselben  abgeleitete: 

it—l 


19) 


z.Q     ==^-J--—^sm(2s—i)x, 
1    *       Sr 


2j  — 1 


zi-0  =  2T+^5r:^«o8(2*— 0^- 


In  der  allgemeinen  Gleichung  15)  setze  man  x  »:      und  dann 

X  statt  y.    Für  das  unendliche  Product  flihre  man  z^  ein,  defiuirt 
durch  die  Gleichung  10)  des  §  11.    Setzt  man  zur  Vereinfachung: 

so  ist: 

21)         ^2^1  =  1  +  4  V  ^!_^  C082Äa:. 

Die  unendlichen  Producte  0  und  9i  lassen  sicli  leicht  durch 
Reihen  ausdrücken.  Setzt  man  in  der  ersten  Gleichung  19)  a-  = 
-^jr,  in  der  zweiten  a:  =  0,  so  erhält  man  die  beiden  Gleichungen: 
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•Z<— 1  28—1 

oo  — :^ —  X 


Die  Gleichung  21)  gicbt  fllr  :r  =  0; 


23)  0,  =  1+4^^. 

Die  Gleichungen  19)  und  21)  enthalten  die  Entwicklungen 
der  elliptischen  Functionen  nach  den  Sinus  und  Cosinus  der  un- 
graden  und  graden  Vielfachen  des  Bogens  .r.  Man  könnte  hier 
versucht  sein,  direct  die  Lehre  der  trigonometrischen  Reihen  von 
Lagrange  und  Fourier  anzuwenden  und  so  ohne  Zuhülfenahme  der 
unendlichen  Producte  die  bemerkten  Reihen  zu  entwickeln.  Dieser 
Gedanke  ist  von  Schlömüch  in  den  „Abliandlungen  d.  K.  Sachsi- 
schen Gesellsch.  der  Wissenschaft"  t.  IV  p.  397  —  430  ausgeführt 
worden,  es  sind  die  Logarithmen  der  elliptischen  Functionen  durch 
trigonometrische  Reihen  dargestellt  und  nachher  durch  Differentia- 
tion und  Transformation  aus  diesen  Reihen  die  obigen  Resultate 
hergeleitet.  Der  eingeschlagene  Weg  enthält  manche  Betrach- 
tungen, welche  sich  hier  nicht  wohl  in  Kürze  reproduciren  lassen. 

Die  Gleichungen  19)  und  21),  in  unwesentlich  verschiedener 
Form,  hat  zuerst  Jacohi  aufgestellt  (Fund.  p.  101),  ebenso  die 
Gleichungen  15),  16)  und  17)  in  §  10.    (Fund.  p.  99). 

$  13.    Die  Quadrate  und  Producte  der  elliptischen 
Functionen  in  Form  unendlicher  Reihen. 

Für  die  Verification  der  bisher  gefundenen  Resultate  ist  die 
Bildung  der  Quadrate  der  in  19)  und  21)  des  §  12  angeführten 
Reihen  nöthig.  Diese  Darstellung  hat  zuerst  Jacohi  (Fund.  p.  109) 
unternommen  und  zwar  zur  genaueren  Untersuchung  der  von 
Legeyidre  betrachteten  elliptischen  Integrale,  welche  Anwendung 
dieser  Reihen  auch  später  gemacht  werden  soll. 

Man  setze: 
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In  dem  Quadrate  (zi  QY  setze  man : 
co8(2r — l)a;coB(2^ — l)x  «=  -|-C08  2(r  +  ^ — l)x  +  -^coB2(r — s)x. 

Der  Factor  von  eo8  2n:r  besteht  aus  zwei  Reihen,  einer  end- 
lichen, durch  Summation  der  Argumente  und  einer  unendlichen  fBr 
eine  eonstante  Differenz  der  Argumente  gleich  2n.  Bezeichnet  man 
diesen  Factor  durch  Bn,  so  ist: 

oder  kflrzer: 


2  ^-ÄJ^l+^a»--ii_^^«»-2H-i  ^    J^^i^qir^i\^qi»^tr^i 

_   1  ,  V_J L_4-     n    V    ?^ 

Es  ist  nun  identisch: 

Legt  man  r  alle  ganzzahligen  Werthe  von  1   bis  oo  bei,  so 
erh&lt  man: 


^2r-l 


Die  identische  Gleichung: 
giebt: 

Enneper,  ellipt.  Fnnotlonen.  5 
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n 


Sl 1  ^ 

1  —  A«r-l    l_/y2n-«f-hl 


1— g«« 

Mit  Hülfe  dieger  Gleichung    und    der  Gleichung   3)    reducirt 
sich  der  Ausdruck  f&r  Bn  in  2)  einfach  auf: 

^    „  1     ^^ 


2   1— g»»' 
Der  von  o:  unabhängige  Term  in  (zi  (>)^  ist  nach  2): 


12 


*  ^ar-1 


2^(l  +  g^'^0'' 
Man  erhftU  so^  wenn  n  statt  r  gesetzt  wird: 


ng"  COS  2^10; 


A\    t    n\^        ^     V      g^^^         .    ^     V  ng"  coe 


^«f» 


wo: 

tt=«) 


.)       ,_^//(-^;. 


11^ 

Geht  g  in  -^-g  und  a:  in  y — a:  ttber,  so  geht  z^  über  in  z. 
Nach  5)  geht  dann  Q^  ttber  in  — jß^,  es  folgt  aus  4): 

""  '  '     °°  ng"  cos  27WJ 


«)(^«'-ii:(i^h-,-ii;"-^ 


gr»« 


Setzt  man  in  4)  x=0,  in  5)  a:  =  -^,  also  z  =  1,  z^  =  1,  so 
erhält  man  für  Q^  die  beiden  GleicbuQgen: 


y3n    ' 


OD  o^      1  00 


Durch  Addition  folgt: 
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Die  Gleichungeii  4)  und  6)  addirt  geben: 

8)  2(z'+v)g»  ^  S((i+7-y^(i-C^-y)' 

Für  «=-0  folgt: 

9)  2öi  =  i((i^^_,)i  +  (i_^*,_i)jj- 

Sabtrahirt  man  diese  Gleichung  von  der  Gleichung  7),  so  ist: 

Bildet  man  das  Quadrat  der  Gleichung: 

so  ei^ebt  sich  als  Factor  von  cob  2nx  die  folgende  Summe :    - 
l+g**  ^    Vl+g^l  +  g^"- *      1  +  g*  l  +  g^»-*"^'"'^l+g*— M+^V 

"•"    VIT? r^g*^ "^ T+^  i+^»»-H  +  -7» 

oder  kürzer: 

8g*       ,  o     V  ^  ^^^        I  Ifi  V       ^  ^^*^ 

Es  ist  nun: 

^jl+^   l+^2r   =  r^=^-^VTT?^~   l+ör«'»+«^/ 
_         qn        /      ^2  g^  _gÜ_\ 

r  =  fi— 1  r  —  n—l  .  ^      . 

V     _£!_  __ÜI^  g*       y     /  ^  g«n-^    \ 

Durch  Vereinigung  der  vorstehenden  Resultate  reducirt  sich 
der  Factor  Ton  cos  %ix  auf: 


8g*         8(n— l)y^        16g* 
1+g*«  *^      1— g«»     "^i  —  jP^T 


+g*"  * 
5* 
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Dureh  Verbindung   des  ersten  und  dritten  Terms  wird  die 
vorstehende  Summe  einfacher: 

Die  Gleichung  11)  giebt  folglich: 

.2)  feft).  -  i+8|:(ri^)' + » |;^i^- 

Da  Z2  »B  1  für  o;  =  0,  so  erhält  man  aus  12): 


IS) 


ft-'+8i;(rS.)'  +  «|:T^- 


EUiminirt    man    zwischen    den   Gleichungen    6)    und  12)    die 
Summe: 

so  erhält  man  zwischen  z  und  z^  die  algebraische  Relation: 


00      ^  _       V  •  oo 


14)  (^  ft )' + mzoy  -1+8  ^{y^J + 8  S  (r$ii)5  • 

Fttr  x^O  folgt  hieraus: 

15)    ft.-i+82:(r^y+82^r^^=^,. 

Subtrahirt  man  die  Gleichung  9)  von  der  Gleichung  8),  so  ist: 

16)        z^^+z^  —  1. 
Subtrahirt  man  die  Gleichung  15)  von  der  Gleichung  14),  di- 
vidirt  durch  ()t^  bo  ist: 

oder  zur  Abkürzung: 

17)      4»-* 

gesetzt: 

18)       z,«  +  )tV  —  1. 


X 


Nimmt  man  2;  =  -^,  so  giebt  die  vorstehende  Gleichung  in 
Verbindung  mit  den  Gleichungen  1)  und  10)  des  §  11: 


19)    //(rF^)V*«-i. 


69 

Diese  Gleichung  zeigt  unmittelbar^  das«  Ar'  ein  ächter  Bruch  igt 
Setzt  man  die  Werthe  von  Q  und  Qi    aus  den  Gleichungen 

18)  und  20)  des  §  12  in  die  Gleichung  17),  so  erhält  man  zur 

Bestimmung  Yon  k  auch  folgende  Gleichung: 

OD 


«»     4^  n  (jü^.)*  -  ^ 


Diese  Gleichung  zeigte  dass  k  wesentlich  positiv  ist,  folglich 
bezeichnet  k  einen  positiven,  ächten  Bruch.  Durch  Substitution 
des  Werths  von  k  aus  20)  in  die  Gleichung  19)  ^sequitur  aequatio 
identica  satis  abstrusa^: 

-  [O  +  ^)(l  +  Ö^)(l  +  ^0--?.  (Fund.  p.90.) 

Bildet  man  das  Product  der  beiden  Gleichungen: 


21) 


QO 


00 


z^Oi  —  1  +  ^2 j-^  cos2*a;, 
bezeichnet  durch  C^n-fi  den  Factor  von  cos(2n+  i)xy  so  ist: 

9 


a 


1+/H-1 


/^  ^*  ^^         q  *  q*         9    \ 

\iT?  i+g*»- »^TT?  i+^»»-»''""""*"  1+^*»  T+^y 


SiH-«  8II+6 


^   Vi+«*  1  +  «*^     1+«*  i  +  ^+»^"7 

r_£L  g"^'  .  _gL  g*^'  4.  1 


+  2 

oder  kürzer: 


,  «    V  /    g^  g     *  .      9  *  g*^     A 
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Man  findet  leicht  dnrch  Zerlegung: 


—  TZv'^^U+g^    1+g*  i+g** 


Es  ist  femer: 

y      g^         g     * 


]• 


n 


.   _g_    .       g^       .         .   «JÜlL.! 
Die  AZereinigung  der  yorhergehenden  Summen  giebt: 

aiH-i  ««-hl  «»H-i 

r  g  ^         ,     2ng   «         .      2g  «  g^+^ 

Durch  Vereinigung  des  ersten  und  dritten  Terms  reducirt  sich 
dieser  Ausdruck  auf: 

81»  4-1 

Nimmt  man  wieder  s  statt  n  als  summirendes  Element,  so 
geben  die  Oleichungen  21): 

5  =  00  %»—1 

22)    «,;?,(>, A=    S     iZ^i/   C0B(2^-0«- 

Man  kann  noch  ähnliche  Ausdrücke  f&r  zz^Q  Q\  und  z  zi  Q^ 
aufstellen^  da  dieselben  sich  indessen  kürzer  finden  lassen  mittelst 


71 

der  folgenden  Entwicklungen,   so   möge    diese  Darstellung  hier 
unterbleiben. 

§  14.  Terifleation  der  Belhen  fOr  die  elUptischen  Fnnetionen« 
Besondere  Darstellung  der  Zähler  nnd  Nenner  der  nnend- 

Ueken  Prodncte. 

Die  Zusammenstellung  der  Gleichungen  IX  16^  ^^)  ^^^  ^^) 
des  Yorhergehenden  §  giebt: 

OD  —^ — 

1)    z.ß—  2d-j-i-_.«n(2«  — 1)«, 

2)      2,«  +  2*=l,  Zi*  +  AV—    1, 

«»—1 

3)    ^t^QQi=^^^r!}Li     eos(2^-l)a:. 

1       *      * 

Man  nehme  zi  und  z^  positiv,  ersets&e  die  Gleichungen  2)  durch 
die  folgenden  : 

4)        z,  =  l/r^,    Z2  —  l/l  —kHK 

Mit  Hülfe  der  vorstehenden  Gleichungen  kann  man  leicht  um- 
gekehrt X  durch  z  ausdrücken,  der  hierbei  befolgte  Weg,  sowie 
die  Herleitung  der  Gleichung  3)  sind  wesentlich  zuerst  von  Heine 
angegeben  worden,  nämlich  die  unendlichen  Producte  in  Reihen 
aufzulösen  und  diese  Reihen  zu  verificiren« 

Wegen  der  Gleichung  1)  ist: 

0^-  2^\_^^      cos(2.-l)a:. 
Die  Gleichung  3)  wird  hierdurch  einfacher: 


i  -  A^i^' 


d.  l  nach  4): 


dz 


5)        g  -  (?il/(l-z»)(l-*»*'), 

WO  k  ein  positiver,  achter  Bruch  ist  Da  fftr  o:  ==  0  auch  z^^Oj 
so  giebt  die  Gleichung  5)  integrirt,  wenn  die  Integrationsvariabele 
durch  t  bezeichnet  wird: 
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Fttr  a;an~.  igt  aber  z  =  U    Die  Gleichung  6)  giebt  folglioh: 


/ 


Bezeichnet  man  das  links  stehende  Integral  wieder  durch  IC, 
so  ist  JT  SB  ft— .    Für  diesen  Werth  von  (>,  wird  die  Gleichung  6): 

7>  /^  dt  ^  2^ 

/    |/(i— ^2)(i— ;tw        ^ 

t/o 

Die  vorstehende  Gleichung  führt  wieder  auf  die  Definition  von 
z  in  Function  von  x,  wie  die  in  §  6  gegebene,  d.  L  man  kommt 
umgekehrt  auf  dieselbe  Integralgleichung  zurttck,  welche  den  Aus- 
gangspunkt der  bisherigen  Untersuchungen  bildete.  Die  Gleichungen 
4)  und  7)  geben: 

2Kx                           2Kx                 .       IKx 
z  =»  smam ,     zx  =  cosam ,    z^  =  Jam . 

Durch  diese  Gleichungen  ist  die  Richtigkeit  der  unendlichen 
Producte  15),  16)  und  17)  des  §  10  bewiesen. 

Eine  aufinerksame  Betrachtung  der  Zähler  und  des  gemein- 
schaftlichen Nenners  dieser  Producte  zeigt,  dass  dieselben  sich 
s&mmtlich  aus  einer  Function  durch  Aendemng  des  Arguments 
herleiten  lassen.    Setzt  man  nämlich: 

8)  F{x)^    //(l  — 2^«^-icos2a;  +  ^'-»), 
so  ist: 

OD 

9)  /•(«  +  -^x)  =  7/  (1  +  2«*— »0082«  +  ^*^»). 

t 

Fflr  a;  =  0  erhält  man  aus  8)  und  9): 

10)     /•(o)  =  7/(i-««->)s  ^(f)  =  7/(i+(r-o^. 

Setzt  man  in  den  Gleichungen  8)  imd  9)  x —  ^log  ^  statt  x^ 
so  gehn  dieselben  über  in: 


sin  am =■ 
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11)     F(x+Uogq)  =   77(1— 2*-e«*0O— S^-"«^»^ 

^  1 

1 

00 

12)    i?'(a;+ ^  —  ~log(?)  «=  2e~«C0Ba:/jf(l  + 2^(508  2« +</*'•). 

2        ^  t 

Fttr  x^^O  giebt  die  letzte  Gleichung : 

Mit  Hülfe  der  Gleichangen  8)  bis  13)  lassen  sich  die  Glei- 
chungen 15),  16)  und  17)  des  §  10  anf  folgende  Weise  darstellen: 

^(f)     n^-j^og^) 

,^,  ,               2Kx        ^             nO)            ^(^  +  |-i^^gg) 
14)      cosam—  =  ^      .^     \/        x  j^^^ ^ 

Die  Gleichungen  14)  zeigen,  dass  man  eine  beliebige  der  vier 
Functionen 

F{x),  ^(^  +  f),  ^^— flogg),  F(a?  +  ~  — -i-logg), 

als  fundamentale  Function  nehmen  kann,  mit  deren  Hülfe  sich 
die  elliptischen  Functionen  durch  Aenderungen  des  Arguments  als 
Quotienten  darstellen  lassen.  Es  ist  daher  von  Interesse,  eine 
Function  F{x)^  definirt  durch  die  Gleichung  8),  genauer  zu  unter- 
suchen. Eine  solche  Untersuchung  führt  durch  Auflösung  des  un- 
endlichen Products    auf  eine  Reihe,    deren  ebenso   einfache  wie 
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eigenthttmliche  Form  Jacohi  zu  BoBultaten  geführt  hat^  welche  zu 
d^n  glänzendgten  und  productivsten  Entdeckungen  dieses  grossen 
Mathematikers  gehören. 

Ohne  an  den  Gleichungen  14)  etwas  zu  ändern,  kann  man 
statt  F{x)  den  Ausdruck  C,F{x)  nehmen,  wo  C  in  Beziehung  auf  x 
constant  ist.  Da  die  Darstellung  durch  Hinznfttgung  einer  solchen 
Gonstanten  etwas  an  Einfachheit  gewinnt,  so  soll  statt  F{pc)  der 
folgende  Ausdruck  zu  Orunde  gelegt  werden: 

OD  00 

1  1 

§  15.    Entwiekelang  eines  nnendliehen  Products  in  eine 
Reihe.    Der  Ursprung  der  Theta- Functionen. 

Es  sei: 

00 

1)  q>{zy  =  (X-^-qzJit+qHXl+qH)....  =  IJ(l  +  q^-'z). 

1 

Denkt  man  sich  rechts  die  Multiplication  ausgeführt,  so  ist  auch 

5=00 

2)  9)(2:)  =  ^  +  ^iZ+ ....     =    ^^  AsZ*. 

$  =  \ 
Setzt  man  in  1)  q-z  statt  z,  so  folgt: 

tp(qH)  =  (l  +g»z)(l  +q^z) 

Diese  Gleichung   mit    t  +qz  multiplicirt,  reproducirt    rechts 

nach  1)  9>(z);  man  erhält: 

{^+qz)ip{qh)  =  9>(z). 

Nimmt  man  die  Entwickelung  2),  so  lässt  sich  die  vorstehende 

Gleichung  schreiben: 

(l+qz){Ao+Aiq^z  + ...  +  An^iq^-^z^"^  +  A^q^  z^  +  ...)  = 

Ao+AiZ  +  ...  +  An^  +  ... 

Die  Vergleichung  der  Factoren  von  z*"  giebt: 

An^  +  An^iq^""-^  =  A, 


oder: 


2)  An    =      ^ o^   Anr-l. 


Für  2  ===  0   ist  nach  1)  q>(0)  =  1.     Die  Gleichung  2)  giebt 
dann  Ao  =  \.    Mittelst  der  Becursionsformel  2)  erhält  man: 
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Man  setze  mit  Jacobi: 

1 — ^z  (1 — gz){i — q^z) 

Wird  qz  statt  z  gesetzt,  die  so  erhaltene  Gleichung  mit 


1 


1  —  qz 
mnltiplicirt^  so  bleibt  die  linke  Seite  der  Grleichung  4)  unverändert^ 

es  folgt  dann: 

5) 

z  z^  z^ 

1  qz  q^z^ 

'^  r^z  "^  (1 — 3z)(i — ff»z)  *• + (1— ^z)(i— ?»z)(i— «»2)  **  "*"  - 


Da  nnii  all^mein: 


1     _  j  ^    r^ 


1  —  ^z  1 — q^z  ' 

so  lässt  sich  die  rechte  Seite  der  Gleichung  5)  auch  schreiben : 

q^z^  /  q^z    \  _ 


qz     /i  I  o  \  ,  q^^^ 


Veigleicht  man   diesen  Ausdruck  mit  der  linken  Seite  der 

Gleichung  5),  so  erhält  man  zur  Bestimmung  von  B^,  B^ die 

Gleiehnngen : 

q{B^+\)       =Bi,   oder    (1— ?)i?i    =  ?, 
^{B^+q  Bt)  =  52,  (I  — ff»)i?j  =  ?»i?„ 

qKB%+q'^Bi)  —  i?s  ,  (1  — «»)i?3  =-  «*i?2, 


•     •     •     • 


Diese  Gleidiungen  geben: 
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^'  ~  1  -* '  *'        (l-<r)(l-g>)'  '^  ~  ü-qHi-q'Kl-q*)'  - 

sUgemein: 

^ 

Die  Gleichung  4)  wird  hierdurch: 

t      ^11      g       _£_ 

(1  — «^)(1  — ?»z)(l  — ?»z)...  "^i— yl— ^z 

+  (1  _  j)  (1  _<^J)  •  (1  _  j2)  (1  _^»^)  + 
.  2! £! , 

In  der  voretehenden  Gleichung  setze  man  q^  statt  q,  darauf 
z  '^  q*,  es  folgt  dann: 

*  =1+     <^*  «'• 


Diese  Gleichung  multiplidrt  man  auf  beiden  Seiten  mit: 

(l-«ri)(l_j4)....(l_^i-)- 

Der  allgemeine  Term  auf  der  rechten  Seite  ist  dann: 

-2.»*  „2»im+»* 

(l_^«)(l_^4),..(l_^2m)-  (l_^2)(l_^4)..,(l_^2»i-2m)     " 

Dieser  Ausdraek  läsBt  sich  unter  Anwendung  der  in  Gleichung 
3)  gebrauchten  Bezeichnung  einfacher  durch  Am  ^H-m  ausdrücken. 
Da  ^  »«  1,  so  erhält  man  einfach: 


6) 


«** 


—  AiiAn  +  AiAi^l+..,.  =     ^^  AfAn+t» 


Setzt  man  in  2)  z  =  ^  und  a:z  =  er^y  bildet  das  Product  von: 

^(e^-)     =  Ao  +  Aie»^  +  Aie^  + , 

^(er^  ^  A^-^A^ <?-«*'  +  A^er^  + , 

so  ist  der  Factor  von  e**^  +  e-**^  =  2  cos  %tx  gleich 
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0 

d.  L  nach  6) 

Man  erhält  so: 

Setzt  man  links  f&r  q>{z)  seinen  Werth  in  Fonn  eines  unend- 
lichen Prodncts  aus  1),  f&hrt  die  Multiplication  je  zweier  Factoren: 

(1  +  (?*•-*  ^)(1  +  ^2r-i^fcn)  =  1  ^  2q^-^eoB2x  +  q*^\ 
auB^  so  erhftlt  man  schliesslich: 

7)  n  (1  — ^■^)//(l  +  2«*-icos2a:+/^«)  =-  l+22^*«os2»aT. 
r=l  1  n— 1 

Vertauscht  man  a;  mit  -^  —  0;^  so  folgt  leicht : 
8) 

JJ{i — «*•) //(1-V^'  C08  2a:+^-»  )  =  1  +2>](— l)V*0OB2n«. 
1.1  "1 

In  der  Gleichung  7)  setze  man  2  cos  2««  -=  «****  +  «~*^,  Yer- 
tausche  x  mit  x —  y  log^,  multiplicire  die  so  erhaltene  Gleichung 
mit  qi&^.    Es  wird  dann: 


OD  OD 


9)    2^  cos xf/(l  —  q^)JJ{l  +2q^)  COS  2a:+ä^)  ^  q^  e^ . 


1  1 

OD  OD 


+  ^tJ^n-\^if^^n-\-\)xi  _^  2^^n-.l)»^-(2«-.l)arf 


1 

CO  OD 


2«<"-*>V*"-^>«»"  +  ^^n-iyg-i'i,i-i)ici 


OD 


—  2^q(^-^i^eo^(2n—i)x. 

Vertauscht  man  in  der  rorstehenden  Gleichung  x  mit  y —  x^ 
SO  ist  endlich: 


78 


<X>  OD 


10)     7,q<«mx  JJ(\—q^)JJ {\—'lq^eo%lx.  +  q^)  = 

1  1 


2  2(— If"^  g<'»-i)'Bm(2n— l)x. 
1 

Die  im  Vorhergehenden  befolgte  Entwickelung  eines  unend- 
lichen Products  in  eine  Reihe,  wie  dieselbe  in  den  Gleichungen 
4)  und  6)  enthalten  ist,  rührt  von  Jacobi  her.  (Fund.  p.  180.)  Auf 
p.  145  der  „Fundamenta*'  wird  zuerst  das  Product  auf  der  linken 
Seite  der  Gleichung  7),  später  auf  pag.  172  auch  das  Product  auf 
der  linken  Seite  der  Gleichung  10),  durch  eine  functionale  Be- 
zeichnung, als  besonders  bemerkenswerthe  Function  hervorgehoben. 
Auf  pag.  183,  fast  am  Ende  des  Werks  ^  definirt  J^tcöbi  zwei 
Functionen  B  und  H  auf  folgende  Weise: 

11)  e(^^\=\  —  1qQO%2x  +  ^q^Qm\x.... 

OD 

—  1  +  2^  (—  1)**  g^'cos  2nx, 
1 

12)  h(^\  =  2^Uina:— 2j*sin3a:..,. 

=  22(— l)'*""V"~*^ßm(2n— 1)0^ 
1 

Die  beiden  Functionen  B  und  H  sind  die  unendliehen  Aeihen, 

welche  auf  den  rechten  Seiten  der  Gleichungen  7)  und  10)  vor- 

kommen,  durch  einfache  Yertauschung   von  x   mit  -^ — x  erh&lt 

man  die  Reihen  auf  den  rechten  Seiten  der  Gleichungen  8)  und  9)- 
Die  in  den  Gleichungen  11)  und  12)  vorkoaimenden  Bezeichnungen 

haben  den  Nachtheil,  dass  dieselben  sehr  unbequem  sind  und  auch 

2JKr 
das  Argument  zu  complicirt  ist,  namentlich  bei  Rechnungen 

mit  derartigen  Functionen,  bei  denen  man  in  die  Lage  kommt 
Funetionszeichen  und  Argument  sehr  häufig  schreiben  zu  mUssen. 
Dieses  hat  später  Jacobi  bewogea  in  seinen  Vorträgen  ttber  die 
Theorie  der  elliptischen  Functionen  sich  einer  einfacheren  Bezeich- 
nung zu  bedieuMi  oad  jede  der  in  den  Gleicdnmgen  7)  bis  10) 
vorkommenden  Reihen  mit  einer  besonderen  Bezeichnvng  zu  ver- 
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sehen,  statt  sieh  auf  die  beiden  in  den  Gleichungen  11)  und  12) 
bemerkten  Bezeichnungen  su  beschränken.  In  Folge  der  gewähl- 
ten Bezeichnung  „i^-"  heissen  die  Reihen,  welche  auf  den  rechten 
Seiten  der  Gleichungen  7)  bis  10)  Torkommen,  „Theta-Fuüctionen" 
(^-Functionen).  Man  kann  diese  Seihen  leicht  in  etwas  anderer 
Form  schreiben,  welche  geeignet  ist,  den  Zusammenhang  dieser 
Reihen  unter  einander  mit  geringen  Rechnungen  darzuthun.  Setzt 
man  2  cos  y  =  «»•'  +  ä""*^,  so  ist: 

l  1  1 

In  der  ersten  Summe  rechts  nehme  man  n  =  m,  in  der  zwei- 
ten Summe  n  =  — m,  es  durchläuft  dann  m  alle  positiven  und 
alle  negatiren  ganzen  Zahlen.  Die  Vereinigung  beider  Summen 
giebt: 

n—B —  OD 

Auf  diese  Weise  lassen  sich  die  rechten  Seiten  der  Gleichungen 
7)  bis  10)  auf  folgende  Art  darstellen: 


13) 


OD  OD 


^  ^e*«»" .  2  (— ir  ?"•*  «**^» 


00  00 

00  ^00 


00  00 

Diese  Summen  nehmen  eine  etwas  übersichtlichere  Form  an, 
wenn  man  q^^p^  setzt.    Da  ^  »«  e^or«,  so  ist  auch: 

00  00  OD 

^^j/iH^ ^Tmxi  ^_   V^^*.log^-f  2iiwc»  ^^  ^y^am^-t-2fegt 

•^gO  ——00  —OD 

wenn  zur  Abkürzung  log  g  «**  a  und  xi^=^b  gesetzt  wird.  Man 
kann  den  vorstekenden  Ausdruck  dabin  yerallgemeinem,  dass  in 
der  Summe: 


14)         S  «:  2^««i^4-»m+£? 


—  00 
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üj  b  und  c  beliebige  reelle  oder  complexe  Grössen  sind.  Setzt 
man  a^^^  a  +  ßiy  so  ist  das  Verbältniss  zweier  sucoessiren  Tenne 
der  Summe  S: 

=  ^(2'»+^)«  +  *[eos(2n+l)i9  +  isin(2n+l)l9]. 

Ist  nun  a  negativ,  so  bat  der  vorstebende  Ausdruck  Null  zur 
Gränze,  wenn  n  unbegränzt  zunimmt  Die  in  14)  aufgestellte 
Reibe  S  ist  also  immer  convergent,  wenn  der  reelle  Tbeil  von  a 
negativ  ist,  welche  endlicben  Wertbe  aucb  h  und  c  baben  mögen, 
es  kann  h  reell,  imaginär  oder  complex  sein.  Die  Quantität  c 
kommt  nicbt  weiter  in  Betracbt,  da  ^  gemeinscbaftlicber  Factor 
aller  Tenne  der  Reibe  S  ist.  Der  Einfacbbeit  balber  werde  c  «»  0 
gesetzt.  Lässt  man  in  der  Gleicbung  14)  a  und  b  variiren,  so 
lassen  sieb  Reiben  bersteilen  ^  in  denen  das  summirende  Element 
nur  grade  oder  ungrade  ist,  die  Terme  der  Reibe  abwecbselnd 
positiv  oder  negativ  sind,  wobei  die  Reibe  mit  einem  constanten 
Factor  multiplicirt  erscbeint.  Man  überzeugt  sieb  leicbt  von  den 
folgenden  Relationen: 

Diese  Reiben  sind  die  in  13)  aufgestellten  Reiben,  nur  in 
etwas  veränderter  Scbreibweise. 

Reiben  von  der  Form  der  in  13)  und  14)  angestellten  Reiben, 
d.  b.  Reihen  von  Exponentialgrössen,  bei  welcben  das  summirende 
Element  im  Exponenten  in  der  ersten  und  in  der  zweiten  Potenz 
erscbeint,  bat  Jacobi  einer  eingebenden  Untersucbung  unterworfen 
und  hat  in  Beziehung  auf  Relationen  zwischen  derartigen  Reiben 
die  Fundamente  zu  einer  ebenso  interessanten  wie  wichtigen 
Theorie,  der  Theorie  der  Theta-Functionen,  gelegt.  Die  Lehre  der 
elliptischen  Functionen  erscheint  als  eine  Folgerung  der  Lehre  der 
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Theta-Funetionen,  eine  Folgenmg,  welche  im  Folgenden  nach  dem 
Vorgange  von  Jacobi  kurz  angemerkt  werden  soll.  Diese  Dar- 
stellung nimmt  in  der  Hinsicht  keinen  unnöthigen  Raum  in  An- 
spruch, als  die  zu  entwickelnden  Gleichungen  zwischen  Theta- 
Functionen  nidit  nur  fUr  die  Lichre  der  elliptischen  Functionen 
und  Integrale  wesentlich  sind,  sondern  die  Theta- Functionen  für 
verschiedene  Zweige  der  Mathematik  von  grosser  Bedeutung  sind. 
Der  Yon  Jacohi  eingeschlagene  Weg  ist  später  in  zwei  bemerkens- 
werthen  Abhandlungen  weiter  verfolgt  worden,  indem  statt  der 
einfachen  Summe  S  der  Gleichung  14)  eine  Doppelsumme  von 
der  Form: 

zu  Grunde  gelegt  wurde,  in  welcher  o,  a^y  5,  c,  Ci  und  g  beliebige 
Quantitäten  und  m,  mi  summirende  Elemente  sind,  welche  unab- 
hängig von  einander  alle  positiven  und  negativen  ganzzahligen 
Werthe  annehmen.  Die  Betrachtungen  einer  Doppelsumme  von 
der  obigen  Form  füirte  auf  Functionen  von  zwei  Variabein  und 
vier  Perioden^  zu  Functionen,  welche  nach  Jacobi  %  Vorschlag 
y^Abelsche  Functionen*^  heissen.  Die  beiden  oben  erwähnten  Ar- 
beiten, welche  zuerst  in  hervorragender  Weise  ein  ganz  neues  Ge- 
biet der  Analysis  erschlossen  haben,  sind  die  folgenden: 

Göpel:  Theoriae  transcendentium  Abelianarum  primi  or- 

dinis  adumbratio  levis.     Grelle,  Joum.  t.  35  p. 
277—312. 
Rosenhain:    Memoire  sur  les  fonctions  de  deux  variables  et  ä 

quatre  p6riodes,  qui  sont  les  inverses  des  int^ales 

ultra  -  elliptiques  de  la  premiöre  classe.    Hömoires 

präsentes  par  divers  savants.    (Savants  ^trangers) 

t.  XI,  p.  361—468.    Paris  1851. 

Auszttge  aus  der  zweiten  Abhandlung  in  Briefen  an  Jacobi 

enthält  Grelle  Joum.  t.  40  p.  319  —  360.     In  der  Einleitung  zu 

seiner  Abhandlung  hat  Rosenhain  einige  Resultate  aus  der  Theorie 

der  Theta-Functionen  nach  Jacobi  aufgestellt 

Es  musB  hier  mit  RQcksicht  auf  weitere  Ausdehnungen  der 

£  n  n  e  p  e r »  elUpt.  Fimcttonen.  ^ 
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in  14)  aufgeBtellten  Reihe  S  und  ihre  AQwendungen  in  der  allge- 
meinen Theorie  der  Abelscheti  Functionen  bei  diesen  Andeutungen 
bleiben.  Die  allgemeine  Theorie,  das  Werk  der  bedeutendsten 
neueren  Mathematiker ,  wie  Weierstrass,  Biemann,  ffermite  u.  A. 
erfordert  weitere  Untersuchungen,  welche  ausserhalb  des  Gebiets 
dieser  Vorträge  liegen. 


Fünfter  Abschnitt. 


§  16.    Die  Theta- Functionen.    Beziehungen  zwischen 

denselben. 

Iiki  Folgenden  werde  unter  q  ein  positiver,  ächter  Bruch  ver- 
standen; oder  allgemeiner,  eine  Exponentialgrösse  von  der  Form: 

wo  a  und  b  wesentlich  reelle,  positive  Quantitäten  sind.  Die 
Variabele  x  kann  jeden  beliebigen,  reellen,  imaginären  oder  com- 
plexen  Werth  annehmen.  Dieses  vorausgesetzt,  werden  die  vier 
Beihen,  welche  unter  13)  in  §  15  aufgestellt  sind,  „Theia- Func- 
tionen^ genannt  und  nach  Jacobi  auf  folgende  Art  bezeichnet  : 

mnoD  r==qD 

-«  1  —  2^coB2a;  +  2^*co8  4x — 2g«cott&^.  +  2tf^«oos  &r.. .. 

OD 

OD 

1 
—  2^*  sina: — 2^"^sin.3a;  +  2^    sinSa:.... 

OD  OD 

^00  1 

-«  2g* cos X  +  2g'cos 3^:  +  2a:"cos bx+.... 
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OD  00 


4)    *3(a:,  q)  =  ^^f'^e^^^  =  1  +  2^/*  cos  2rx 

—00  1 

=  l  +  2ö'C08ii;+2^*co84a;  + Vco86a:  +  2^26co8l0a:  +  .... 

Diese  vier  {^- Functionen  sind  von  den  beiden  Argumenten  x 
und  q  abhängig^  behält  q  im  Laufe  einer  Beehnung  denselben 
Werthy  so  soll  q  unter  dem  Functionszeiehen  nicht  mit  angemerkt 
werden,  also  einfach  &(x)  statt  &{Xy  q)  gesetzt  werden.  Es  werde 
vorläujBg  X  reell  genommen. 

Die  Functionen  d-,  d-^,  #$  sind  grade  Functionen  von  x,  die 
Function  #i  ändert  mit  x  ihr  Zeichen. 

Aus  den  Gleichungen  1)  bis  4)  ergeben  sich  unmittelbar  die 
folgenden  Gleichungen,  in  denen  n  eine  ganze  positive  Zahl  be- 
zeichnet: 

K^+f  )    ^   *(^)'         *^(^  +  1^ ^'^^^  • 

2n+  1 


5)   < 


2 

2«  +  1 
»i(x+nx)  —  »fix),  *,(«+  —Y-  Jf)  -=  *(«)» 

2w  -I-  1 


'»^(x+fm)  =  i-\y»,{x),  ^^(x+^^^Jt)  =  (-l)«+^i(a:). 

Die  Gleichungen  5)  zeigen ,  was  auch  unmittelbar  aus  der 
Definition  der  Theta  -  Functionen  hervorgeht,  dass  dieselben  perio- 
disch sind. 

Setzt  man  in  der  Gleichung  1)  x+-^\ogq  statt  Xj  so  folgt: 


OD 


»(x+^\0gq)  «  2(— 1)'"«*'«^'^^'^^'°**^*=- 


•00 
00  OD 


OD  00 

6* 
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Da  m  alle  reellen  ganzzahligen  Werthe  von  — oc  bis  +  oc 
annimmt,  so  kann  man  in  der  letzten  Summe  rechts  »i  + 1  statt  m 
setzen,  dann  folgt: 

d<a:+  4  log  q)  =  —q^e^^{—\y^^^V^(ß'*-^^)^\ 

OD 

d.  i.  in  Folge  der  Oleichung  2): 

« 

d^{x  +  -^  log  ^)  =  —  /  ^— *e-^  ^1  (.r) . 
Nimmt  man  hierin  — i  statt  i,  so  ist: 

*(a:— ylog^)  =  iq-'^e-'d-.ix). 
Ganz  auf  dieselbe  Art  folgt: 

■ 

*3(a;±  \  log  q)  =  q-h-^'*»i{x). 

■ 

Die  Gleichung  2)  giebt  x+  -^Xogq  statt  x  gesetzt: 


00 


*,(x  +  i  log«)  —  4  2  (— l)V"*'*"^^V2«"+0(x+ilogf)i 


OD 


OD 


—iq-^e^  2  (_l)m^«V"«", 


OO 


d.  i.  nach  1): 
Ebenso  ist: 

H^)  +  \  log«)  =    «-*«'^3(«). 

Die  Zusammenstellung  der  vorhergehenden  Resultate  giebt: 

*(«  +  ^  log  «)  -«  —  iq-^(r^»y{x) , 


6) 


*,(a+-^log«) iq-ie^»{x), 


^i(pc  +  y  log  q) 
*s(«+|-log«) 


«-+c^>3(a:), 
q-ie^»i(x). 
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Vertauscht   man  in   den    voretehenden    Gleichung^en   x   mit 
x+^\ogq,  80  folgt: 

»i(j-+ilogq)  =  —q-^e'^%ix),»3{x  +  nogq)  =  q-^e^»3(x). 

Aus  diesen  Gleichungen  und  den  Gleichungen  6)  leitet  man 
die  folgenden  ab,  in  welchen  m  eine  ganze  Zahl  bezeichnet: 

*(.«;  +  fl»ilog</)  =  (— l)»»y-"»*«2"^'*(a;), 
)  »,(x  +  mi\ogq)  =  (— !)"»(?-'"'«=''»««■  *,(a;), 


»i{x  +  m  i  log  q)  —  g-^g2mxi  ^^^^^  ^ 


8) 


*3(a:  +  »i/logg)  = 

n^^H — 2 — '^<«^)  ~  (~ 

^,    ,  2m+l 

^iC^+— f-ilogg)  =  (— 

^il*«^-! 2 —  *lög^)  — 

^3(a;+— 2^ilog^)  = 


.— m*^2OTa;f 


*3(^). 


_/2m+l\a 


/2m+lv2 


^(22±iy 


«^»^i^**  d^{x). 


Mittelst  der  Gleichungeu  5),  7)  und  8)  lassen  sich  drei  der 
Theta-FunctioDen  immer  durch  die  vierte  ausdrückeu.  Wegen  der 
Complication  der  Argumente  ist  es  indessen  vortheilhafter^  sich 
verschiedener  Bezeichnungen  zu  bedienen. 

Es  ist  *i(a:  +  njr)  »=  ( — iy^x{x).  Nimmt  man  — x  statt  x, 
so  folgt  wegen  il>i(  —  x  +  njc)  — »  — &i{x — ?wr): 

d^i{x—n3€)  =  (—ly^xix). 
Bedeutet  also  n  eine  beliebige  ganze  Zahl,  so  ist  allgemein: 

*i  {x  +  njr)  —  (—  1  )"*i  (x) . 
Vertauscht  man  in  der  ersten  Gleichung  8)  x  mit  x  +  tm^  so 
folgt,  da  ^*^»  — (— 1)*,: 

^jn  4-1  /2m+l\2 

Nimmt  man  hierin  .c  —  0,  so  verschwindet  die  rechte  Seite, 
man  erhält: 
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8)     *(rwr  +  ?^^tlog^)  =  0. 


Analog  lassen  sich  die  Werthe  des  Arguments  finden ,  ftlr 
welche  die  drei  anderen  Theta  -  Functionen  verschwinden.  Man 
findet  ohne  Schwierigkeit  mittelst  der  Gleichungen  5),  7)  und  8): 

d'i{nx  +  milogq)  =  0, 


10) 


H^^^  +  f^i^ogq)  -  0, 
,2n+l      ,  2»i+l.,       .        ^ 


Die  Gleichungen  7)  zeigen,  dass  die  vier  Theta  -  Functionen 
durch  Zunahme  des  Arguments  um  ein  ganzzahliges  Multiplum  von 
i  logq  in  sich  zurückkehren^  multiplicirt  mit  einem  gewissen  Factor. 
Der  Quotient  zweier  Theta  -  Functionen  behält  durch  eine  solche 
Aenderung  des  Arguments,  abgesehn  vom  Zeichen,  denselben 
Werth.  Da  die  Theta -Functionen  an  sich  periodische  Functionen 
sind,  so  folgt,  dass  die  Quotienten  derselben  doppelt  periodische 
Functionen  sind.  Dieses  folgt  auch  durch  Vergleichung  der  Theta- 
Fnnctionen  mit  reellen  und  imaginären  Argumenten,  ein  Verfahren, 
welches  sich  leicht  auf  die  Lehre  von  den  allgemeinen  Theta- 
Functionen  übertragen  lässt 

§  17.    Yergleichnng  der  Theta-Fanctlonen  mit  reellen  and 

imaginären  Argumenten. 

Die  Theta  -  Functionen  mit  imaginärem  Argument  lassen  sich, 
wie  zuerst  Jacobi  (Fund.  p.  161)  gezeigt  hat,  wieder  auf  Theta- 
Functionen  reduciren,  in  welchen  das  Argument  reell  ist^  die  durch 
q  bezeichnete  Quantität  ändert  hierbei  ihren  Werth,  so  dass  die- 
selbe unter  dem  Functionszeichen  mit  angemerkt  werden  muss. 

Die  einfachste  Methode,  Theta -Functionen  mit  imaginärem 
Argument  zu  entwickeln,  rührt  von  Jacohi  her  und  ist  zuerst  von 
Rosenhain  mitgetheilt  worden  (Savants  ötrangers.  t.  XI  p.  396). 

Da  log  q  =  ^^^  so  lässt  sich  die  Gleichung  4)  des  §  16  auch 
auf  folgende  Art  schreiben: 
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llt  ^  ^  ■      OD        I  m  4-      —    I   loif 


OD  —OD 


oder  xi  statt  x  gesetzt: 

.  -iSg?  V    ("•-log?;'»«? 

OD 

Setzt  man  zur  Yereinfaehang : 

dg« 

and  zur  Abkürzung  log  —  »>  a ,  wo  also  a  wesentlich  positiT  ist, 
so  folgt: 

2"^     —Ä  (m  4-  7*^ 
e 

0» 

Setzt  man  rechts  — x  statt  x  und  — m  statt  m,  so  bleibt  die 
rechte  Seite  ungeändert  Es  ist  also  ffi{ — x)  "->  9)(x).  -Die  Oleichung 
2)  giebt  x  +  a  statt  x  gesetzt: 

00 

Setzt  man  rechts  einfach  m  statt  m+\y  so  ergiebt  sieh  wieder 
die  rechte  Seite  der  Gleichung  2),  d.  h.  es  ist  ^{x  +  d)  ^^  fp(x). 
Die  Function  ip{x)  ist  also  eine  grade  und  eine  periodische 
Function  von  x  mit  der  Periode  a.  Nach  der  Reihe  von  Fovrier 
(Note  U)  kann  man  also  setzen: 

r— OB 

3)    9p(a:)  «=  ^^^  +  2     21    -^rCOS^^?. 


Setzt  man  hierin  x  +  a  statt  ;r,  so  folgt: 

q^x  +  a)  —  4)  +  2j^(— O'-^rCOS— . 

1 
Diese  Gleichung  ron  der  Gleichung  3)  abgezogen,  giebt: 

4  ^A^,^^^^!::=:^  =  0. 
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Da  X  variabel  ist,  so  kann  diese  Gleichung  nur  allgemein  f&r 
Air^\  =»  0  bestehn.    An  Stelle  der  Gleichung  3)  tritt  die  folgende: 

QO 

4)       q>{x)  =  ^0  +  2  ^  A^r  cos  -^ — . 

1  ^ 

In  dieser  Gleichung  ist: 

pa  ,  ^       2rjtu, 
aAir  =  ^  9^(tt)  cos  ~^^- 

Substituirt   man    rechts  unter   dem  Integralzeichen  für  ^(u) 
seinen  Werth  aus  2),  so  folgt: 

oder  -—  —B  n;  gesetzt: 


00 


A2r  —  2/*«"*^*  ■''  "^  «^^  2rÄ»  <«v 


OD 


d.  i. 

5)      Air  -  f'e--^'^eoB2rjtwdw  +    2  ^  ^^^+'«>*cos2rjr«;dir 

*  m«  t 

+  2/^-^^'"-^>*cos2r^«;dir. 

Die  Summationen  rechts  lassen  sich  leicht  auf  die  Gränzen 
Übertragen.  Man  setze  im  ersten  Integrale  auf  der  rechten  Seite 
der  Gleichung  5)  fv^v.    Für  m-^-w  =  v  folgt: 

f^-aifn+n^y^^2rjcfvdfv  -  /^'e-^^cos2r^  dt;. 

0  m 

Nimmt  man  m — w  «s  t;,  so  folgt: 

y**^""^*"""^^%os2rjrw<fw  =   r'e^^^eoB2rmdv. 

Durch  diese  Transformationen  nimmt  die  Gleichung  5)  folgende 
Form  an: 


OD 


A2r  '^  J  e    ^^  cos2r^t;  äv  +  ^^  j         e    ^^  C0b2rjtvdv 

o  Im 


1         «» 

OD 


cos2r^t;e^. 
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0  1  3 


Durch  ZuBammenziehnng  der  Oränzen  folgt: 

a 


Die  Gleichung  4)  wird  hierdurch: 

Setzt  man: 

und  a  aa  log—,  so  wird: 

6)        *3(a.t,  ^y"5g?   „  |/-^(l  +  22;.  Seos^^^) 

Der  Einfachheit  halber  fthre  man  folgende  Bezeichnung  ein: 

7)        logjflog^  —  Jt». 
Die  Gleichung  6)  wird  dann  einfacher: 

•^   log-^  1  log 

da  nan: 

1  log—  ^log—    ^ 

Bo  ergiebt  sich  Bchlieeslich  die  Fundamentalgleichung  in  der  Theorie 
der  Theta- Functionen: 


log-  Vlog-      / 

WO  q  und  ^  durch  die  Gleichung  7)  verbunden  sind.    Vertauscht 
man  in  dieser  Gleichung  x  mit  xi^  so  folgt: 
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Eine  andere  Methode,  welche  sich  mit  Hülfe  der  vielfachen 
Integrale  verallgemeinern  lässt,  besteht  darin,  die  Function  d'^ix^q) 
durch  ein  bestimmtes  Integral  darzustellen  und  auf  dieses  Integral 
ein  Theorem  von  Lejeune  -  Dirichlet  anzuwenden.  Der  zu  befolgende 
Weg  ist  der  umgekehrte,  welchen  Jacobi  eingeschlagen  hat 

In  der  Gleichung: 


setze  man  successive  r=  1,  2,  3, r,  multiplicire  die  erhaltenen 

Gleichungen  respective  mit  1,  2cos2a;,  2eo84a;,  ....2ooB2ya;  und 
bilde  die  Summe  sämmtlicher  Producte.    Man  erh&lt  so: 

xfi  ^(If  -4(1)»  -v«(l)* 

^ö)     a  [^  +  2^  cos2«  +  2a       •    cos4a;+..+2if        •    C0B2i;a:] 


=  y   «    *  **[l+2cas26u.cos2x  +  ..,  +  2ooB2»^coB2va:]du 

«0 

^  f   ^""^     I  2  +  cos2(6w  +  a;)+,...  +  coB2y(^  +  a:)U« 
t  =  +C082(fcu — x)  +  ....  +  cofl2i>(ftM  —  x)  mi 

"*"   2!i.<^  sin(ftti — x) 

Im  ersten  Integrale  rechts  setze  man  ftu  +  ^  °»  t;,  im  zweiten 
bu  —  x^^Vy  die  rechte  Seite  von  10)  geht  dann  über  in: 

2^  --OD  smv  '  2fe  —  OD  smt; 

2fe  tl-aDL  J  8M1«' 

Bringt  man  das  rechts  stehende  Integral   auf  die  Gränxen  0 
und  oc,  so  wird  die  Gleichung  10): 
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r-»       ..»., 


k:^ri^.»v -»^Ct) 


[1+22*  eoB2rx] 

Läset  man  in  dieser  Gleichung  v  unbegränzt  zunehmen,    so 
folgt  nach  dem  Theorem  von  leJeune-Dirichlet: 

1 


—  [1+2  2^  e  eoB2rx] 


1[."^*''V  i;(r-<^)'  +  ^'(=^'))] 


» • 


[. .  j^r-^^^  («--^  -  ^ )]. 


Man  dividire  durch  ]/xf  multiplicire  mit  a  und  setze  rechts 

^  -f.  r^  «■  2cosivi^ 
dann  folgt: 

14-2  ^e        .     cos2)/;i( 

Fflr  «    a*  —  f  and  e   "  >*  — x  9'  erh&lt  man  wieder  die  Glei- 
ehongen  7)  und  9). 

FOr  X  —  0  giebt  die  Gleiohnng  9): 

^logi 

—       V     1      1 

Da  nun  logjr  logq^'^x^f  so  ist^/jr  =  l/los— log— ,    setzt 
man  statt  der  Theta-Functionen  die  entsprechenden  Reihen,  so  folgt: 

ylogj  .  [1  +  2^  +  2g*  +  2q^+....] 
—    j/log^,.[l+V  +  2^'*  +  2^'*  +  — 1. 
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Von  dieser  Gleichung  behauptet  Abel  (Grelle  Journ.  t.  4  p.  93), 
daBS  Cauchy  dieselbe  zuerst  in  seinen  „Exercices  de  math^matiques^ 
aufgestellt  habe.  Man  findet  dieselbe  auch  in  der  Abhandlung  von 
Poisson:  Sur  les  integrales  d6finies  auf  p.  420  des  Gab.  XIX  (Tome 
XII,  Paris  1823)  des  „Journ.  de  Tfeeole  Polyt.".  Die  von  Poisson 
befolgte  Methode  ist  indess  später  als  nicht  ganz  einwurfsfrei  ge- 
ftinden  worden,*) 

Die  Gleichung  9)  lässt  sich  auf  folgende  Weise  schreiben: 

OD  ,    I    ji         ^*     »  Imnx 


1 1)     '^^\^'^^y  — r  «'**««'T  «'**«iog  1 

^  log-        1^  "  q 

Man  setze  hierin  ^4-^  statt  x,  es  folgt  dann: 

00  .    /    ^       a;»  7^_    OB  (2jn— t)«a;+»»»«* 

^  log=  ^  * 

oder  rechts  nach  7)  . =  log  q*  gesetzt : 


OD  \      l        ^  X^  ^ 


Jt    _r_  «-,     /«,_i«  (22LzJ>« 


^  log-       ^  ^    *T 

Vertauscht  man  in  der  Summe  rechte  m  mit  «»4- 1,  so  folgt: 

12)     2(-i)-./«V«^'-l/-T'«e*S?'  ^^?^> 


—  00  — ©^  —00  g 

d.  i. 


logr        :^  ,   ■^*» 

a;' 


13)        *(a:,^)=l/-^.'««**/-^,,A 

log—  \loff—      / 


*)  In  der  Abhandlung:  ,,Sar  les  tbnctions  räoiproques''  (£xercices  de 
iuath6iii.  Seconde  ann6e.  p.  156.  Paris  1825)  bemerkt  Cauchy,  dass  er  die 
Gleichung 

/a(l+2tf""*%2<f~*^V...)  —  l/ft(l+2<?~**+2<?"^**V...),  wo  ab—n, 

zuerst  im  Jahre  1817  im  ,,  Bulletin  de  la  Society  philomatique"  mitgetheilt 
habe.    Die  allgemeinere  Gleichung: 

l/a  (1  +  2<f~  ^"cos  2aT  4-  2^^  '^^'^cos  4ar  + .. .) 
findet  sich  bei  Poisson. 
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In  der  Gleichung  11)  setze  man  x — ^  log  ^    statt  x,   hier- 
durch wird: 


OD 


OD 

2nmx 


log  -  » 

oder  einfacher:  2nmx 

Durch  Einführung  der  Bezeichnung  der  Theta-Functionen  Iftsst 
flieh  die  vorstehende  Gleichung  schreiben: 


i^ 


In  der  Gleichung  14)  vertausche  man  x  mitÄ+^*    Die  linke 
Seite  geht  dann  über  in  — ^\{x,q)^  es  folgt: 

—  *i(a:,  ^)  =  1/  -  -^  «  ^  {^\y^q^  ^  q  , 

log  — » 

oder  rechts  nach  7)  ^ — »:^log9^  gesetzt: 

log-         — » 
Es  ist  nun; 


OD 


Setzt  man  zi  statt  z,  in  der  Summe  rechts  — m  statt  m,  so  wird: 


GO 


^xi'hP)  -  jli  (-l)«p(«-*>*/^-'>*. 


OD 
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Die  Gleichung  16)  läast  sich  also  schreiben: 

I  /   X       ^*       /Jtxi      \ 

17)        ^,{x,  q) 1  y f  elog^  ^i( ""T' n* 

log-  Mog-     / 

^q  ^q 

Die  Znsammenstellung  der  Gleichungen  9),  13),  15)  und  17) 

giebt: 


18) 


log- 


log- 


a^ 


[ 


log^-  M«)g- 


FQr  n;  SB  0  reduciren  sich  die  ersten  drei  Gleichungen  Auf: 


19) 


^3(0,  (r)=  |/-\*3(0,^0, 


log- 


*(0,  q)  -  l/-^  ^2(0,  (?0, 


log^ 


♦.(0,  q)  -  l/-j  *(0,  q% 


log- 

wo  q  und  ^  durch  die  Gleichung  log 9. log ^^a»  n^  verbunden  sind 
Die  Gleichungen  18)  und  19)  finden  sich,  ihrem  wesentlichen  Inhalt 
nach,  in  den  Werken  von  Gauss,  Band  III,  p.  436  angefbhrt  Es 
scheint,  dass  Gauss  schon  sehr  lange,  höchst  wahrscheinlich  schon 
gegen  Ende  des  vorigen  Jahrhunderts,  die  allgemeinen  Gleichungen 
gekannt  hat,  wenn  audi  nach  einer  Notiz  auf  p.  294  der  Heraus- 
geber erst  das  Jahr  1808  glaubt  annehmen  zu  dttrfen.    Auf  alle 


t 


»5 

Fälle  zeigt  der  Nachlass  von  Gauss  über  die  elliptisehen  Functionen 
einen  grossen  und  reidien  Schatz  von  Entd^ungen^  der  weit  über 
ein  halbes  Jahrhundert  hinaus  der  wissenschaftlichen  Welt  nur 
vom  Hörensagen  bekannt  war. 

Untersuchungen  über  allgemeinere  Theta -Functionen  mit  Bück- 
sieht auf  reelle  und  imaginäre  Argumente  findet  man  bei  Meissei 
(Grelle.  Journ.  t.  48  p.  324— 33 1),  Thamae  (Die  allgemeine  Tran»- 
formatiota  der  ^-Funotionen.  Göttingen  1864),  Eameper  (Zeitschrift 
für  Mathematik  t.  12,  p.  79—85). 

%  18.    Das   Multiplleationstlieorem   der   Theta  -  Fnnctioiieii« 

In  seinen  Vorträgen  über  die  Theorie  der  elliptischen  Func- 
tionen hat  Jacohi  eine  bemerkenswerthe  Beziehung  zwischen  den 
Summen  zweier  Producte  von  je  vier  Theta  -  Functionen  derselben 
Art;  aber  mit  yerschiedenen  Argumenten ,  aufgestellt ,  welche  als 
ein  Fundamentaltheorem  in  der  Lehre  von  den  Reihen  mit  Expo- 
nenten zweiten  Grades  angesehen  werden  muss.  Auf  dieses  Fun- 
damentaltheorem hat  Jacohi  sowohl  die  Lehre  von  den  elliptischen 
Functionen  basirt^  wie  die  Additionstheoreme  der  elliptischen  Inte- 
grale von  EuXer  und  Legendre,  In  einem  Briefe  an  Hermte,  wel- 
cher in  Grelle.  Journ.  t  32,  p.  176—181  {Jacobu  Werke  L  p.  357) 
abgedruckt  ist,  hat  Jacohi  sein  Theorem  erwähnt  In  einer  Ein- 
leitung zu  seiner  grossen  Abhandlung  (Savants  itr.  t.  XL  p.  371) 
hat  Rosenhain  den  von  Jcu:ohi  gegebenen  Beweis  mitgetheilt.  Zu 
bemerken  ist  nur,  dass  dort  die  Bezeichnung  &  in  einer  etwas 
yerschiedenen  Bedeutung  von  der  hier  gebrauchten  auftritt. 

Der  Beweis  von  Jacohi  beruht  auf  dem  folgenden  sehr  ein- 
fachen algebraischen  Satze: 

„Sind  die  Quantitäten: 

a,  h,  Cy  d\ 

a\  V,  c%  df\ 

durch  eins  der  Systeme  von  Gleichungen  verbunden: 

a'  -=.  i(a+ft  +  c  +  tf),  a  —  \{a' +  V+if  +  df), 

V  —  \{a  +  b—c—d)y  h  —  ^Jx' -{^V—&—äf)y 

^^      c'  —  i{a'\'h  +  c—d)y  c  =-  4(0'— 6'  +  c'~d0, 

df  =  4(a— ^~c-|-d).  d  —  4(a'— ft'— c'+*)^ 


■I 


\ 
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so  ist: 

2)      a^+  ft2  +  c2  +  d2  —  a'2  +  ^ /2  +  ^2  +  ^/2. 

Bilden  a,  b^  c^  d  ein  System  von  ?ier  gleichzeitig  graden 
oder  ungraden  Zahlen,  80  ist  dieses  aueh  mit  a\  Vj  c%  d*  der  Fall. 
Durchlaufen  a,  h^  c^  d  alle  Systeme  von  vier  gleichzeitig  graden 
oder  ungraden  Zahlen,  so  durchlaufen  afj  Vy  c%  df  dieselben  Zahlen- 
systeme, nur  in  anderer  Ordnung.'' 

Die  Gleichung  2)  ist  offenbar  eine  unmittelbare  Folge  der 
Gleichungen  1). 

Was  die  Zahlensysteme  betrifft,  so  überzeugt  man  sich  leicht 
von  der  Richtigkeit  der  obigen  Behauptung  durch  die  folgende 
Tabelle.  Da  alle  Zahlen,  positiv  oder  negativ,  von  einer  der 
Formen  4j?,  4p +  1,  4/>  +  2,  4j»  +  3  sind,  so  lassen  sich  folgende 
Annahmen  machen,  in  denen  a,  ^,  /  und  6  beliebige  Zahlen  sind. 


a  = 

h  — 

c  — 

d  <-= 

4«, 

*ß, 

*7, 

4<J, 

4«, 

*ß, 

4y, 

4d+2, 

4«, 

*ß, 

4/ +  2, 

4rf  +  2, 

4«, 

4^  +  2, 

4y+2, 

4d  +  2, 

4«  +  2, 

4^+2, 

47  +  2, 

4rf  +  2. 

Im  Vorstehenden  sind  Systeme  von  vier  graden  Zahlen  zu- 
sammengestellt, es  ist  selbstverständlich,  dass  a,  ^,  c,  d  unter 
einander  permutirt  werden  können.    Zur  Abkürzung  setze  man: 

€t+ß+Y  +  6  —  a%      a  +  ß—Y—6  =  ß"^ 
ü~ß  +  r—6  =  y',      a—ß—Y  +  6  =  d'. 

Mittelst  der  Gleichnngen  1)  findet  man  dann: 

a'  =  ft'  =  c'  =  d'  = 

2  a',  2/J',  2y',  2()', 

2«'+l,  2iJ'  — 1,  2y'— 1,  2d'+l, 

2a' +  2,  2lJ'— 2,  2y',  2d', 

2a'  +  3,  2/?'— 1,  27'—!,  2d'— 1, 

2a' +  4,  2/9',  2y',  2d'. 

Sind  a,  fr,  c,  c^  gleichzeitig  ungrade  Zahlen,  so  kann 
man  setzen: 
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a  =  b  =  c*=  d  = 

Aa+l,  4/9+1,  47  +  1,  4d+l, 

4a  +  l,  4^+1,  47  +  1,  4<)  +  3, 

4a  +  l,  4^+1,  47  +  3,  4<J  +  3, 

4a+l,  4j9+3,  47  +  3,  4d+3, 

4a  +  3,  4/9+3,  47  +  3,  4rf  +  3. 

Diesen  Werthen  entsprechen  nach  1)  folgende  Werthe  von  a', 
b',  &,  tf: 

a'  =  j'  ==  c'  =  <f  = 

2a' +  2,  2/9',  2/,  2rf', 

2a' +  3,  2/9'— 1,  27'—!,  2<J'+1, 

2a' +  4,  2/9'— 2,  27',  2d', 

2a'  +  5,  2^'- 1,  27'—!,  2d'— 1, 

2a' +  6,  2/9',  27',  2d'. 

Nimmt  man  z.  B.:  a  =  1,  6  >»  3,  c  =  5,  d  — ■  7,  so  ist: 

a'  ==8,  6'  =  —4,  &  ^  —2,  d*  -=  0;   umgekehrt  folgt  für  a  =  8, 

h  =  _4,  c  =  —2,  d  =  0;    o'  —  1,  ft'  =  3,  c'  =  5,  «f  =  7. 

Durch  eine  leichte  Transformation  folgt: 

OD                                                          OD 
OD  00 

00  00 

Ebenso  ist: 

OD  OD 

Nehmen  tn^  m%  mf'  und  wf^'  unabhängig  von  einander    alle 
ganzzahligen  Werthe  von  — oc  bis  +  x:  an,  so  ist: 

wo: 

Enneper,  altlpt.  Fanotlonen.  7 
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+ 


/2m"'  ,     .V 


/2m-f-l,        ^     .Y    j^    /2m'  +  l,  ,      V 

T  =  ( — j —  logg  +mt  j     +   l — ^ —  logj-  +  xtj 

^  /2i»"+i,      ,    .y  ,   /2fli^^M-i,      j    .v 
+  I — 2 —  ^'^^  +  y« )   +  I — 2 —  ^^*  "^  ^j  • 

In  dem  Exponenten  <s  sind  in  den  Quadraten  die  Factoren 

1 
von  «log 9  Tier  beliebige  grade  Zahlen,  nämlieh  2m,  2m',  2m''  und 

2m^%  in  dem  Exponenten  r   sind  die  betreffenden  Factoren  vier 
gleichzeitig  ungrade  Zahlen. 

Bildet  man  die  Summe  der  Gleichungen  3)^  so  kann  man  setzen: 
4)  e       ^"^^       S'^, 


w«: 


+  (|log^  +  ytJ   +   (flQgö^  +  ^^J^ 

und  das  Zeichen  Sf  sich  auf  alle  Systeme  von  vier  gleichzeitig 

graden  oder  ungraden  Zahlen  bezieht 

Mittelst  der  Gleichungen  1)  und  2)  lässt  sich  H  auf  folgende 

Weise  darstellen: 

äx        17        r^  +  fe  +  c  +  tflogg     .     w^rx±y±z?^ 
6)       J7  -  1^  j ^      +    5 ij 

+  L — 2 r  +  — 2 — 'J 

+  L ^ -Y     +   2 ^J 

+  L 2 2"   +   2 *J 

Man  flüire  nun  aus  1)  die  QuantitAten  af^  b%  &  und  df  ein^ 
setze  femer  zur  Vereinfachung: 
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»' =  ^(fv  +  x  +  y  +  z),     x"  =  ^(nf  +  x  —  y—z), 
y'  =  ri^—x  +  y—z),     z'  =  i.(«;_a:— y  +  z). 

Der  in  6)  aufgestellte  Ausdruck  von  H  nimmt  dann  folgende 
Form  an: 

8)      £r=^~log(?  +  «;'iJ    +    ^^log^  +  x'ij 

+    (f'log^  +  yij    +    (ylog^+z'ij. 

Da  afj  b%  cf  und  öf  ebenfalls  alle  möglichen  Systeme  von  rier 
graden  oder  ungraden  Zahlen  durchlaufen,  und  nach  7) 

so  lässt  sich  die  rechte  Seite  der  Gleichung  4)  auch  schreiben: 

wo  nun  E  durch  die  Gleichung  8)  bestimmt  ist  und  sich  wieder 
JS'  auf  alle  Systeme  von  vier  graden  oder  ungrad«n  Zahlen  a',  &', 
cf  und  df  bezieht  In  Folge  der  Gleichungen  1)  und  2)  ist  aber 
der  in  9)  aufgestellte  Ausdruck ^  unter  Zuziehung  von  8)  gleich: 

Man  gelangt  hierdurch  zu  dem  folgenden: 

Fundamental  -  Theorem : 
Sind  die  Argvmente  rvy  x,  y,  z  und  ir',  x\  y',  z'   durch   die 
Gleichungen  verbunden: 

fv'  =   \ifv  +  x  +  y  +  z),      w  =  i(,i;'  +  x'  +  y'  +  z'), 

y'  =   ^{fv—x  +  y—z)y      y  =  \{rv'—x'  +  y'—z% 

zf  =«   l{fif—x—y^z),      z  =  \{w' —X* —y' '\- 2f\ 
so  ist: 

^i(fv)»^(x)»^iy)»z{z)  +  H^)M^)Hy)^2{z) 

In  dem  oben  erwähnten  Briefe  Jacobi's  finden  sich  die  Worte : 
„Dans  un  des  premiers  volumes  du  Journal  de  M.  Cr  eile ,  j'ai 
donnö  des  formules  d'addition  et  de  transformations  conjointes, 
resflortantes  de  la  multiplication  seulement  de  deux  9.  Ces  for- 
mules fönt  voir  que  Ton  peut  arriver  par  deux  transformations 

7* 
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sucoessiveBy  non-seulement  k  la  multiplication,  mais  encore  aux  for- 
mules  de  Taddition.^ 

Man  kann  das  von  Jacobi  bemerkte  Verfahren  der  Multiplica- 
tion  zweier  ^-Functionen  anwenden,  Um  zu  dem  obigen  Funda- 
mentaltheorem zu  gelangen.  Da  die  sieh  ergebenden  Gleichungen 
auch  f&r  andere  Untersuchungen  von  Interesse  sind,  so  möge  bei 
der  Wichtigkeit  des  Theorems  noch  eine  zweite  Ableitung  des- 
selben angemerkt  werden.  Bei  diesem  Verfahren  ändert  das  zweite 
Argument  q  seinen  Werth,  dasselbe  muss  also  unter  dem  Functions- 
zeichen  mit  angemerkt  werden.' 

Aus  den  Definitionen: 

OD  .  OD 

folgt: 


oe»  —  OD 


v£>  OD 


H^,il)Uy,9)  =  ^y:  tfX^+n^gim^+inyi 


•QO    OD 


10)    < 

Durch  andere  Anordnung  der  Summation  auf  den  rechten 
Seiten  lassen  sich  wieder  Producte  von  ^-Functionen  herstellen,  in 
welchen  q  durch  q^  ersetzt  ist.    Man  setze: 

11)      m'  =  — ^,    «'  «-     ^. 

Die  erste  Gleichung  10)  wird  dann: 

In  Folge  der  Gleichungen  11)  sind  m'  und  n'  ganze  Zahlen, 
wenn  m  und  n  gleichzeitig  grade  oder  ungrade  sind,  man  hat 
dann  mf  =  r,  nf  =^  s,  wo  r  und  s  ganze  Zahlen  sind.    Ist  eine  der 

Zahlen  m  und  n  grade,  die  andere  ungrade,  so  haben  m^  und  n' 

1  1 

die  Formen  r  +  -^j  *  +  ^*    Unterscheidet  man  diese  Fälle  auf  der 

rechten  Seite  der  Gleichung  12),  so  folgt: 

r  SB  —  go   ^Hi — OD 
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r=S  OD  5aa   00 

r  — ■ 00    S  mm OO 

Die  Doppelflummen  rechts  repräsentiren  wieder  Producte  von 
Theta-Functionen,  in  welchen  q  durch  q"^  ersetzt  ist^  die  vorstehende 
Gleichung  lässt  sich  also  auch  auf  folgende  Art  darstellen: 
13)         »r,{x,  q)^^{y,  q)  —  ^^{x  +  y,  q^)»^ix—y,  q^) 

Setzt  man  a;  +  y  =  w,  ^ — y  =  v,  so  giebt  diese  Gleichung: 


14)      ^(«-±£„)»,fc», ,) 


Wendet  man  auf  die  zweite  Gleichung  10)  ähnliche  Betrach- 
tungen wie  auf  die  erste  an,  so  erhält  man  mittelst  der  Substitu- 
tion 11): 


OD  OD 


y.    y.«[('-+l)'+*']e(2r+  l)(«+y>+2*(«-y>- 


OD    OO 

<X>  00 


+  2  2«t'-'+(*+i)'J<!2Ka;+y)«+(2»+l)(a-yX 

—  OD    —OD 

d.  h.  es  ist: 

15)  {^2(a:,  q)»^{y,  q)  =  H^+y,  q')»z{x—y,  q^) 

+  H^  +  y,q^)H^—y,q^)' 

Für  .r  +  y=  M  und  x — y  =  v  giebt  die  vorstehende  Gleichung: 

16)  *,(^^  q^  *,("*=-',  q^  =  Hu.  q^)Hv.  q') 

+  Hu,q')Hv.q^). 

Mittelst  der  Gleichungen  14)  und  16)  beruht  der  Beweis  des 
Fundamentaltheorems  auf  einer  einfachen  algebraischen  Identität. 
Setzt  man  zur  Abkfirzung: 

(   a   =  ^z(^c  +  y,q^)y     a  =  »2(^  +  y,q^)y 

>         W   =  H^  +  z,q^),     ß  =  H'^  +  z.q^), 

b'  =  »ziw-z,  q%     ß'  ==  M^-Zj  q% 
so  ist  nach  13)  und  15): 


102 

18)      Hf^)Hx)»^(y)»^{z)  +  Hn^)H^)Hy)M^) 

=  {aa'  +  aa')(bb'  +  ßß')  +  (aa' +  a'a){bß' +  b'ß). 

Die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  ist  ^uch  gleich: 
1 9)        {ab  +  aß)  {afV  +  a'ß')  +  (aß  +  ba)  {a'ß'  +  ft  V) . 
Nun-  ist  nach  17): 

2Ö)    ai>  +  aß  =  H^+y,  q^)  ^^iw+z,  q^)  +  H^+y,  q^)  H^+z,  q^). 
Unter  Anwendung  der  Gleichung  14)  folgt  hieraus,  m  =  w  +  z, 
t;=«=  a:  +  y  gesetzt: 

21)  ab+aß  =  ^8(^-  2  ^y^\ 2  '  V* 

Vertauscht  man  y  und  z  respective  mit  — y  und  — z,  so  ist 
analog : 

22)  a'V  +  af^^  ^^^«>  +  .-y-z^  g)»s("'~"'  +  ^~^,  «). 
Nach  17)  ist  ferner: 

aß  +  &a  =  ^^{tv  +  z,  q^)M^+yy  q^)  +  »2{n^+z,  q^)»^(x  +  y,  q^). 
Unter  Zuziehung  der  Gleichung  16)  folgt  hieraus: 

23)  aß  +  ba==  »2(  2     ^  V      V 2  ^  V' 

Vertauscht  man  hierin  y  und  z  mit  — y  und  — z,  so  folgt: 

24)  a'ß'  +  »v==»,("  +  "7-^  ,) »^("'-^+y-^,  ,). 

Mittelst  der  Gleichungen  21)  bis  24)  lässt  sich  der  in  19)  auf- 
gestellte Ausdruck  durch  ^-Functionen  mit  dem  zweiten  Argument 
q  darstellen.  Da  dieser  Ausdruck  gleich  ist  der  rechten  Seite  der 
Gleichung  18),  so  ergiebt  sich  durch  Substitution  unmittelbar  das 
Fundamentaltheorem.  Auf  Gleichungen  von  der  Form  der  Glei- 
chungen 13)  und  15)  hat  Krusefnark  nach  einer  Methode  von 
Eisenstein  einen  Abriss  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen  im 
Journal  v.  Grelle,  t.  46,  p.  189 — 236  basirt.  Das  Verfahren  ist 
dem  von  Jacobi  ganz  ähnlich,  nur  weniger  einfach. 

Die  Gleichungen  13)  und  15)  bilden  einjen  sehr  speciellen  Fall 
eines  allgemeinen  Satzes  von  Schröter,  von  welchem  bei  Gelegen- 
heit der  Modulargleichungen  die  Rede  sein  wird. 
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§  19.    Anwendungen  des  Fundamental -Theorems. 
Die  Theta-Fnnetionen  mit  zusammengesetzten  Argumenten. 

^  Nach  §  18)  ist: 

^x       i  f^  =  Ti^  +  x  +  y  +  z),    y'=  t(w— a:+y— z), 
I  x^  =  y{w  +  x — y— z),    z'=^  ^(w— a; — y  +  z). 
Lasst  man  die  Argumente  w,  Xj  y^  z  nm  grade  oder  ungrade 

Multipla  von  y,     «1^^,     "o  +  ö  ^^Sä'  zunehmen,   so  giebt  die 

Gleichung  1)  zu  einer  grossen  Menge  interessanter  Relationen  zwi- 
schen ^-Functionen  Veranlassung.  Von  diesen  Relationen  sollen 
nur  die  erwähnt  wenden ;  welche  fbr  die  Theorie  der  elliptischen 
Functionen  wesentlich  sind.  Die  Zunahmen  der  Argumente  w,  x, 
y,  z  sollen  so  gewählt  werden,  dass  w*^  x%  y',  zf  um  positive  oder 

negative  Multipla  einer  der  drei  Quantitäten  -^,  » ^^  ^  7  +  o~^^  ^ 
zunehmen,  also  wieder  auf  Theta  -  Functionen  mit  dem  zweiten 
Argument  q  reductibel  sind.     Dieses  ist  natürlich  nicht  flir  alle 

maß 

Zunahmen   der   Fall,    lässt   man  z.  B.  if  um  -^^   zunehmen,   so 

nehmen  w\  xf,  y',  z'  sämmtiich  um  -j  zu,  Functionen  von  der 
Art  wie: 

lassen  sich  nicht  durch  die  Functionen  ^(a;),  *i(a:),  ^%{x)  und  #3(0;) 
ausdrücken,  in  welchen  das  zweite  Argument  q  unverändert  ge- 
blieben ist.  In  dem  folgenden  System  von  Gleichungen  ist  die 
Herleitung  jeder  Gleichung  angegeben.  Zur  Abkürzung  ist  gesetzt 
„in  1)  w  -H  ^",  statt  in  der  Gleichung  1)  w  mit  w  +  jr  zu  ver- 

jr  ir  jf 

tauschen^  ebenso  beziehen  sich  rechts  w'  +  ^,  o;'  +  -0^,  /  -J-  -x-j  ^'+ 
^  auf  die  gleichzeitigen  entsprechenden  Zunahmen  von  n>\  xf^  2^^ 

z'  um  2  in  Folge  der  Gleichungen  2).  Aehnliches  gilt  fllr  die 
übrigen  Gleichungen« 
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L 

^^      *(«'')*(a5')*(yO*(^)  +  *i(«'0*i(*-0*i(y')*i(zO- 

In  1)  »  +  -^,  a:+j,  y+-^,  z  +  2^.  w'  +  x. 

»(n>)»ix)»(y)&iz)  +  *,(«')*,(a:)*,(y)*.(2)  = 
^^         *s(«'0*3(aO*s(y')*3(^')  -  *2(«'0*2(^)*j(y')*2(«'). 

In3)»  +  3r.  w'  +  j,x'+^,y'+^,z'+j. 

^n>) «ix) »{y) Hz)  -  »ti«>)M^)  Hv) *. W  = 

*^      frC»')  *(;cO  *(/)  ^(^0  -  Mn'O  *i(^0  *i(yO  *i(^0  • 

In  1)  fv  +  j,  x+  j.  tv'  +  "2,  ar'+  2". 

*(ii;)  *(a?)  ^s(y)  *3(2)  +  ^1 W  *i(a:)  »M  H^)  = 

In5)ip  +  jr.  w^'^"  2">  ^+ 2"»  y'+ "2 '  ^'+ T* 

■  •  •  ■ 

lab)  y  +  *^\ogg,   z  +  !j  log  5',         «"+  ^  log?,     a;'—  ^  log  q. 
»iw)Hx)»iiy)&i{z)  +  *i(«')*i(a;)i>3(y)*3(z)  = 

In7)w  +  x.  >i>'  +  ^,x'  +  ^,y'  +  ^,  z'+j. 

»(w)Hx)»i{y)»i(z)  -  i^i(n.)*,(j;)*3(y)*3(2)  = 

In  7)  und  8)  m  +  ^,  x  +  ^.  »'+  ^  •<^+'2- 

*3(«')*3(a;)*2(!/)*i(^)  +  *2(«')*i(.«;)*3(y)<>3(z)  = 
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fraW  H^)  Hy)  *»(2)  —  Hr^)  *j(«)  Hy)  *s(^)  = 

In  7)  und  8)  y  +  ^,  2  +  ^  «,'  +  ^,  ^'-|. 

#(«;)iHa;)i>i(y)*,(2)  +  H«')M'^)Hy)H^)  = 

Die  Summe  der  Gleichungen  9),  10),  11)  und  12)  giebt: 
*3(«')*3(a;)*-2(y)*iW  +  *(«')*(r)*,(y)*i(2)  = 

^     ^3(«'0^s(^)*2(20*2(20  +  Hf^OH^OHyOM^O' 

Die  Summe  der  Gleichungen  11)  und  12)  von  der  Summe 
der  Gleichungen  9)  und  10)  abgezogen  giebt: 

H'^)H^)Hy)H^)  —  *(«')<^(.i)*,(y)*,(z)  = 

)     *j(»0*2(c')*3(yO*3(20  +  »ii'^')M^Hy')H^')- 

In  1)  a;+  2  logy,  y  +  j,  z+  J  +   2  ^^^9- 

*3(«')#2(.c)<^(y)*,(z)  +  H''>)Mr)Hy)H^)  = 

In  15)  w  +  ^r. 

*3(«')*2(.r)*(y)*,(^)  -  H«>)»Ä^^)»i(y) »(')-  = 

—  *»(»')  *3C^0*l(y')*(^')   +   *3(«'0*i(-'=') *(«/')  *1  (2')- 

Aus  den  Gleichungen  1)  bis  4)  von  I.  lassen  sich  vier  Glei- 
chungen herstellen,  welche  den  Relationen  zwischen  den  Argumen- 
ten fv,  w'  etc.  analog  sind.    Man  setze  zur  Abkürzung: 

H«>)»^{x)».i{y)»i{z)  =  A,,     *3W*3(.f)*3(y)*3(z)  =  »3. 

Für  die  Argumente,  w',  .v',  y",  z'  werden  die  entsprechenden 
Producte  durch  h',  h\,  h'i,  h'3  bezeichnet.  Durch  Verbindungen 
durch  Addition  und  Subtraction  geben  die  bemerkten  Gleichungen^ 


15) 


16) 
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A'i  =  f(As— Ai— Ä  +  M, 
Ä'    =  f  (A3— Aj  +  A— A,). 

Legt  man  dem  Aipimente  w  besondere  Werthe  bei,  so  lassen 
sich  aus  dem  System  L  Oleichungen  herstellen  zwischen  Theta- 
Functionen  mit  zusammengesetzten  Argumenten.    Nimmt  man  z.  B. 

n>  =  —(x  +  y  +  2),  so  ist  w'  ==0,  a/  ==  — (y  +  «),  y'  ==  —  {x-{-z), 
2'  =  — (x  +  y).    Die  Gleichung  2)  Ton  L  giebt  dann : 

»i{x  +  y  +  z)  *3(a;)*3(5')*s(2)  —  »%ix  +  y\-z)  »i(x)»2{y)»i{z)  = 

#(0)  *(a;  +  y)  *(a;  +  2)  ^  +  2). 

Die  rechte  Seite  bleibt  ungeftndert,  wenn  x,  y,  z  vertauscht 

JBM  ^^  4f^ 

werden  mit  x  +  -^,  V  "^  v  ^~^4'    ^^^  gol*i^  bo  zu  der  folgen- 
den Doppelgleichung: 

n. 

»z(x  +  y  +  z)»i{x)»^{y)»i{z)  —  *j(a;  +  y  +  ^)*j(af)frj(y)*j(^) 
1)      =  ^a;  +  y  +  2)  iK«)  *(y)  *(2)  +  <>i(a:+y+^)*i(a;)*i(y)*i(2) 

=  *(0)*(a;-|-y)*(x  +  2)*(y-|-2). 

In  1)  .T  +  n  statt  X. 

»{x  +  y  +  z)»{x)»i{y)»i{z)  —  *i(a;  +  y  +  2)*,(a!)*j(y)*j(2) 

2)     —  *s(« + y + «)  *3(a;)  *(y)*(2)  +  *2(«+y+«)  *i(«)  *i(y)  *i(«) 

=  ^0)  «•,(» -f- y)  *3(« + ^)  *(y + 2)  ■ 

In  2)  y+^log«?,  2— ^loggr  statt  y,  2. 

#(a;4-y  +  «)*(a:)*20/)*2(z)  —  *i(a;  +  y  +  2)  i^i(a;)  *,(y)  *s(2) 

=  *(0)*i(x-|-y)*j(a:  +  2)*(y  +  2). 
In  3)  ^  +  0  statt  X. 

^%(x  +  y  +  z)  *3(a;)  *2(y)  *,(2)  —  *,(«  +  y  +  2)  *j(a;)  *,(y)  ^sC«) 

4)      —  *(a;  +  y  +  2)*(a;)<^i(y)*,(2)  +  *i(a:+y+«)*t(»)«<y)*(^) 

-=  *(0)*,(«+y)*i(x-|-2)*(y-|-2). 
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Für  n>^== — {po  +  y-^z)  giebt  die  Gleichung  15)  von  I.  aualog 
der  Gleichung  1)  von  IL  zu  folgender  Doppelgleichung  Veranlassung: 

=  ^(0)^2(.r  +  y)^3CT  +  z)^i(y  +  z). 

Die  in  IL  aufgestellten  Gleichungen  lassen  sich  leicht  vermeh- 
ren^ indem  man  z.  B.  Gleichungen  aufstellt,  bei  denen  die  Gonstante 
*(0)  durch  #5(0)  oder  ^sC^)  ersetzt  ist  Da  die  betreffenden 
Gleichungen  im  Folgenden  nicht  zur  Verwendung  kommen,  so 
sollen  dieselben  nicht  weiter  ausgefllhi't  werden.  Von  grösserer 
Bedeutung  wie  die  in  IL  enthaltenen  Gleichungen,  sind  die  Rela- 
tionen zwischen  Theta- Functionen  niit  den  Argumenten  a;  +  V  ^^^ 
x—y. 

In  den  Gleichungen  2)  und  4)  von  I.  setze  man  iv  »*  — x, 
z  =  — y,  also  w'  «=  0,  ar'  =  0,  y'  5*=  — (x — y),  z'  =  — (x  +  y). 
Es  folgt: 

H^)^Hyy  —  H^yHy)^  =  &(oyH^+y)»(x—y). 

Aus  diesen  Gleichungen  folgt  unmittelbar: 

6)     H^yUyy  +  »li^YHyy  =  H^YHyY  +  H^^Hy)^- 

Addirt  man  die  Gleichungen  1)  und  3)  von  L,  so  folgt:  « 

Hn^)H^)Hy)M^)  +  Hf^)H^)Hy)Hz)  -i  H^)H^)Hy)H^)' 

Setzt  man  hierin  w  =  — x,  z  =  — y,  so  folgt  mit  Rücksicht 
auf  die  Gleichung  6): 

IIL 

H^yUyy  +  H^YHyy  =  Kr)^Hyy  +  H^y^yy 

^  H^yH^  +  y)H^'-y)^ 

In  1)  a!+  ä  statt  x. 
^  *s(0)'^*(«  +  !/)*(x— y). 
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In  1)  und  2)  x  +  -ä\ogq  statt  x. 

H^y  Hyy  -  H^)^i  (yy *i(^)*  Hyy  +  H^y  Hy^  =- 

»i(xyHyy-H^yHyy  =  »(xy»i(i,y-»t{xyHyy  = 

*3(0)»*i(a;+y)*i(a;— y). 

Aehnlich  wie  die  Gleichungen  2),  3),  4)  aus  1)  folgen,  ergeben 
sich  im  Nachstehenden  immer  aus  der  zuerst  entwickelten  Glei- 
chung die  drei  folgenden.  In  der  Gleichung  5)  von  L  setze  man 
w  =  — X,  z  =  — V,  dann  folgt: 

Vertauscht  man  x  und  y,  so  ergiebt  sich  folgende  Doppel- 

r 

gleichung: 

H'^yHyy-M^YHyy  =  H^^Hy^-H^THy)'  = 

^  »(0y»3(x+y)»i(x—y). 

H^YHyY-H^yHyy  =  H^yHyY-H^yHy?  = 
^  »(oyH^+y)H^—y)- 

-»xi^YHyy+H^yHyy  =  H^^Hy^-H^y^iiv^ - 
^  »(oyH^+y)H^—y)- 

-M^yUyy+H^yHy)'  =  »ii^y  Hyy—H^yMyy- 
'  •  »(oyM^+y)H^—y)' 

In  der  Gleichung  14)  von  I,  setze  man  »  =  — x,  x«= — y, 
vertausche  nachher  x  mit  y,  wodurch  die  rechte  Seite  unverändert 
bleibt.    Man  findet  dann: 

H^)'Hyy  +  H^yHyy  =  H^^iiyy + H^yHyy  = 

H^yuyy+H^yHyy  -  M^yHyy+H^yHyy  = 

^  »ii'^yHx+y)»(x—y). 

.  H^yHyy-»t{^y»t(yy  =  M^ynyy-H^yHyy  = 

''  HoyH^+y)H^-y)' 

»lixyuyy-H^yHyy  =  H^yHyy-u-^y»(<yy  = 

'^  *i(0)»*i(a;+-y)*i(a;— y). 
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Die  vorstehenden  zwölf  Gleichungen  gehören  zu  den  Funda- 
mentalgleichungen, durch  welche  die  Theorie  der  Theta-Functionen 
mit  der  Lehre  Ton  den  elliptischen  Functionen  in  Zusammenhang 
gebracht  werden  kann. 

Setzt  man  in  den  Gleichungen  1),  2)  und  11)  von  IIL  y  ^^^  Xy 
so  folgt: 

IV. 

1)  &^{oy&^(2x)       ^  H^Y  +  H^y  =  H^y  +  H^Yy    * 

2)  ^3(0)2^(0)  *(2a:)  =  Hxy^(xy+^^{xy»^{xy, 

3)  ^2(0)3  ^2  (2a:)      =  »^i^y—M^Y  =  H^Y—H^Y' 

Die  Functionen  ^,  d-^ ,  ^^  mit  dem  doppelten  Argument  lassen 
sich  durch  Functionen  mit  den  einfachen  Argumenten  ausdrtlcken. 
Dieser  Satz  lässt  sich  noch  erweitem,  wenn  man  die  Gleichungen 
IV.  mit  den  Gleichungen  IL  combinirt. 

Die  Constanten  ^(0)  und  ^3(0)  sind  positiv,  die  rechten  Seiten 
der  Gleichungen  1)  und  2)  von  IV.  sind  Summen  von  Quadraten. 
Hieraus  folgt,  dass  ^3(20:)  und  *(2a^),  also  auch  d-z{x)  und  ^(x) 
für  reelle  Werthe  des  Arguments  x  immer  positiv  sind. 

Nimmt  man  in  den  Gleichungen  1)  bis  4)  von  IIL  y  «»  0,  so 
erhält  man  lineare  Gleichungen  zwischen  den  Quadrate  1  der  vier 
Theta-Functionen,  nämlich  die  folgenden: 

V. 

1)  H^YH^Y  ^  H^YH^Y  +  H^yH^Yi 

2)  ^^(OYHxY  =  H^YH^Y  +  H^YH^Y> 

3)  H^YH^Y  =  H^YH^Y-H^YH^Yy 

4)  »siOYH^Y  =  H^Y^i^Y—H^YH^Y- 

Die  vorstehenden  Gleichungen  repräsentircn  zwei  Gleichungen, 
da  aus  zwei  derselben  die  beiden  andern  folgen.  Mittelst  der 
Gleichungen  2)  und  4)  lassen  sich  die  Quadrate  von  d-^(x)  und 
*2(a;)  linear  durch  die  Quadrate  von  d-^x)  und  d'i{x)  ausdrücken. 
Dividirt  man  die  Gleichungen  2)  und  4)  durch  ^(a:)^,  so  erhält 
man  leicht: 
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VL 


{»ix)j  -  \m)  L    Wo);  \W))  J' 

\»ix))  -  \»{0)J  L      Wo)  H^))  J • 

$  30.    Die  Quotienten  der  Theta-Fanctionen,  das  Addltions- 
theorem  derselben.    Die  Constante  ^i'(O). 

Fttr  x  =  0  redttcirt  sieh  die  Gleichung  V,  1)  des  Torhei^hen- 
den  §  auf: 

1)  «•$(0)*  =  *(0)*  +  *2(0)< 

d.i.: 

(1  +  2^  +  2g*  +  2«-»  +  ...)«  =  (1  —  2£  -f-  2«*  — 2^«  +  ...)♦  + 

1 
Man  setze  zur  Abkürzung: 

Die  Gleichung  1)  giebt  dann: 
3)  k^  +  k'^  =1. 

Führt  man  die  Werthe  von  k  und  Ar',  definirt  durch  die  Glei- 
chungen 2),  in  die  Gleichungen  VI  von  §  19  ein,  bo  werden  die- 
selben : 
A)     b^'^L[i      ktl&         »,(x)»_A:r         1  »i(a:)n 

^   &(xY     Ä'L       *(«?J'     *(«)*  ~  *'L      *  H^y] 

In  Folge  der  Gleichungen  4)  lässt  sich  ein  beliebiger  Quotient 
zweier  Theta-Functionen  durch  einen  bestimmten  Quotienten  zweier 
derartiger  Functionen  ausdrücken.  Da  in  Folge  der  zweiten 
GleichuBf  4) 

k> 


iÄ 


d-(xy ' 

so  kann  man 
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setzen.    Die  Oleiehungen  4)  werden  dann  einfacher: 

Die  QuadratwnrsBeln  nriime  man  pofritiv;  wird  znr  AULÜrzung; 
wie  sehen  bei  früheren  Gelegenheiten: 

7)  /l— ^2sin«9)  =  A{ip) 

gesetzt,  so  geben  die  Gleichungen  5)  und  6): 

wodurch  die  algebraischen  Relationen  zwischen  den  Theta- Func- 
tionen bestimmt  sind.  Für  die  Quotienten  der  Theta-Funetionen 
lässt  sich  auf  folgende  Art  ein  Additionstheorem  herstellen  unter 
Zuziehung  der  Gleichungen  von  $  19. 

In  der  Gleichung  I,  15  setze  man  w  *=  x,  z^^^y^  also  w* «» 
x+yj  xf  =  X — y,  y*  =  0,  2'  ==  0,    Man  erhält  dann: 

^2(0)*»(0)[*i(a:+y)^(x— y)— *(a:-+-y)*t(a:-y)]. 
Hierin  x  und  y  rertauseht: 

A;us  der  Summe  dieser  beiden  Gleichungen  findet  man  leichte 

^^      ^{x)  *i(^)  Hy)  My)  +  Hy)  Hy)  H^)  *3(^). 

Nimmt  man  w  =  y,  z  =  Xy  also  «;'  s=  a:  +  y,  a?'  =  0,  y'  = 
— (x — y),  2' =  0  in  den  Gleichungen  1,6)  und  1,8),  so  geben 
dieselben: 

.^.  mM^)H^+y)H^—y)  =* 

^    H^)H^)^(v)Hy)-»t(x)H^)Hy)^%(!i/)f 

^    H^)H^)Hy)Hy)-H^)H^)»i(j/)^M 

Die  Oleiduing  T^  3)  gi^ht  für  w^^x^  zm^y: 

HoyH^+y)H^-y)  =  H^yHyy—H^yHyy 
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oder  y  mit  y  +  ä-  vertauscht: 


12)     H^y»(x+y)»{x-y)  =  *(a:)»*(t/)'-'— *,{a-p*i(y)*. 

Dividirt  man  die  Gleichungen  9),  10)  und  11)  durch  die  Glei- 
chung 12),  so  folgt,  dass  die  Quotienten  zweier  Theta-Functionen 
mit  der  Summe  (oder  Differenz)  zweier  Argumente  sich  ausdrttcken 
lassen  durch  die  Quotienten  mit  den  einfachen  Argumenten,  und 
zwar  auf  algebraische  Weise.  Die  entsprechenden  Gleichungen 
-  sind  die  folgenden: 

H^)»M  »i(x+y)  ^  »W»i(a;)»2(y)»s(y)+»(y)»i(y)»i(x)»3(a:) 
*(0)»     '  H^+y)  *(a;)2*(y)»— *i(a;)**i(y)* 

^i(x)  *2^  ^06>  .  tM  ^^  ^fc) 
"''  »(g)   »(y)  Hy)     Hy)  H^)  H^) 


\&{x)   T^) 


*j(0)  »a(x+y)        »(a;) »(y) »^(a;) »,(y) — »t(a-)  »t(y)  »3(3;) »»(y) 
¥(0)  *(a:+y)  «•(a:)2*(y)»— *j(a;)»*,(y)2 

, ,,  »»(a')  »2(y)  _  ^  tM.  *3(«)  *8(y) 

14)  »(a;)    »(y)         »(a;)  »(y)   »^  »B 

»3(0)  »3(a;+y)  _  H^)Hy)H^)»3(y)—»i(^)My)M^)Hy) 

»{0)  &ix+y)  H^yHyy—H^yMyy 

_.  «^  £3^  _  *i(a:)  *Ky)  ^^  *20^ 

^^•'  »(a;)  »(y)        »^   »(y)    »(a;)   »(y) 


1 


In  den  vorstehenden  drei  Doppelgleichungen  sind  Zähler  und 
Nenner  des  letzten  Bruchs  rechts  jedes  Mal  durch  ^(x)^#(y)^  dl- 
vidirt  Die  Gleichungen  13),  14)  und  15)  lassen  sich  einfacher 
sehreiben,  wenn  man  \/k,  \Jk'  mittelst  der  Gleichungen  3)  ein- 
führt und  drei  Winkel  91),  V'  ^^^  ^  durch  folgende  Gleichungen 
definirt: 


113 


16) 


*^-  l/Äeo8«  '*^^8^^=  l/Äcofl«,  *?(^dLy)_  |/*co«rt 

l*(x)  i/F  '         #(y)  ^jt7  '         H^+y)  ^  ' 

Die  obigen  Gleichungen  nehmen  hierdurch  die  folgenden  ein- 
facheren Formen  an: 


17) 


Bin^)  co8^  A(y>)  +  sin^  cos^)  A(q>) 

Bin  0  = -rx — : — 5 T—z 9 

1 — k^sw}g>Bm^y) 

cos  y  eosy  —  sin  y  sin  y>A{g>)  J(y) 

1  — k^  sin^y  sin^y 

..X J(y)  J(y)  —  Ar^siny  siny  cosy  cosy 


Ueber  die  Intervalle,  innerhalb  deren  sieh  die  Winkel  x  und 

y  bewegen  y  lässt  sich  leicht  eine  Bestimmung  treffen  durch  den 

Nachweis,  dass: 

siny  cosy 

sina; '        coso; 
gleichzeitig  positiv  sind.    Setzt  man  in  den  Gleichungen: 

OD  OD       .am^i.« 

d'^{x^q)  =  ^^^^C0B2mXy     ^2(^>  Ö')  *=  2^    ^    ''cos(2i» — l)xj 

OD  00 

q^  statt  q  und  2x  statt  x,  so  folgt  durch  Addition  und  Subtraction : 

OD  OD  OD 

^gf^^^(ios4mx+  V]  g(2w— ly  eos  2  (2m— 1)  a;  =  ^g^'co8  2»ia:, 


-—OD  00  OD 

*s(2a;,  «*)  —  *,(2a^  «r*)  —  2(— ^r«**  eo82>wr, 

d.  i. 

»i(2x,  q*)  +  *,(2a:,  <?*)  -  »^ix,  q), 

**^  *,(2a:,  q*)  -  *,(2ar,  ««)  -  * (a:,  4-). 

Man  setze  hieraus  die  Werthe  tou  d^^ix,  q)  und  ^{x,  q)  in  die 
Gleichung  IV,  3)  des  §  19,  nämlich  in: 

*,(0,  qy»i{^,  q)  =  *,(«,  qY—H^,  q)*. 

Die  Gleichung  wird  dann  in  folgende  transformirt: 

*j(0,  qyn^,  q)  =  8*i(ir,  <?«)*»(2x,  q*)[H^,  q*y  +  H^r,  q*)i], 

Eanejier,  ellipt.  FnnotSonen«  8 


lU 

oder  einfach  x  statt  ix  gesetzt: 

19)  *i(0,  qy&i(x,  ?)  -  8  *,  (x,  q*)  H^,  q*)  {»^(x,  q*)^  +  #,(x,  q*)i\. 

Vertauscht  man  x  mit  x+  -»'>  bo  erhält  man: 

20)  *j(0,  qy»t(x,  q)  =  8*t(«,  «*)*(a;,  q*) f*,(a;,  «-♦)«  +  *(x,  q*^]. 
Fflr  o;  —  0  giebt  die  Gleichung  19): 

21)  *,(0,  q)*  -  8*,(0,  q*)  »,((i,  q*)  f #,(0,  <?«)»  +  *,(0,  ^*)»]. 

Die  Gleichungen  19)  und  20)  dividire  man  durch  die  Gleichung 
21).    Zur  AUcBmiBg  setce  man: 

H^9*)  .  »ifa  g)»  +  »(g;,  y«)«   _      ,       . 
^Iö;75    *i(«,  **)*  +  *3(0,  g*)'  ~  '''^*'  *  ^' 
Da  die  Functioneii  ^  und  ^^  immer  positiv  sind  für  reelle 
Werthe  des  Argaments^  so  sind  F  und  F^  wesentlich  positive  Quan- 
titäten fttr  ein  reelles  x.    Die  vorhin  bemerkte  Division  giebt  nun: 
d'2{Xy  q)   _   d^iJXy  q^)     .       ^v         d-^{x^  q)  _  d'^jx,  q^)     ,        . 

In  jeder  dieser  Gleichungen  setze  man  q\  q^%  ^*...  statt  q^ 
multiplicire  die  so  erhaltenen  Resultate  mit  einander.  Geht  mau 
zur  GräBse  Hber,  so  folgt: 

für  ein  unbegränzt  zunehmendes  q.    Es  ist: 

»a(a?,  q^)         q^^ üf^^x  +  ^^ ea&^x  + ...    cosa:  -h  q^^ cosSo-  +  .. . 

Da  nun  ^  <  1,  also  lim  ^  =  0  ftlr  p  =  oc,  so  ist: 

Ito  M£l?!1  «  cos  ;r. 
*»  (0,  ?«') 


Jt 


Durch  Vertausohung  von  a;  mit  «  +  ^  folgt 

lun     ^  '  ^^^  —  sin  X. 
.%  (6,  q(^) 
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Mit  Bttcksicht  darauf^  dass  ^2  (^»  ^)  wesentlich  positiv,  ebenso 
d'{x,q),  geben  die  Gleichungen  22): 

wo  C  und  S  reelle  Grössen  sind.  Diese  Gleichungen  in  Verbin- 
dung mit  den  Gleichungen  8)  zeigen,  dass  sin  9)  mit  sin  x  und  cos  (p 
mit  coso;  immer  dasselbe  Zeichen  hat,  die  Winkel  9  und  x  liegen 
also  in  demselben  Quadranten.    Bestimmt  man  also,  dass  9  =  0 

je  Jt 

f^  x.^=^  0,  so  ist  auch  g)  =  -k-  fllr  o:  =  Y* 

Die  vorhin  entwickelten  Gleichungen  geben  den  Werth  einer 
Constanten,  welche  im  nächsten  §  neben  den  Constanten  ^(0), 
^2(0)  und  i>3(0)  auftritt,  es  ist  dieses  die  Constante: 


9  SB  49 


2(^4  — 3^*    +5^4  — Iq  ^ ). 

Um  Wiederholungen  zu  vermeiden,  soll  der  Werth  der  betref- 
fenden Constanten  mittelst  der  Gleichungen  1),  18),  20)  und  21) 
kurz  hergeleitet  werden.  Die  Gleichung  1)  giebt,  wenn  q  mit  q^ 
vertauscht  wird: 

^8  (0,  q'Y  ->2  (0,  q'Y  =  *  (0,  Q^Y^ 
Dividirt  man  auf  beiden  Seiten  durch  ^8^3(0,  q^Y  —  ^2(0,  q^Yj 
so  folgt: 

23)  U% ^y + HO, <i*y  =  MO, ^9- MO,, ^y • 

In  dem  Product  der  Gleichungen  18)  x  ^^^  0  gesetzt,  giebt: 

^3(0,  q9-H^^  Q'Y  =  *(0,  ^)*s(0,  q). 
Wendet  man  dieses  auf  die  rechte  Seite  der  Gleichung  23)  an, 
80  ist  einfacher: 

Ho,^y+Ho,,9-'-^^JIf^y 

Den  Werth  der  linken  Seite  substituire  man  auf  der  rechten 
Seite  der  Gleichung  21),  die  sich  hierdurch  wie  folgt  vereinfacht: 

24)     {^2(0,  qY  m  ^)  *3(0;  q)  =  8{f(0,  q^Y  ^2(0,  q')  ^3(0,  q'). 

8» 
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Die  Gleichung  20)  werde  nach  x  differentiirt  und  darauf  a:  =  0 
gesetzt,  da  die  Differentialquotienten  der  drei  graden  Functionen 
mit  dem  Argumente  x  verschwinden,  so  bleibt  einfach: 

Dividirt  man  diese  Gleichung  durch  die  Gleichung  24),  so 
nimmt  dieselbe  folgende  symmetrische  Formen  an: 

^     m  g)  ^2(0,  q)  *s(0,  q)  m  g')  ^2(0,  q')  ^3(0,  q') ' 

Bezeichnet  man  die  linke  Seite  dieser  Gleichung  durch  /'{q\ 

so  ist  f{q)  =  f{q^)>    Wird  hierin  q  durch  q\  ^^®,...-  ersetzt,  so 

folgt  f{q)  =  lim  f{q^)  flir  p  =  oc,  oder  da  q^  =  0,  so  ist  /-{q) 

=  f{0).    Nun  ist: 

wx 1  — 3g^  +  5y«.... 

^•^^  ~  {i+q^+...){i+2q...)il-2q...y 

also  fttr  g  =  0  ist  /"(O)  =  1.  Jeder  der  Brüche  in  der  Gleichung 
25)  ist  folglich  gleich  der  Einheit,  woraus  sich  die  bemerkens- 
werthe  Gleichung  ergiebt: 

MO,  ^)  =  ^(0,  ^)^2(o,  ^)^3(o,  y), 

oder,  indem  man  das  Argument  q  einfach  weglässt: 

26)        &,\0)  =  ^0)^2(0)*3(0). 


Sechster  Abschnitt 


$  16.    Vebergang  Yon  den  Theta -Functionen  zu  den 

elliptiselien  Functionen. 

Die  Gleichung  1 3)  von  §  20  differentUre  man  nach  y  und  setze 
nach  der  Differentiation  y  ==^  0.  Mit  Rttcksicht  auf  d-*{0)  =  0, 
#2X0)  —  0,    *8'(0)  —  0,  folgt: 

^2(0)  »3(0)  ±  ftM\      Ml)  tM  b(^ 

*(0)*      (te  V^(x)y  ~    *(0)    »(x)    d-{x)' 
oder,  da  nach  26)  ^i'(0)  =  ^(0)^2(0)  *3(0),  ferner  nach  8): 

1)    ^!(^  =  ^/)tsin<.      tM=\/I^,^    *3(^_4^ 
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so  wird  die  obige  Gleichflng  einfacher: 

Setzt  man  noch  A'*s(0)2  =  ^0)«  und  /i(g>)  =  [^l—k^ün^g>, 
so  findet  zwischen  g)  nnd  o;  die  folgende  Difierentialgleichung  statt : 

1  dq> 


l/l— it»sin2^  ^ 
Verschwindet  9)  mit  x,  so  ist: 


-    ^3(0)^ 


2)        rn—^" =  ^-^aW'- 

Kach  dem  vorhergehenden  §  sind  o:  und  9)  gleichzeitig  •^. 

Bezeichnet  man  wieder  durch  K  das  in  2)  rorkommende  Integral 
fUr  g)  =  ~,  so  ist: 


n 


^  y     l/l— ^«8in-^9)        2    '^  ^ 

Durch^Elimination  von  ^3(0)*  zwischen  den  Gleichungen  2) 
und  3)  folgt: 


.        P^ afp  _  \Kx 


k^  sin*  9)  ^ 


0 


Die  Gleichung  3)  in  Verbindung  mit  den  Gleichungen  2)  des 
vorigen  §  giebt: 

5)  *3(o)  =  |/f ,  *,(o)  -  \/^,  m  =  l/^. 

Die  Gleichung  4)  giebt  x  explicite  in  Function  von  9).    Führt 

man  wieder  die  Bezeichnungen  der  elliptischen  Functionen  ein,  so  ist 

2Kx 
9)  =  am    .    Die  Gleichungen  1)  geben  dann: 


6) 


^^  -  l/Äsinam  ^^    ^(^)  =   l/^ 


^ . V         Jam — 


2Äa; 
cos  am 

2Ä^a: 
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Geht  man  von  der  Theorie  der  Thefii-Functionen  ans,  so  sind 
mittelst  der  vorstehenden  Gleichungen  die  Quotienten  zweier  Theta- 
Functionen  durch  die  elliptischen  Functionen  definirt.  Nimmt  man 
ky  also  auch  k'j  K  und  K*  als  gegeben  an,  so  geben  die  Entwicke- 
lungen  des  §  17  mit  der  grössten  Leichtigkeit  q  in  Function 
von  k.  Geht  q  über  in  ^',  so  möge  /r  in  /  ttbergehen.  Es  sei  /' 
der  Complementärmodul  von  /,  durch  L  und  L*  sind  die  elliptischen 
Integrale: 

n       de        _  ^     p       de        _  ^, 

J     i/l— /igin^ö  '  J     l/l— /'»Bin»© 

bezeichnet.    Den  Gleichungen  5)  entsprechen  dann  die  Gleichungen: 


^3(0,  (?')  =  |/^,  *.(o,  (/O  =  i/^,  ^(0,  tfO 


Mittelst  dieser  Gleichungen  und  der  Gleichung  5)  nehmen  die 
Relationen  19)  des  §  17  nämlich  : 

^3(0,  q)   =    l/^  ^s(0,  ^0,  ^2(0,  q)  =  l/-^  J(0,  q% 

Mog~  Mog^ 

*(0,  q)  -  l/-^  i>2(0,  q% 

log^ 

folgende  Formen  an: 

7)     K=  ^,    kK  ^  -^  /',     kfK  =  i^  /. 
log  -  log  -  log  - 

Durch  Division  der  zweiten  und  der  dritten  vorstehenden  Glei- 
chungen durch  die  erste  folgt  k  =  /',  V  =  /,  es  sind  also  k  und  / 
Coniplementärmoduli,  mithin  ist  L  =  K\  Die  erste  Gleichung  7) 
giebt  dann: 

8)      log   -    =     JT   — ,    ^  =    «       ^  , 

wodurch  ^  in  Function  von  k  bestimmt  ist 

Definirt  man  die  elliptischen  Functionen  allgemein  durch  die 
Gleichungen  6),  so  geben  die  Gleichungen  18)  von  8  17  unmittel- 
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bar  deA  Zusammenbang  der  Functionen  mit  reellem  und  imaginärem 
Argument    Durch  Division  folgt: 


9) 


9 


^■zix,  q)  _ 


'i^'') 


1 


*'(i^'^) 


Geht  nun  q  in  ^^  Aber,    so  geht  A:  in  A:'  und  K  in  K'  Über. 
Den  Gleichungen'  6)  entsprechen  dann  die  folgenden: 


10) 


^-l/?— C4'.4 


..„  (H^, .) 


»»(y,  <) 

*(y, «')  i/A 

Nimmt  man  in  den  Gleichungen  10)  y  =■ r,    also,   mit 

Rn«k8ieht  auf  8):  ^^i  q 

iX'y         2K'xi        JKxi 
^     ■"   log»-"-*   ' 

und  ftthrt  in  9)  mittelst  der  Gleichungen  6)  und  10)  die  elliptischen 
Functionen  ein,  so  sind  die  Argumente  der  Functionen  links 

und  Ar,  die  Functionen  rechts  haben  die  Argumente und  Ar', 

■^ 

Nimmt  man  einfach  —  ^^  u,  so  fahren  die  Gleichungen  9)  auf 

die  folgenden,  welche  identisch  sind  mit  den  in  §  8  gefundenen 
Belatiouen  8): 
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sin  am  (u,  Ar)  as  — t  tang  am  (ui,  //),    cos  am  (u,  Ar) 


1 


^^    ^        COS  am  {ut,  k') ' 


cos  am  (uiy  k^y 


oder  u  mit  ui  vertauscht: 

sin  am  {uiy  k)  =^  i  tang  am  {uy  k^ ,    cos  am  (uiy  k)  = 


1 


cos  am  (t^  Ar')' 


A  am  (uiy  A) 


_^    Jam  (u,  ArQ 
cos  am  (m,  äQ  ' 


§  22.    Zasammenstellniig  der  wichtlgsteii  Reihen  und 
Prodnete  in  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen. 

Da  bei  den  Anwendungen  der  elliptischen  Functionen  die  bis- 
her aufgestellten  Reihen  und  Producte  häufig  zur  Anwendung 
kommen^  so  erscheint  es  zweckmässig,  eine  Zusammenstellung  dieser 
Resultate  zu  geben,  um  bei  den  folgenden  Entwickelungen  einfach 
auf  diese  Zusammenstellung  verweisen  zu  können.  Sowohl  in  den 
Producten  wie  in  den  Sunmien  nimmt  r  alle  ganzzahligen  positiven 
Werthe  von  1  bis  oo  an.    Nach  §  10  ist: 

1)    smam-^  ^Bm^//^-^-^j  H  1-2^1^ ^.'^+^r-^' 

cos  ix+q*'^^ 


2)    cos  am 


3)    ^fam  — =        7/(^_X_j72r_iX_ 


4) 


COS  2a:  H-^*^* 

^*-M//(i^.)*.^F-/7(i=^5'- 


Da: 


2Kx 

/sm  am  \ 

^       siuo;       /  o:  =-  ü 


'     .  lKx\ 

sm  am  — 


dx 


<^sina; 
dx 


3t' 


SO  folgt  aus  1): 

2Z 
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Aus  den  Gleichungen  4)  und  5)  leitet  man  leioht  die  folgen- 
den ab: 

Wegen  der  Gleichungen  4)  lassen  sich  die  Gleichungen  1),  2), 
3)  auf  folgende  Art  schreiben : 

^x      .          iÄa:          2^0111^  IT    1— 2^^cos2;u  +  ^ 
7)    sin  am =   -^  sin  o;  H  - — _:x_^ /  ^^^  ' 

^  X  \Jk  1  —  2^*^-*  cos  2ar  +  ^»^^ 

8)    cosam =  2</t  1/  _  coso; //  -^ ^  ^, r — ,  ^.^,  ? 

^  ;r  ^    V^  Ar  -*-*   1— 2^*^^  cos  2a; -h^*^* 

9)     Jam  ^^^  -  ./;7/7l+V^^^cos2a:  +  g^'-2 

Nach  §  15  ist: 
'  ^(x)  =  Z7(l— ^«0  77(1— 2^21-1  cos 2a: +  ^*'^»), 

*i(a:)  =  2^+sina:  77(1— g«»-)  77(1  — 2^»'- cos 2a:  +  ^*0> 
^^{x)  =  2^*cosx  77(1— g2r)  77(l  +  2^^cos2a;  +  ^<0> 

Die  Gleichungen  7),  8),  9)  lassen  sich  also  auch  wie  folgt 
darstellen : 

~  2Kx 


10) 


11) 


^^  =  l/^Tsin  am  ?:^         bi^^\/l 


cos  am 


A       2ä^^ 
t,  i  \       J  am . 


Führt  man  die  Definitionen  der  Theta- Functionen  in  Form 
unendlicher  Reihen  ein,  so  ist: 

»{x)  =  1  +  2  ^(— 1)  V"co82ra:,  ^3(0:)  =  1  +  22;/'cos2rx, 

12)     [»^(x)  —  2qi  2!{—iy-^q(r-^)^  sin(2r— l)a:, 

^^(x)  =  iqiU^r-iy  cos(2r  — l>r. 


"^VH 


H  _,,(.)_,+ 2  x^..^/j_wa,^/F_^ 
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Nach  §  12  ist: 
2A 


ir—l 
i 


Bin  am 


-  V.-//(i^J  »  2-1^-1  «n(2r-l)x. 


coBam 


Jam 


2Kx  ./- 


9 


Wegen  der  Gleichungen  5)  und  6)  lassen  sich  die  vorstehenden 
Gleichungen  einfacher  schreiben: 


14)      —  sm  am 


ar-j 
9 


4  ]St1>-i  "n(2r—  l)^», 


15)      cos  am 

2Kx 


3 


16) 


X 

2K 


^]Sii^»r-iC0B(2r-l)a:, 


J  am 


3r=  i+*Srf^r«<>8  2rx- 


Aus  den  Gleichungen  7),  8)  und  9)  erhält  man: 

,-s     I                  2Kx        ,      /2^1sina;\   ,   ^V^       ^Z*"  n 

17)    log  sm  am  =  log    ■^—, 1  +  2  >j~  r-^ — -  cos2r.«;, 


18)  log  cos  am  -|^  =  log  (2r/'y  ^.coso:)  +  22^  i+l—qy 


cos  2rx, 


19)  logJam?|2  =  logy/^'  +  4^2^  ]^Z^^^8(4r-2)x. 

Aus  den  Torstehenden  Gleichungen  ergeben  sich  unmittelbar 
die  folgenden: 

2Kx] 

2K        ,      2//T    .    ^  ^^  1      (T 


20) 


sin  am 


log 


sino: 


a:=-0 


=  log^  =  iog-g  +  227TT^'' 


Vk 


log 


cos  am 


2hx 


jr 


coso: 


,      2k*K 

=  log = 

X  =  — 

2 


■^(Ml/|')+.Si,|^. 
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In  der  Gleiohnng  1 7)  nehme  man  .k  »b  — - ,  in  den  Gleichun- 
gen 18)  and  19)  «  »=  0,  dann  folgt: 


21) 


log^4-2S 


!+«• 


0, 


Mittelst  der  Gleichungen  5)  und  6)  erhftlt  man  aus  §  13: 
22)  [—^  sm^am-^  -  82d(i_^^-i)»  -  S^-fZI^^^^^rx, 


23)  (^  j  cofl^am 
J4)  W'^ 


»S(i  +  ^2r-i)2  +  8Si=^r«>B2ra;, 


*2r 


i  +  s^StttW  -^  ^Sl=&«««^*- 


Die  Gleichungen  10)  geben: 


26) 


log*(:r)    ^-27  1:^-227  r=^co«2r.^ 

l0g*l(x)  — 

log(2^8ina;)-27  r=y5^~^27  i:Z^co'»2ra;, 

log  *j(a;)  = 
log(2,icosa:)-2:i  ^-    oX^HD'^ 


-^■1     r      1  — 


cos2rx. 


Die  Gleichungen  22)  bis  25)  sind  für  die  Erforschung  der  ellipti- 
schen Integrale  von  der  grössten  Bedeutung^  mit  ihrer  Hülfe  gelang 
es  zuerst  Jacohi  die  wahre  Natur  dieser  Transcendenten  zu  ent- 
hüllen. Aus  den  obigen  Gleichungen  hat  Jacohi  (Fund.  p.  100  u.  f.) 
durch  Differentiation  eine  grosse  Menge  neuer  Entwicklungen  her- 
geleitet ^  von  denen  nur  die  wesentlichsten  hier  angemerkt  werden 
mögen     Die  Gleichungen  17),  18)  und  19)  geben: 


124 


26) 


dlog  sm  am ^ ,,   cos  am A  am 

dx  Jt  .         ^Kx 

Bin  am 


n 


*  ^  Bin2rx. 


MVLX  -^"1 


27) 


rflog  cos  am ^ ..  Bin  am J  am 

/  3t  2tK  Jt  3t 


dx  3t  ^Kx 

coB  am 

3t 

sina?    ,    -V'         f  •    o 

cosa:         -^"  1  +(— g)*^ 


28) 


^,        ,        2Ä^a;                 ,,  .          IKx  IKx 

dlog  /4  am -  _,  Ar^Binam cob  am  — 

3t  IK  3t  3t 


dx  ^  A        ^^^ 

A  am 


3t 
,2r— 1 


8  Si-<y4r-a    8m(4r-2)a:. 


4f 
Vertauscht  man  in  den  Gleichungen  14),  15),  16),  26)  und  27) 

3t 

X  mit  -^  — X  (die  Gleichung  28)  bleibt  dadurch  unverändert),  so 

fbhren  dieselben  auf  folgende  Gleichungen: 

2Kx 


cos  am 


2r— 1 


Jam 


smam 


3t 

2Kx 


2r— 1 


A  am 


jr 


J  am 


k'^  sin  am 


2Kx 


'^      JT  2 JKc   .       2Aa;         cos  x        -^"     1  +  ^'^ 


cos  am  —  Jam 


3t  3t 
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33) 

cosar 

üt     .          %Kx  .       IKx 
sm  am A  am 

n               3t 

siux 

=  — h  4  T.V-r-4 — ~8in2ra:, 

sm  X        ^^  1  4-  ( — ar 


+  (r-9)' 

Die  Gleichungen  32)  und  33)  ergeben  sieh  auch  durch  Addi- 
tion  aus  den  Gleichungen  26),  27)  und  28).  Mit  Rücksicht  auf  die 
Gleichung  5)  ist  nach  §  12: 

sm  am ^ 


3t 


Wird  hierin  x  mit  -^  — x  vertauscht,  so  folgt: 

2Kx 
^      A  am  ^^j 

35)     ^  -^  -  ^J—  +4]2(-0'--'r^^rriCOs(2r-l)ai 

^      3t               2Kx         cosa*         -^"^      ^      1 — ö^*^^      ^  ^ 

cos  am * 

2K 
Vertauscht  man  q  mit  — ^,  so  geht  nach  5)  und  6)  —  aber 

^» 

2k'K 
in  .    Vertauscht  man  in  der  Gleichung  34)  gleichzeitig  q  mit 


3t 


3t 

— q  und  X  mit  -5- — x,  so  folgt: 


cos  am — -  * 

Hierin   -^ — ^  8****  ^  gesetzt: 

^_v     2ir  ^  1  ^     ^2^1       . 

^      3t  2hx  smx  -^"  i  +  ^2^^       ^  ^ 


smam 


3t 


Es  ist    — - —  =  Jamt<.     Setzt    man    u  —  ,   so    folgt 

du  3t    ' 

nach  16): 

2^x 
dam 

^    ^      «=   1  -f  4  t!.  ^  ^  cos  2rir. 

Diese  Gleichung  zwischen  den  Grftnzen  0  und  x  integrirt  giebt 

38)     am ««  ar  +  2  >,  —  ,  f   ,,  sm  2ra\ 

^  3t  ^^  r    1  +  ^^'^ 
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Es  ist: 


.      .         1  -f  sin  am ^ .,  J  am 

J_    ^,      ^__  jLK^  £_ 

2   dx  ^^  ^        .  IKx    ~  n  %Kx  ' 

1 — sin  am cos  am 

Amt»  2tKX  mJi.X 

.     ^        l4-/:8mam „,„  cosam 

1     rf  ,  Jt  2Kk  Jc 


2  dx     ^  ,       ,    .         2Kx          Jt       .        2Kx  ' 
1 — Ar  sin  am J  am 


jt 


Substituirt  man  hierin  rechts  aus  29)  und  35)  die  entsprechen- 
den Reihenentwicklungen^  integrirt  nach  x  zwischen  den  üränzen 
0  und  Xy  so  folgt: 

l+smam 

1 — smam 

31 

—  o-log  \ : V  4  Z^  \     ^  ^      .  ^    ^^.  Bin(2r— l)a: 

i  4     I      •  o^    1        C0S(2r— l)(-;r — x\ 

-  2*^^l-sina:  +  *^l-<72r-i  2^=1 


1  +Arsinam 


2Kx  2r— 1 


1 — /rsinam 


3t 
ar— 1 


^Sti 


cos 


(2r-l)(f-a.) 


^2r-i  2r  — 1 

Die  beiden  rechts  stehenden  Summen  lassen  sich  als  Loga- 
athmen  darstellen,  mittelst  der  Gleichung: 

l  +  2pcos(^— a:)+jt>«  .   .  ^     .        ,     o 

log - \2l UL  =  log  i±^£i?a£±£! 

1      o         /^        ^  .     *  ^1— 2psina:+p2 

1— 2pcos(^— a:J+p*  ^         ^^ 

2C0B(2r-l)(f-a:) 
»5r-l \_f. L 
^                     2r— 1 

Man  setze  zuerst  p^^^  q,  q\  q^ .    . ,  wodurch  sich  die  Summe 
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auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  39)  ergiebt  Für  p  =  ^*,  ^', 
q^  . ..  ergiebt  sieh  die  rechte  Seite  der  Gleichung  40).  Geht  man 
Yon  den  Logarithmen  zu  den  Zahlen  ttber,  so  geben  die  Gleichun- 
gen 39)  und  40): 


./7 


— 2? 


ar— 1 


.  I+Arßinam-^  jjl+2y  ^    sina;  +  g^^ 


1  —  A-sinam^  i  _c^nrmix  +  q^-^ 


\—2q 


Für  ^  *=  -^  giebt  die  Gleichung  42) : 


8r— 1 


l/j±*  _  //(i±iry. 

Eb  lamen  sieh  noch  analoge  Gleichiiii0Bii  wie  die  Gleichungen 
41)  und  45)  aufstellen,  was  der  Ettrze  haU>er  übergangen  werden 
möge. 

Die  in  den  Gleichungen  13)  vorkommenden  Constanten  lassen 
sich  noch  auf  folgende  Art  darstellen : 

In  der  Gleichung  16)  nehme  man  o: «»  0,  in  34)  x^^  -^t 

dann  folgt: 

43)      *,(0)>  =.  ^=  1+*StT?-'  =  ^+*S(-*)'^'l-35^- 
In  14)  ar  =  ~  und  in  15)  x  =  0  gesetzt,  führt  auf: 

JL 

Nimmt  man  in  den  Gleichungen  31)  und  36)  x  -»0,  so  folgt: 

«,  ,(0).  _  ?^  - . +42(-i/i-^.  -  .+4r=!o:. 

Die  Gleichung  33)  nach  x  differentürt,  darauf  ^  "=  -a  I^^^^^ 
giebt: 


AualofT  giebt  die  Gleichung:  32)  nach  x  diflerentiirt  imd  danuf 
j-  =  0  gesetzt: 

Zieht  man  diese  Gleichung  von  der  Gleichung  46)  ab,  so  folgt- 

Die  rechten  Seiten  der  Gleichun^n  46),  47)  und  4$)  l&geen 
sieb  noch  auf  folgende  Art  daretellen.  Die  Summe  der  Gleichungen 
22)  nud  23)  giebt: 

-  «^(1  _,»-.).  +"-i(l+j— )> 


«)(^"^ 


:     16 


\2^q' 


l+g*^-' 


Hau  addite  die  GleiehungeD  22)  und  24)  und  setze  darauf 
x=>0.    Eb  folgt  dann: 

Von  dieser  Gleichung  die  Gleichung  49)  subtrahirt,  giebt: 

In  Folge  der  Gleichungen  6)  geht  kK  durch  Vertauschung  von 
q  mit  )fq  über  in  2\ßK,  analog  folgt  \fk'K  aus  JfjSr  durch  Ver- 
tausohung  von  q  mit  q\  Wendet  man  dieses  auf  die  Gleichungen 
44),  4E»),  47)  bis  51)  an,  so  erhfllt  man: 


-4S(-l)~'-?^-42- 


41/**- 

—  ■-  ^\ — >/      ^=1  —  -»^ 

l_j ■  1+5 

if^_.+42;(-.)-j|^._.+4i:(-i)'. 


(I +?*■)' 
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In  der  letzten  der  roretehenden  Gleichungen  rertauBche  man 
q  mit  — q.  In  Folge  der  Gleichmigen  6)  geht  dann  kK^  tlber  in 
ikk'K\    Man  erhftlt  so: 

2jr 
Es  lassen  sich  aach  höhere  Potenzen  von  — ,  multiplicirt  mit 

Functionen  von  k  und  k%  durch  q  ausdrücken.  Differentiirt  man 
z.  B.  die  Gleichung  15)  zwei  Mal  nach  x  und  setzt  darauf  o;  »=  0, 

—  j  .     Dasselbe  Ver- 
fahren auf  die  Gleichung  23)  angewandt  giebt  k^i — ]  .      Man 

kann  mittelst  Differentiation  der  im  vorstehenden  §  gegebenen 
Entwicklungen  Gleichungen  von  der  bemerkten  Art  leicht  her- 
stellen und  aus  denselben  durch  Yertauschung  von  q  mit  ]/qy  q^ 
und  — q  neue  Resultate  herleiten.  Da  dieselben  keine  grosse 
Bedeutung  zu  haben  scheinen^  so  sollen  dieselben  hier  nicht  weiter 
ausgeführt  werden. 


Siebenter  Abschnitt 


%  28.    Das  Additionstheorem  der  elliptischen  Fanetionen 

und  Integrale  erster  Gattung. 

Die  Gleichungen  17)  von  §  20  gestatten  die  elliptischen  Func- 
tionen mit  zusammengesetzten  Argumenten  durch  die  Functionen 
der  einzelnen  Argumente  auszudrucken.*)  Bringt  man  die  Glei- 
chungen 6)  von  §  21  zur  Anwendung,  so  geben  die  Gleichungen 
16)  in  §  20: 

*)  lieber  die  Gleichangen  13),  14)  and  15)  vergleich«  man  Michelot  in 
Grelle  Jonm.  150  p.  41  —  51. 

finneperi  ellipt.  Fmiotioii^a«  9 
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^  =  am 


7,Kx 


jt 


,  if;  =  am  — ^,  ö  =  am  — ^^ — -^' - 


Man  setze  einfacher: 

IKx 


^ 


2Ky 


V 


also: 


1)     9  —  amw,  y  =  amt;,  ö  =  am(tt  +  t;). 
Die  Gleichungen   17)  von  §  20  nehmen  dann  folgende  For- 
men an: 

8inam(M+v)  = 
Binamucosamt;  Jamt;  +  sinamt;coBam^^  Jamt/ 


2) 


1  —  k^  Bin«  am  u  sin*  am  v  ' 

C08am(2<+v)  "■ 
cosamu  cosamt;  —  sin  am  «  sin  am  i;  Jam^Jamy 

1 — Ar^sin'am  u  sin*  am  v 

J  am  (u+t;)  ■=* 
Jamti  Jamt;  —  /r'sinamt«  sin  am  t;  cosamu  cos  am  t^ 


1  —  k^  sin*  amw,  sin*  am  t; 


Die  Oleichungen  1)  lassen  sich  ersetzen  durch: 
dB  /^je  (^  dB 


r 


oder: 


3) 


/ 


dB 

A{9) 


+ 


/y  ds 
m 


£ 


«  +  » 


de 


Die  Gleichungen  2)  bilden  die  Ädditionsgleichungen  der  ellip- 
tischen Functionen,  mit  ihrer  Hülfe  lassen  sich  Functionen  mit  com- 
plexen  Argumenten  —  wenn  vi  «tatt  v  gesetzt  wird  —  durch 
Functionen  mit  reellen  Argumenten  ausdrücken.  Die  Gleichung 
3)  enthält  das  Additionstheorem  der  elliptischen  Integrale  erster 
Gattung,  darin  bestehend,  dass  die  Summe  zweier  elliptischen  Inte- 
grale erster  Gattung  mit  demselben  Modul  k^  sieh  durch  ein  Integral, 
ebenfalls  mit  dem  Modul  k^  ausdrttdken  lässt  Zwischen  den  oberen 
Gränzen  der  drei  Integrale  findet  eine  algebraische  Relation  statt. 
Setzt  man  in  den  Gleichungen  3)  sin  6  »=  t  und  weiter  sin  9p  « 
sin^  «=  y^  sina  »=  z,  so  erhält  man: 


X, 
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/»«  dt  /•» A 


/. 


If^ 


5) 


^/(l_fJ)(l_jfcifJ)' 
Die  GleichuDgen  3)  nehmen  folgende  Formen  an : 

^  1— *«iV  ' 

i/n=n    _  l^.^~^  l/r^>— ay  t/1— A:^a:»  j/j— *V 
1^1      ^  -       •        1—^1  x»yi  ' 

1/1— Ti;i  _  l/l-Ar^a:^  |/r=Fp-A:>xy  /l=^  ^T^ 
^^     '^^    ~  1— Ä^x^y»  "• 

Die  Gleichungen  4)  und  5)  in  etwas  veränderter  Schreihweise 

hat  zuerst  JEuler  gefunden.    Legendre  (Fonct.  eUL  L  p.  S)  bemerkt 

SU  der  im  yorigen  Jahrhundert  einzig  dastehenden  Entdeckung 

von  Euler: 

„Euler,  par  une  eombinaison  qu'on  peut  regarder  comme  fort 

heureuse,  quoique  ces  hazards  n'arrivent  qu'ä  oeux  qui  aavent 

les  faire  naltre,  trouva  l'int^gvale  alg^brique  oompUte  d'une  6qua- 

tion  diff6rentieUe  composte  de  deux  termes  söparto,  mais  sem- 

blable,  dont  chacun  n'est  int^able  que  par  des  arcs  de  sections 

eoniques. 

Gette  däcouverte  importante  donna  lieu  k  son  auteur  de  compa- 

rer  d'une  maniöre  plus  gänärale  qu'on  ne  Favait  fait  avant  lui,  non 

seuiement  les  arcs  d'une  mSme  ellipse,  d'une  m6me  hyperbole,  ou 

d'une  m£me  lemniscate,   mais  en  ginöral  toutes  les  transoen- 

/jPdiJC 
-=-  ou  P  est  une  fonction 
n 

rationelle  de  x,  et  R  la  racine  quarrte  d'un  polynom  en  x  du 
quatriöme  degrö. 
Die  ersten  Untersuchungen  Euler's  sind  enthalten  in:  Novi 
Commentarii  Academiae  Scientiarum  Petropolitanae.    T.  VI.  p.  37 
(MDCCLXI);  wo  sich  folgende  Abhandlung  befindet: 
Euler:  De  integratione  aequationis  differentialis : 

mdx  näy 
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In  dem  Vorbericht  (Summarium  DiBsertationum)  p.  8 — 9  wird 
bemerkt: 

Neque  vero  talis  admiranda  integratio  in  ipsa  tantum  aequa- 

tione  differentiali   locum    habet:    »ed   cdmili   omnio   modo  Cel. 

Auetor  oBtendit   hanc   aequationem    differentialem  multo  latius 

patentem : 

mdx ndy 

\/A  +  2Bx^  +  Cx^  ~  \Ia  +  IBy^  +  Cy^ 
per  aequationem  algebraicam  eomplete  integrari  poBse^  si  modo 
numeri  m  et  n  sint  rationales,  quin  etiam  eandem  integrandi 
methodum  ad  hanc  aequationem  multo  generaliorem  extendit: 

mäx  ndy 


l/i^(  +  2^a;  +  Gc«  +  2Z>a:8  +  ißi;*        \/ A  +  IBy  +  (^-  +  1J>y^  +  Ey"^ ' 

Am  SchlusB  wird  bemerkt:  „unde  patet  hanc  dissertationem 
multo  plures  investigationeB  continere,  quam  tituluB  quidem  prae 
se  ferro  videtur.^    Die  IntegratiouBmethode  fUr: 

^ dy 

\Ja  +  IBx  +  Cx^  +  IDx^  +  Ex^  ~  ]/a  +  IBy  +  Cy"^  +  2/>y» -f^ 
findet  sieh  auf  pag.  50  und  etwaB  erweitert  p.  54  und  55.    AIb 
Fortsetzung  dieser  Abhandlung  enthalten  die  „Novi  Gommentarii^ 
(MDCCLXI)  t  VII  p.  3: 

Euler  X  Specimen  alterum  methodi  novae  quantitates  transcen- 
dentes  inter  se  comparandi  de  computatione  arcuum  Ellipsis. 

Die  woBentlichBten  Untersuchungen  dieser  Art  finden  sich  ver- 
einigt in:  Euler \  Institutiones  Galc  Int  VoL  I.  Sectio  secunda, 
Caput  Vly  wo  namentlich  Problema  81  zu  vergleichen  ist. 

Der  von  Eiüer  eingeschlagene  Weg  ist  im  Wesentlichen  fol- 
gender.   Zwischen  x  und  y  bestehe  die  Gleichung: 

6)  iflx^  -h  ^afx  +  a'O  y»  +  2  (te^  -f-  Wx  +  fc'O  y  +  ^^^  +  2^'^  +  ^"  = 

/;y2-f2%+iV=  0, 
oder: 

7)  (ay2+2fty  +  c)a:2  +  2(aV  +  26V  +  c0a:  +  a'y  +  2ft''y-f-c"  = 

Ä:»  +  2(te-hÄ  =  0. 
Differentiirt  man  eine  der  Oleichungen  6)  oder  7)^  so  folgt: 
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Es  ist  ferner  aus  6)  und  7): 

(Px  +  Oy  —  Q^—PRy  {Ly  +  My  —  M>—LN. 
Nimmt  man: 

9)      Px^Q  =  yJO^  —  PR,  Ly  +  M'^  \/M^—LNy 
80  wird  die  Gleichung  8): 

dx.\/Q^  —  PR-\-dy  \fM^^LN  =  0 
oder: 


Substituirt  man  für  Z,  M,  N,  P,  Q,  R  ihre  Werthe  aus  6)  and 
7),  so  wird  die  Yorstehende  Differentialgleichung: 

10)  ^ 

+  ^y  =n 

|/(aV  +  2ft'y  +  cO^— (ay2  +  2fty  +  c)  (a'^y«  +  2*"y +c'0 

Sollen  die  Polynome  unter  den  Wurzelzeichen  respective  die- 
selben Functionen  von  x  und  y  sein,  so  ergeben  sich  folgende 
Bedingungen: 

yi—ac  —  af^—aaf'y 

nv—ad—atc  =  1afV—ah''—af'h, 

2ft'ft''— aV— a"£;'  —  Wc'—hd'—V'c, 

Substituirt  man  die  Werthe  von  c  und  d  aus  der  ersten  und 
dritten  in  die  zweite  Gleichung,  so  folgt  af  ==  h.  Die  erste  und 
dritte  Gleichung  geben  dann  af'  =»  c  und  V  -«  cf.  Hierdurch 
werden  die  beiden  übrigen  Gleichungen  identisch.  Fttr  a^  »«  h^ 
a"  s=  c  und  V  —  c'  wird  die  Gleichung  6): 

11)   ocV+itey (a:+y)  +  c{x^-\-y^)  +  4Ä'a;y  +  U\x  +  y)  +  c"  —  0. 
Die  Gleichung  10)  nimmt  die  Form  an: 

12) 
ix  .  dy 


]/a  +  IBx  +  Cx^  +  IDx^  +  i&r*      l/^ + 2^y  +  Q^^ + 2/V*+ iS^y* 
oder  kürzer: 


0, 


1S4 

13)     ^+^=0, 

wo: 

IA  =  &^—c&',      B  =  Wcf—hd'—cc\ 
C  =  W'^—a&'—c^—lhc'y 

Setzt  man  in  9)  für  P,  Q,  R,  L,  M,  N  ihre  Werthe  aus  6)  und 
7),  ferner  a'  =  &,  a''  =  c,  6"  =  &j  Q^—PR  =  F,  M^—LN=  X, 
Bo  nehmen  die  Gleichungen  9)  die  Formen  an: 

l/7=  (ay2  +  2&j/  +  c)a:  +  ftj/2  +  2*V  +  c', 

Hieraus  folgt: 

y^—y^  «.  aa:y  +  J(a:  +  y)  +  2&'— c. 

Man  bilde  das  Quadrat  dieser  Gleichung  und  setze  rechts 
nach  11): 

axhf^'\'V)xy{x+y)-\'Wxy  =  —  [c(a:2  +  y2)  +  2c'(x  +  y) +  c"J, 
femer  für  D  und  E  ihre  Werthe  aus  14),  es  folgt  so: 

15)    C^H^^y  -  ^(a:  +  y)2  +  2i?(a;  +  y)  +  (26'-c)2-ac'^ 

Sind  i^,  B,  C,  D  und  JS^  gegeben,  so  bleibt  in  Folge  der  Glei- 
chungen 14)  eine  der  sechs  Quantitäten  a^  by  c,  b%  d  und  cf*  will- 
kührliclu  Ist  die  DijSerentialgleichung  12)  oder  13)  gegeben,  so 
findet  zwischen  x  und  y  die  endliche  Relation  15)  statt,  in  welcher 
der  Ausdruck  (26' — c)* — acf'  eine  beliebige  Constante  enthält, 
also  selbst  als  die  willktthrliche  Constante  angesehn  werden  kann, 
welche  die  Integration  der  bemerkten  Differentialgleichung  involTirt. 
Will  man  die  in  den  Gleichungen  4)  und  5)  enthaltenen  Resul- 
tate ableiten,  so  kann  man  auf  folgende  Art  verfahren.  Man  setze 
in  12): 

^  =  1,  5  =  0,  (7  =  —(1  +  K^  p  ^  0,  E  ^  k^. 
Die  Gleichungen  14)  gehn  hierdurch  über  in: 

&^—c&'  =  1,      {W—c)&—hd'  =  0, 
16)    {  \V^—a&'  —  c^—  2bd  ==.  —  (1  +  k^), 
(2i'— c)6— oc'  —  0,     b^—ac  =  k\ 
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Um  weitlAufiger  Rechnungen  überhoben  zu  sein  genttgl  es  zu 
bemerken,  dass  X  und  Y  nur  grade  Potenzen  von  x  und  y  ent- 
halten, die  Differentialgleichung  12)  also  durch  gleichzeitige  Ver^ 
tauBchung  von  x^  y  mit  — x^  — y  unverändert  bleibt  Da  dieses 
auch  mit  der  Gleichung  11)  der  Fall  sein  muss,  so  erbfttt  man 
unmittelbar  A  =  0  und  c'  >=»  0.  Die  Gleichungen  16)  reduciren 
sieh  hierdurch  auf: 

—  cd*  =  1,   4ft'2_ac"— c5+  1  +*«  =  0,   —ac  «=  K^ 
oder: 

17)    c"--^«  =  -*-\    46-»-<^-^')f-^^). 

Die  Gleichung  11)  giebt  für  ft  -=  0,  c'  =«  0: 

c^'  +  arV +  <?(«'  +  !/')  —  —Wxy, 
oder  quadrirt  mit  Rttcksicht  auf  17): 

[1  +  kHhp'—c'^ix^  +  y2)p  —  4[*2— (1  +  A2)c2  +  c*]a;V» 
Diese   Gleichung    nach    -^  geordnet  giebt: 

c  c 

Hieraus  folgt: 

+  2a:y/(l— a:^)(l-^»a:2)  l/(l— y^)(l— AV), 
oder : 

Es  bedeutet  in  der  vorstehenden  Gleichung  c  eine  beliebige 

Constante.    Integrirt  man  die  Gleichung  13)  und  zwar  von  o:  «=  0 

1 
an,  so  giebt  die  Gleichung  18)  für  o:  «=  0,  y  »  -,    wodurch    die 

untere  Gränze  des  Integrals  in  Beziehung  auf  y  bestinimt  iai    Die 
Ausführung  der  Integration  giebt: 


,ax  (^  dt  Py  dl 

J,    i/(i-/')0-*v)    /    i/(i-(>)(i~*v) 


0. 
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Die  Gleichungen  18)  und  19)  sind  mit  den  Gleichungen  4) 

\ 

und  5)  identisch,  wenn  -  =  z  und : 

^  c 

r-r-j" 

M  0  0 

gesetzt  wird. 

Die  von  Euler  angewandte  Methode  zur  Integration  der  Diffe- 
rentialgleichung 10)  ist  ungemein  einfach,  wegen  der  nothwendigen 
Auflösung  einer  quadratischen  Gleichung  ist  dieselbe  nicht  zu  einer 
Verallgemeinerung  geeignet,  wie  ein"  anderes  Verfahren,  welches 
von  Lagrange  herrtthrt  Unter  dem  Titel:  „Dilucidationes  super 
methodo  elegantisima,  qua  illustris  de  la  Grange  usus  est,  in  inte- 

granda  aequatione  ■=  =  --pr"  hat  Euler  die  Arbeit  von  Lagrange 

weitläufiger  behandelt  in  den  Acta  Acad.  Imp.  Sc.  T.  U.  P.  I  p. 
10 — ^57,  oder  auch  Institut.  Calc.  Integr.  Tomus  IV.  p.  465—524. 
(Supplementum  VIII  ad  Tom.  I.  Sect.  11.  Cap.  VI).  Characteri- 
stisch  für  Euler  ist  die  grosse  Bewunderung,  welche  derselbe  der 
Arbeit  von  Lagrange  zollt,  wie  dieselbe  sich  in  den  Worten  zu 
Anfang  vor  §  2  kund  giebt  ;,Istud  antem  egregium  inventum  eo 
magis  sum  admiratus  etc.^ 

Die  Abhandlung  von  Lagrange:  „Sur  Tintägration  de  quelques 
6quations  diffi6rentielles  etc^  ist  enthalten  in  Miscellanea  Taurinen- 
sia.  Tom.  IV.  auch  unter  dem  Titel:  Mäanges  de  Philosophie  et 
de  Math^matique  de  la  Sociätä  Roy.  de  Turin.  Pour  les  annöes 
1766 — 1769.  p.  98 — 125.  Republicirt  findet  man  dieselbe  in:  Oeuv- 
res de  Lagrange  p.  p.  Serret.    T.  IL  q.  5—33.    Paris  1868. 

Auf  p.  102  reproducirt  Lagrange  die  Methode  von  Euler  und 
bemerkt  zu  derselben  auf  p.  103: 

„Getto  int^ation  est  d'autant  plus  remarquable  qu'elle  n'est 
dfte  qu'ä  une  espöce  de  hazard  heureux,  et  qu'il  ne  serait  pas 
memo  possible  d'y  arriver  par  les  m6thodes  connues  des  G^om6- 
tres  jusqu'ä  präsent^ 

Die  Principien  seiner  Methode  hat  Lagrange  in  den  folgenden 
bemerkenswerthen  Zeilen  niedergelegt: 
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„Qoand  on  a  ane  äquation  diffirentielle  du  premier  d^r6 
dont  on  ne  peut  trouver  Fintegrale,  il  faut  la  difförentier  et  eza- 
miner  si  en  combinant  cette  nouvelle  äqaation  avec  la  propos^e, 
on  poorrait  trouver  une  öquation  integrale  du  premier  dögr6 
autre  que  Föquation  propoB^e;  car  alorB  en  chassant  par  le 
moyen  de  ces  deux  äi^uations  les  premi^res  diffifrrences,  on  aura 
une  äquation  algöbrique  qui  sera  l'int^ale  cherchäe. 

Si  rint^ation  ne  reussit  pas  de  cette  maniöre,  il  faut  paBser 
ä  la  diff6rentielle  du  troisiöme  digrij  et  chercher  si  Ton  pour- 
rait  ainsi  parvenir  a  une  nouvelle  äquation  du  seeond  d^rä ;  en 
ce  caB  il  n'y  aurait  plus  qu'ä  eliminer  les  difiärences  Bocondes  et 
troisiömeB  par  le  moyen  de  Täquation  proposäe  et  de  sa  difif6- 
rentielle.    Et  ainsi  de  Buite.^ 

Zur  Abkürzung  werde  gesetzt: 
20)    A+Bx+Cx^+Dx^+Ex^  =  X,  A+By+Cy'^+Dy^+Ey^  =  Y. 

Zwischen  x  und  y  finde  die  Differentialgleichung  statt: 

21)    ^  +  -^  =  0. 

Man  sehe  x  und  y  als  Functionen  einer  Variabelen  l  an,  und 
ersetze  die  Gleichung  21)  durch  die  folgenden: 

Für: 

23)    x-^-y  =  p^  x—y  =  q^ 
folgt  durch  Differentiation  nach  t  mit  RttckBicht  auf  22): 


dp         dx          dy         /          / 
dt          dt    ^    dt        ^^     ^^' 

24)    . 

dq         dx          dy        y/x+\/r 
dt          dt          dt        V^  +  V^, 

(Pp           X'    dx       r    dy         X'  +  r 

1  dfi          isjx  ät      ii/y  dt               2 

Die  letzte  Gleichung  wird  nach  20): 

^)S- 

'  B  +  C{x-k-y)  +  -^ D(x^  +  y«)  +  2Eix^ H 
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Die  beiden  ersten  Gleichungen  24)  multiplicirt  geben  nach  20) : 

dt  dt        ^—^  — 

{x —y)[B+  C(x  +  y)\+D («*  +  xy  +  y^)  +  E{x  ■\- y) («»  +  y>)J . 
Aus  dieser  Gleichung  und  der  Gleichung  25)  folgt: 

(^-^)  %-%  I  -  i—yf^D  +  Eix  +  y)] 
oder  X — y  -=  ^,  x  +  y  =  /?  gesetzt: 

d.i. 


im)  -  ^+^^- 


Diese  Summe  mit  -^  multiplicirt  giebt: 

dt\^  dt)        "dt^^~S' 


h  ^Y  = 

\q  dt) 


l-l/^-l/F, 


Bedeutet  F  eine  Constimte,  80  folgt  durch  Integration: 

Dp  +  Ep^  +  F. 

Setzt  man  wieder  p  =  ic  +  y,  g«=a; — y  und  nach  24): 

dp 

80  folgt: 

Setzt  man  2B  und  22>  statt  B  und  />^  so  wird  die  vorstehende 
Gleichung  mit  der  Oleichung  15)  identisch,  wenn  die  Integrations- 
constante  durch  F  bezeichnet  wird. 

Die  Torstehende  Darstellung  enthält,  mit  unwesentlichen  Modi- 
ficationen,  die  von  Euler  gegebene  Vereinfachung  der  Methode  von 
Lagrange.  (Institut.  Calc.  Int  t  IV.  p.  466 — 467.)  Lagrange  (1.  c. 
p.  108)  nimmt  statt  der  Gleichungen  22)  die  folgenden: 

dx  dt^      dy_  Ä 

wo  T  eine  Function  von  i  bezeichnet,  die  so  bestimmt  wird,  dass 
sich  eine  Integration  ausfuhren  lässt.    Im  Verlaufe  der- Abhandlung 
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versuebt  Lagrange  rergeblich  seine  Methode  auf  eine  Differential- 
gleichung von  der  Form  21)  anzuwenden,  in  welcher  X  und  ¥ 
beliebige  Polynome  respective  von  x  und  y  sind.  Alle  Annahmen 
führen  wieder  auf  die  in  20)  gegebenen  Formen  von  X  und  Y 
zurück.  Eine  bemerkenswerthe  Ausdehnung  der  Methode  von 
Lagrange  hat  Richelot  gegeben  in  der  Abhandlung:  lieber  die 
Integration  eines  merkwürdigen  Systems  Differentialgleichungen. 
(Grelle  Joum.  t.  23  p.  354 — 369).  £s  sind  dieses  Differentialglei- 
chungen,  auf  welche  Jacobi  die  AbeFschen  Functionen  basirt  hat 

In  einer  grösseren  Abhandlung:  „Einige  Bemerkungen  zum 
Euler^schen  Additionstheorem"  (Grelle.  J.  t.  44.  p.  277—294)  hat 
Richelot  an  die  Methoden  von  Euler  und  Lagrange  eine  Reihe 
interessanter  Bemerkungen  geknüpft  und  namentlich  zuerst  die 
Herleitung  der  Gleichung  15)  aus  der  Gleichung  6)  oder  7)  gegeben. 

Das  Additionstheorem  von  Euler  ist,  mit  mehr  oder  minder 
gutem  Erfolg,  so  häufig  Gegenstand  neuer  Herlcitungen  geworden, 
dass  eine  vollständige  Erwähnung  aller  darauf  beziehlichen  Arbei- 
ten in  keinem  Verhältniss  zu  dem  relatiren  Werthe  derselben  stehn 
würde.  Es  sollen  daher  nur  einige  Methoden  erwähnt  werden,  die 
sich  durch  Einfachheit  auszeichnen  oder  allgemeiner  bekannt  ge- 
worden sind« 

Im  „Journal  de  Math^matiques''  2<^  s^r.,  iL  p.231 — 233  (Annöe 
1 856)  hat  Despeyrous  ein  Verfahren  mitgetheilt,  welches  sich  in  den 
hinterlassenen  Papieren  von  Sturm  vorfand,  später  aber  für  Sturm' s 
Lehrer  Deflers  reclamirt  wurde.    Die  Differentialgleichung: 

-^  +  -^  =  0  oder  \/rdx  +  ]/Xdy  =  0 

yx      \pr 

wird  für  Jr=  (1— a;2)(l— ^^a:«),  Y  ={\—y'^){\—xY)  mit  dem 

1 
■^*^^^^    \ i/i-  2f  2  multiplicirt  und  dann  integrirt    Bedeutet  c  eine 

Constante,  so  folgt: 


Sind  P  und  Q  Functionen  von  x  und  y,  so  folgt  durch  partielle 
Integration: 
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Wendet  man  dieses  auf  die  obige  Integralgleichung  an,  so 
verschwinden  in  Folge  der  Differentialgleichung  die  Terme  unter 
dem  Integralzeichen  und  man  erhält  unmittelbar  das  algebraische 
Integral  der  Differentialgleichung.  Die  auszufhhrenden  Rechnungen 
sind  nicht  ohne  Weitläufigkeit,  sie  setzen  eigentlich  die  Eenntniss 
des  Additionstheorems  voraus.  Uebrigens  ist  das  angewandte  Ver- 
fahren eine  directe  Erweiterung  der  Methode,  deren  Lagrange  sich 
zur  Integration  der  Differentialgleichung: 

-7^=  +  jM=  =  0  oder  |/r=7^  +^\/V=^^dy  -=  0 

bedient.  (Miscellanea  Taurinensia.  T.  IV.  p.  100.)  Die  Bemerkung 
über  Differentialgleichungen,  welche  oben  nach  Lagrange  mitgetheilt 
ist,  in  Verbindung  mit  einer  Bemerkung  von  Abel  tlber  die  Combi- 
nation  der  particulären  Integrale  einer  Differentialgleichung*)  (Grelle 
Joum.  t  2.  p.  22)  finden  sich  sehr  geistreich  vereinigt  in  einer 
kurzen  Note  von  Darboux  (Annales  scientiöques  de  FlBcole  nor- 
male supörieure.  t.  IV.  p.  85.  Paris  1867),  welche  ihres  geringen 
Umfangs  wegen  hier  erwähnt  werden  soll.  Es  sei  z  Function 
von  u  bestimmt  durch: 

dz 
du 

Diese  Gleichung  nach  U  differentiirt  giebt: 

Sind  X  und  y  zwei  particiiläre  Werthe  von  z,  welche  der 
Gleichung  27)  genfigen,  so  ist: 

g=  _(l+A»)a:  + 2*1x3,  g (H-Ar»)y  +  2ArV. 


26)    i-/(l-z»)(l-*V). 


*)  Bei  Abel  werden  die  particulären  Integrale  einer  linearen  Differential- 
gleichung zweiter  Ordnung  combinirt,  während  im  vorliegenden  Falle  die 
Differentialgleichung  nicht  linear  ist 
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Diese  QleiohuDgen  geben: 

Da  nun  x  und  y  auch  der  Gleichung  26)  genügen^  so  ist: 

folglich : 

Die  Gleichung  28)  hierdurch  dividirt  giebt: 
^  du^      ^  du^  2k^xy 


(v|)'-(4J 


1— ÄVy2 


dx  dv 

Multiplicirt  man'  auf  beiden  Seiten  mit  y  ^  "^  ^^j  ^^  wird: 


^  du^      ^  du^  ik^xy 


dx  dy  1 — k'^xh/^ 

^  du~  ^dü 


(    dx  .       dy\ 


d.  i. 


(dx  dy\ 


U^^  k^^ 

du  ^  du  du 


dx_     dy  1—k^xh/^  i—k^xh/^' 

du         du 

Bedeutet  c  eine  Constante^  so  folgt  durch  Integration: 

dx         dy 
y a?-^ 

Es  sei  nun  o:  =»  90  {u).  Da  y  ebenfalls  der  Differentialgleichung 
26)  genttgt,  so  kann  nur  y  «==  (p^u  +  d)  sein^  wo  a  eine  Gonstante 
ist    Die  Gleichung  29)  wird  dann. 

QA\    y(ti+a)  q>'{u)  ~  y(u)  <p\u+a)  ^ 
^  l—k^g)(uyg>(u+ay 

Nimmt  man  für  w  —  0  9(0)  =  0,  also  ^'(0)  =  1,  so  giebt 
die  Gleichung  30)  c  —  g)(a).    Die  Gleichung  30)  giebt  unmittelbar 
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das  AdditioBstheorem  der  elliptischeii  Functionen  Ar  u  +  a  =  v 
und  q>(u)  ^=  sin  am  u. 

In  der  Abhandlung:  „Neuer  Beweis  der  Summationsformeln^ 
(Grelle  Joum.  t  30  p.  211—214,  oder  Mathem.  Abh.  p.  155—158) 
hat  Eisenstein  eine  Anwendung  des  Theorems  von  Taylor  auf  die 
Herstellung  des  Additionstheorems  gemacht. 

Eine  Untersuchung  von  Abel  in  Grelle  Joum.  t  2  p.  386 — ^394, 
über  die  Functionalgleichung  g)(x)  +  q>(y)  =  ^[a:/*(y)  +  y/Cy)], 
welche  beilftufig  bemerkt  auf  die  Additionstheoreme  der  Logarith- 
men und  Ereisfunctionen  führt,  hat  zu  der  Abhandlung  von  Lettner 
(Grelle  Joum.  t.  46  p.  367  —  388)  Veranlassung  gegeben.  „  Ueber 
die  Functionen,  welche  der  Gleichung: 

Genüge  leisten."  Diese  Gleichung  fahrt  auf  das  Additionstheorem 
der  elliptischen  Functionen.    (L  c.  p.  379.) 

Weitere  Betrachtungen  über  das  Additionstheorem  findet  man 
noch  bei  Schellbach  in  Grelle  Jouru.  t.  54  p.  59 — ^67  und  Genochi 
im  Buttetino  di  bibliografia  e  di  storia  delle  scienze  matematiche 
e  fisiche  pub.  d.  B.  Boncompagni,  Tomo  UL  Roma  1870.  Man 
findet  dort  auf  p.  47  eine  Anzahl  literarischer  Notizen. 

$  24.    ZusAmmenstellnng  einiger  Formeln^  welche  sich  ans 
dem  Additionstheorem  ergeben.    Anwendungen  des 

Additionstheorems. 

Setzt  man  in  den  Gleichungen  2)  §  23  — v  statt  v,  so  ergeben 
sich  drei  neue  Gleichungen,  welche  in  Verbindung  mit  den  bemerk- 
ten Gleichungen  das  folgende  Fundamentalsystem  für  die  Addition 
der  elliptischen  Functionen  bilden: 

1)  sinam(tt+«;)  = 

sin  amt<  cos  amt;  A  amy  +  sin  amy  cos  amu  A  am« 

1  — Ifl  sin^  amt«  sin^  amt; 

2)  cosam(tt+t;)  = 

cos  amu  cos  amt;  —  sin  am  u  sin  amt;  J  amt«  J  am  t; 

,  — ——— —  -    • 

1  — k^  sin^  am  u  sin^  am  v 


3 
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3)  AsLm{u+v)  = 

Asmu  Abjüv — k^fmamu  sin  am t;  cosamu  cosamv 

1 — Af^ sin '  am t«  sin^amt; 

4)  sin  am  (u — v)  «« 

sinamu  cosamt;  Jamt; — sinamt;  cosamt«  ^amu 

1 — /f^sin^amu  sin^amt; 

5)  cos  am  (u — v)  = 

cos  am u  cos  am t;  +  sin  kislu  sinamt?  Jamt<  Jamy 

1 — /r^sin^amu  sin^amt; 

6)  Jam(M — v)  = 

Jsmu  J  amt;  +  A^sin  amt^  sin  amt;  cos amu  cos amt; 

1 — Ar^sin^amu  sin^amt; 

Aus  diesen  Gleichungen  hat  Jacobi  (Fund.  p.  32  und  33)  33 
Relationen  abgeleitet,  von  denen  hier  nur  die  wiederholt  werden 
sollen ;  welche  in  den  folgenden  Untersuchungen  von  Wichtigkeit 
sind.  Bildet  man  das  Produkt  von  sin  am  {u  +  v)  sin  am  (u — v) 
und  setzt  im  Zähler  cos*  am  ir «»  1 — sin*  am  w,  J*  am  ir  «=  1  — k^X 
sin*  am  IV,  so  findet  man,  dass  derselbe  durch  1 — Ar*  sin*  am  uX 
sin* amt;  theilbar  ist  Verfährt  man  analog  mit  cosam(t<  +  t')x 
eosam(u — v)  und  Jam(M+t;)  Jam(M — v),  so  erhält  man  folgende 
sehr  ntttKllche  Relationen: 

^v      ,         /    .   N    .         /       N  sin*amM — sin*amv 

7)  smam(u+t;)  smamfw — v)  =  . — ,^  .  ,   _ — inx« ;;:;.' 
^  V    •   /  \       /       j — ^Ar*sm*amu  sin*  amt; 

8)  oosam(f<  +  t;)  cos  am  (t« — v)  = 

1  — sin*  amu — sin*  amt;  +  /f*Bin*  amw  sin*  amt; 
1 — Ar*Bin*amu  sin*  amt; 

9)  Jam(tt  +  t;)  zfam(u — v)  ■= 

1  —  A:*sin*amu— Ar* sin* amt;  +  ^* sin* amu  sin*  amt; 

1 — A:*sin*amu  sin* amt; 

Mittelst  der  Gleichungen  1)  bis  9)  ergeben  sieh  ohne  weitere 
Rechnung  Gleichungen  fUr: 
sin  am  {u  +  v)±  sin  am  (w— t;),  1  ±  sin  am(u  + 1;)  Bin  am  {u—v\ 
l±k^»m  am  (u  +  v)  sin  am  (u — v)  etc. 
Durch  Ausführung  der  MultiplieatioB   findet  man  mitie\Ät  ^r^ 
Gleichungen  1)  bis  9)  unmittelbar  die  folgenden  Functionen  m 
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zusammengesetzten  Argumenten  durch  die  Functionen  der  einzelnen 
Argumente  ausgedrückt: 

[1  ±sinam(M  +  t;)][l  ±sinam(w— r)]  = 
1  ±  sin  am(?<  +  v)±  sin  am(w — v)  +  sin  am(w  +  v)  sin  am(w — v). 

[1  ±  sin  am  (u  +  v)]  [1  T  sin  am  (u — v)]  = 
1  ±  [sin  am(M  +  v)  —  sin am(M — v)]  — sin  am(tt  +  v)  sin am(w — v), 

etc. 
So  ist  z.  B.  nach  1),  4)  und  7): 

[1  ±  /:  sin  am  {u  +  v)]  [ITA:  sin  am  (u—v)]  = 
\±k [sin  am (u+v) — sin  am (m — v)] — k^ sin  am  (u+v) sin  am  (u—v)  == 
^    sin  amy  cos  am  u  J  amu  sin^amw — sin^amv 


1 — Ar^  sin*  am  u  sin*  am  t;  1  —  k^  sin*  am  m  sin*  am  v 

1  — Ar*  sin* amu+Z:*  sin* amr  cos* H,mu±2k  sin amt;  cos amu  ^amt< 

1  —  A:*  sin*  am  u  sin*  am  v 

(J  am  u  j:  A  sin  am  v  cos  amti)* 

1  —  A:*  sin*  am  w  sin*  am  v 

Da  die  Herstellung  von  Gleichungen  von  der  Art  der  vorher- 
gehenden von  leichter  Mähe  ist,  so  soll  eine  weitere  Ausführung 
derselben  unterbleiben. 

Bildet  man  das  Product  der  Gleichungen  1)  und  5)  nämlich 
sinam(2^  +  t;)  cosam(t< — v)y  so  hat  der  Zähler  rechts  nach  Aus- 
führung der  Multiplication  die  Form  PAAmu+  Q/isrnv^  wo  jeder 
der  Factoren  P  und  Q  durch  1 — Ar* sin* am w  sin* amt;  theilbar  ist 
Man  erhält  auf  diese  Art  die  folgenden  sechs  Gleichungen: 

10)  sinam(w  +  t;)  cosam(w — v)  = 

sin  am  u  cos  am^  Jamy  +  sinamy  cos  amt;  Jam^ 

1  — A:*  sin* amw  sin* amt;  ' 

11)  sinam(t* — v)  cosam(tt  +  t;)  == 

sin  am  u  cos  waiu/i  am  v — sin  am  y  cos  am  t;  z< am t^ 
1  —  k^  sin*  am  u  sin*  am  v 

12)  sinam(tt  +  t;) /4am(w — v)  — 

sin  am  t^  /Isimu  eoBSLmv  +  hiiAmv  Jamt;  cosamn 

1  —  Ar*  sin*  am  u  sin*  am  v 

13)  sin  am  (u — v)  d  am  (u  +  v)  = 

sinamu  Jamt/  cos  amt; — sin  amt;  Jamt>  cosamu 

,  - ,  — — ■  • 

1 — Ar*  sin*  am  tt  sin*  am  r 
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14)  co8am(tt  +  «;)  Jam(M — v)  === 

cos  am  7^  tarnte  cosamv  Asjnv  —  k^^  sin  am  t^  sinamt; 

1  —  k^  sin^  am  u  sin^  am  v 

15)  co8am(t/ — v)  2lam(w  +  v)  = 

cos  am  1/  ^amu  cos  am  t;  Jamv  +  ^^  sinamu  sinamt; 

.  — . —      ..  -'  ■  • 

1  —  k^  sin^  am  u  sin-  am  v 

Die  Gleichungen  11),  13)  und  15)  ergeben  sieh  unmittelbar  aus 
den  Gleichungen  10),  12)  und  14)  durch  Yertauschung  von  v  mit 
— V.  Eliminirt  man  zwischen  je  zwei  der  Gleichungen  1),  2)  und 
3)  eine  der  Functionen  Jamu  oder  Jamt;,  so  lassen  sich  Relatio- 
nen herstellen,  in  welchen  der  Nenner  1 — Ar^sin^amu  sin^amt; 
nicht  mehr  vorkommt    Auf  die  angegebene  Weise  findet  man: 

16)  sin  am  (u+v)  sin  amt;  J  amt<+eos  am(u+v)  cos  amv  »»  cos  amu. 

17)  «mHm{u  +  v)  J^jnu  —  2lam(u  + v)  sinamu  cosamt;  "= 

sinamt;  cos  am  t^. 

18)  cosam(t<  +  «')  +  i4am(t*  +  t;)  sinamt<  sinamt»  = 

cosamu  cosamt;. 

Um  die  Bedeutung  der  Gleichungen  1)  bis  6)  an  einigen 
Beispielen  hervorzuheben,  sollen  dieselben  zur  Darstellung  einiger 
bemerkenswerthen  Ausdrucke  in  Form  unendlicher  Producte  dienen. 

Die  Gleichungen  1)  und  4)  geben: 

sin  am (t^  +  r)  +  sin  am {u — v)  sin  amt^  cos  amr  J  amt; ^ 

sinam(^^ — v) — sin  am (t* — v)         sinamt;  cosamt«  J am 7^ 

Die  Gleichungen  7),  8)  und  9)  von  §  22  geben: 

2Kz 


19) 


sm  am 


:x 


2Kz  .       UCz 
cos  am ü  am 


«mz     fj  {\—2q^  cos  2z  +  q^)  (1  —2q^^^  cos  2z  +  q*^ 
k"  cosz  11  (1  +  2^«'-  cos  2z  +  q*"-)  (1  +  2^2r-i  g^s  2z  +  q^-^) 


sin  z     fg^l  — 2^**  coB2z  +  g^ 


*'  COSZ-"  1+2/ cos  2z  ^-g*" 

Diese  Gleichung  werde  auf  die  Gleichung  19)  angewandt  f&r: 

2Ky  2Kx      .     ^  2Ky  +  x  2K  y—x 

i^^i;»s  — i    u — V  = ,  oder  mr  t<  =« o">«''*= —     «r"> 

n   ^  jr  '  jr      2     '  :«:      2     ' 


Enneper,  «Uipt.  Fonotionen. 
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indem  man  also  z  =  ^  und  z  =  ^~o~'  ^^*^*  '^^^^^  ^^®  erhalte- 
nen Gleichungen  dividirt  Da  nun: 

2  2              smy  +  sma;      • 


p«as^— ^> 


.   !/ — X        y-\-x  siny — sin.r' 


80  führt  die  Gleichung  19)  auf: 

2ÄV    .     .  Sä'o: 

sm  am  — -  +  »in  am  — 

sm  am  — ^  —  sm  am  — 
siny  +  flina;     J^  1  —2q^  cOB(y  +  x)  +  q^  1  +  2g''  cos  (y—x)  +  q^^ 

i  2äV  2äV 

Setzt  man  y — s-  log  g  statt  y,  also   — ^  +  i  K'  statt  — - ,     so 

geht  die  Gleichung  20)  in  folgende  über: 

1  +  Ä  sm  am  — -  sm  am  — 
22) ""  "" 


1  — A:  sm  am  — -  sm  am  - — 

ar-1  «r— 1 


j^l— 2g  ^    cos(y  +  a;)  +  g^^^  1  +  2g  ^    C0B(y— a;)  +  g^^~^ ^ 

i    l+2g  «    cos(y+a;)  +  g*^*  1— 2g  «    cos(y— a;)  + g'^^ 
Hierbei  ist  zu  beachten^  dass: 

flini(y+a;-ilogg)       ^^i^^_-^i^_^  _^_^l-gj /'+'>• 

coB^(y-a>-|logg)  ^- l_+^My-«>' . 

Bildet  man  das  Product  dieser  Gleichungen,  so  ist  nach  20): 
sin  (j/  —  ^  log  5-)+ sin«        i_^^+«),-    ^j^^^Jiy-xy 
in(y  —  jj- log j-)  —  «n «       '     ''  "^  ^^ 


sm 
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Mit  Rücksicht  auf  diese  Gleichung  leitet  mau  leicht  die  Glei- 
chung 22)  aus  21)  ab. 

Für  y  «•  X  geht  die  Gleichung  22)  über  in: 

23) 

I+Arsin^am 


2Kx 


—  =  11 


1 — ^sin^am i 


3t 


2r— 1 


1+9 


2 


2*^-1 


X—'lq  *    cos  2a: ^-^^»^^ 


^     1+2^  2    cos2x+(^2'— 1 


2r— 1 


\\-q  «    j 

Man  kann  diese  Gleichung  auch  leicht  dircct  ableiten.    Für 
u  =  t;  giebt  die  Gleichung  1): 


sin  am  %i 


2sinamu  cosamu  Asätlu 


dsin^anm 
du 


Setzt  man  u 


1  — k^  sin*  am  u 


üt 


1 — k^  sin*  am  w' 
j    multiplicirt    auf    beiden    Seiten    mit 


W~  so  findet  man  leicht: 


Auvr  Av  ^  l+Afiin^am  — 

—  sm  am =  —  log r— - , 

jt  n  dz     ^  .     .    ,  ^       2J^z 


1 — Xrsin^am 


3€ 


Mittelst  der  Gleichung   14)  ron  §  22  geht   diese  Gleichung 
über  in: 

2Kz 


^   I 


l+ZTsin^am 


«r-l 


1 — k  sin^am 


Tz-^^T=^^ 


2Kz 


ar~i 


j    _QO_ 

dz^f^X — 


% 


cos  2  (2r— l)z 


-aS'* 


^«r-1         2r— 1 
1— 2g  ^    COS  2z  +  <^^ 


l+2g  »    COS  2z  +  (?*^i 
Nach  z  zwischen  den  Gr&nzen  0  und  z  integrirt  führt  auf: 

24) 


1  ■\'k  sin^  am 


2Kz 


üt 


1 — ^/rsin^am 


2Kz 


n 


2r-^l 
l+2g    * 


U-2«  « 


2»^1 


00 


/z^ 


1— 2|y  »  cos2z+g^~^ 
^    l+2g  «  cos2z+a*-^ 

10* 
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Die  GleiehuDg  7)  giebt: 

l+/f  8mam(n  +  r)  sin  am  (m — v)  l+Arsin^anm  1 — /rsin^amy 

1  — k  sin  am  (w  +  v)  siu  am  {u — v)         1 — k  sin^  am  u   \+k  sin^  am  v 

Aus  dieser  Gleiehimg  in  Verbindung  mit  24)  lässt  sich  wieder 
die  Gleichung  22)  herleiten. 

Aus  den  Gleichungen  2)^  3),  5)  und  6)  folgt  leicht: 

cos  am  (u — v)  +  cos  am  (u  +  v)  cos  am  m  cos  am  t; 

C0Bam(u — v) — cosam(2^  +  t;)      '.  sinamz^  sinamv  ^amt/ Jamv 

Jam(K — v)  +  A9Liü{u'j-v)  Jamu  /leimv 

A9im{u — v) — AsLm{u  +  v)        /r^sinamu  cosamt^  sinamt;  cosamt; 

Nimmt  man  u — 1;=  — ^,  u+v  =  ,  legt  die  Gleichun- 

gen  7),  8)  und  9)  von  §  22  zu  Grande,  setzt: 

cos     ^     cos — s-^ 

2  2  cosy  +  cosa; 


,    x  +  y   ,    X — y  cosy  —  cosa:  * 

sm— J-ä^sm— 2^ 


so  findet  man: 


25) 


2Ky   .  2Kx 

cos  am  — '  +  cos  am  — 

2^  2Kx 

cos  am  — -  —  cos  am 


Jt  Jt 

cosy  +  coso:    ^  \+2q^'' GOB{x+y)+q^  \—2q^^^ cos(a:+y)  +  g^"~^ 
cosy— cosoj  //  1— 2(|r2»-cos(a;+y)+^*''  l+2q^*^^co»(x+y)  +  q*^^ 

f^  l+2g^''cos(a;  — y)  +  g^''   1  —  2q^^^  cos  (a; — y)  +  g*^~^ 
^/i  1— 2^»'-  cos(a:— y)  +  ^    1  +  2^2r-ieos(a;  — y)  +  /'•--2  ' 


2Ky  ,    .        2Kx 
Jam — 2.-j-jam 


26) 


Jt  Jt 


2Ky        .       2Kx 
Jam  — -  —  Jam 

Jt  Jt 


4^sin(a;+y)  sin  (x — y) 


f^  1— 2g*'--^COs2(a;+y)  +  g^"*  i-~2^-^cos2(a:— y)  ^-g^'^ 
11      1— 2^*''cos2(a;+y)  +  ^        1  — 2^cos2(a:— y) +  ^ 

Nimmt  man  in  der  vorstehenden  Gleichung  -s^—^  statt  o?,  so 
giebt  dieselbe: 
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27) 


n  X 


Jam Jam — -- 


Jana — ^ — k 

Jt  3t 


T-   X 


4^C08(a;+y)  C08(a? — y) 
fr  y  +2^^'^cos2(a;+y)  +  ^-^  1  +2^>-gcos2(a;— y)  +  ^ 


r— 4 


•H-2^'-coß2(a;+y)  +  ^         1 +2^'' C082(x— y) +  ^''    * 
Als  besondere  Fälle  dieser  Gleichungen   sind   die  folgenden 
von  Interesse.    In  25)  und  26)  y  «=  0  gesetzt  und  die  Quadrat- 
wurzel ausgezogen,  giebt: 

/1  +  cosam^— ^ 
W-x   ^ 
n 

OD 


29) 


1  +  cos.r  J f^+  2^^ CO s g;  +  <^''  1  —  2^^~*cos.r +  ^'"-2 
1  — cosa;  ^/  1  —  2^''  cos  x  +  q^""  1+  iq^^^'^'^x  +  q^^-'^ 

/  2Kx 

K     1— Jam—        2l/^8ina;V    T— i^' cos  SLc  +  «*• 
Für  y  =  o:  wird  die  Gleichung  27)  einfacher : 


sosieV  \  IH-«*'  /    1      1 


.—  —  • 


49C082a; ^f  \  l+j^'  /  ^i"*    1  +  V  0084«  +  ^ 
Nimmt  man  hierin  x  •=  0,  60  iet: 

l—k'       iq^^K  1 +«*••/  ' 
Für  ;t  —  —   findet  man  aus  24): 

\—k        /-* 


«r— 1^« 


\—q  2 


Diese  Beispiele  mögen  genügen  um  die  Anwendbarkeit  der 
Additionsgleichungen  zur  Herstellung  Ton  Gleichungen  zu  zeigen^ 
deren  Ableitungen  auf  den  ersten  Augenschein  mit  Schwierigkeiten 
verbunden  zu  sein  scheinen. 
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Achter  Abschnitt 


$  26.    Die  elllptlsehen  Integrale  und  Ihre  Classification. 

Sind  P  und  Q  Polynome  von  y,  ist  R  ein  Polynom  vierten 
Grades  von  y^  so  heisst  nach  Legendre,  wie  schon  in  §  ?  erwähnt 
wnrdO;  das  Integral: 

"    '-ßw 

ein  elliptisches  Integral.  Durch  äusserst  einfache  Betrachtungen 
gelang  es  Legendre  (Fonct.  elL  t.  I  Ch.  IV  u.  V)  die  verschiedenen 
Transcendenten,  zu  welchen  das  Integral  H  Veranlassung  giebt, 
auf  drei  Integrale  zu  reduciren,  welche  keiner  weiteren  Verein- 
fachung fähig  sind.  Wenn  auch  die  von  Legendre  aufgestellte 
Eintheilung  in  mancher  Hinsicht  unnöthig  erscheinen  könnte  durch 
die  Einführung  der  Theta -Functionen,  so  ist  dieselbe  doch  in- 
soweit von  Interesse  und  Nutzen,  als  sie  zu  mehreren  sehr  be- 
merkenswerthen  Theoremen  Veranlassung  gegeben  hat,  zu  denen 
Legendre^  wie  zu  den  meisten  Sätzen  in  diesem  Zweige  der  Ana- 
lysis,  mit  einem  verhältnissmässig  sehr  geringen  Aufwand  von 
Rechnung  gelangt  ist.*) 

In  §  3  ist  gezeigt,  dass  durch  eine  Substitution  von  der  Form : 

p  +  qz        ph+qx 
^  '^    1+z   '^    h+x  ' 

wo  p,  q  und  h  wesentlich  reelle  Grössen  sind,  die  Gleichung  i) 
übergeht  in: 

J  ^2  \/±{i±x^){\±c^x^y 

wo  c  ein  positiver,  ächter  Bruch  ist,  Äi  und  Ät  sind  Polynome 

von  X  respective  von  denselben  Graden  wie  P  und  0  von  y. 
Setzt  man: 

J[,  —  Zt(x^)  +  X  Ziix^) ,  JTj  -^  tt>i{x^)  +  X  y>^(x^), 


•)  üeber  die  Priorität  Eulers  der  Legendre  sageschriebenen  Sätze  sehe 
man  Kote  VU. 
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multiplicirt  und  dividirt  mit  ^i(a;<) — xipi(x^),  so  ist: 


wo  zur  Abkürzung  ^(a;*)  =  tpi(a;*)* — a;'Vi(a;)*,  il(x*)  =  Vi(.r*)2i(a;=') 
—  a;2^,(a;»)  i^(a:»)  und  /<(a;»)  = '^,(x*)^(a:»)— v>2(x'')Zi(a;')  ge- 
setzt ist. 

Die  Gleichung  2)  wird  nach  3):  H  =  i^  +  ffj,  wo: 


Ö  V'±(l±a;*)(l±c*a:»)  ' 


J  d« 


'      "•'""     l/±(l±a;*)(l±c»x*)' 
Nimmt  man  ;c^  =  t,  so  ist  nach  5): 


2^« 


-/ 


v(0  ^/±(i±0(i±c^O 

Die  Function  unter  dem  Integialzeichen  ist  der  Differential- 
quotient nach  i  einer  Summe  von  algebraischen ,  iogarithmischen 
und  trigonometrischen  Functionen.  Das  Integral  H% ,  welches  nicht 
weiter  in  Betracht  gezogen  werden  soll,  führt  nur  auf  Fälle,  welche 
nicht  eigentlich  in  das  Gebiet  der  elliptischen  Functionen  gehören; 
indem  eine  Kenntniss  derselben  zu  ihrer  Behandlung  nicht  er- 
forderlich ist. 

Wendet  man  auf  das  Integral  H^  in  4)  die  in  I  —  VIII  auf- 
gestellten Substitutionen  von  §  3  an,  welche  sämmtlich  in  der 
Form: 


X 


enthalten  sind,  so  nimmt  die  Gleichung  4)  die  Form  an: 


'■  -  / 


*2  \/l  —  k^Bm^^' 
wo  *i  und  ^2  Polynome  von  sin*  g)  sind  und  0  <  A:  <  1  ist.    Durch 
Division    und    durch  Zerlegung    in   Partialbrüche    lässt    sich    tii 
schliesslich    auf  eine    Summe    von  Integralen   reduciren,   welche 
sämmtlich  in  einem  der  beiden  folgenden  Integrale  enthalten  sind : 


ft^        //    _     f_J^^^ 


k^mn^9> 


"  ''-h 
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tkf) 

+  g  %\vfl  9)*  |/l  —  Ar»  sin»  g> 
Es  fiind  m  und  n  ganze  Zahlen,  und  A  und  g  beliebige  Quan- 
titäten.    Zur  Abkürzung  setze  man  A  =»  l/l  —  Ar*  sin*  tp.   Differentiirt 
man  den  Ausdruck  J.  cos  9).  (sin  g))'"-^  nach  q>^  setzt  rechts  cos»9[) 
=  1  —  sin»9>y  bringt  alle  Tenne  auf  den  Nenner  Ay  so  folgt: 

^■cosy(siny)'*""^ 

k^{\—mi'^(p){%m(pf''-^  _  (1— ^»8in»y)(Binyy''-^ 

A  A 

Integrirt  man,  so  folgt  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichung  6): 
8)        J.cos9)(sing))«»-3  —  {7,n  —  Z)Hn^%  —  2{n—\){\  +  k^)n^x 

Nimmt  man  hierin  n  ==  2,  3 . . .,  so  bemerkt  man  leicht,  dass  von 
n  »>  2  an  sich  ffn  ausdrücken  lässt  durch  einen  algebraischen  Theil 
in  Beziehung  auf  sin  9(7  und  die  beiden  Integrale  Bq  und  Ifi.  Nimmt 
man  n  negativ ,  so  sind  alle  Integrale  auf  Hq  und  iL-i  reductibel, 
man  kann  sich  auch  in  diesem  Falle  des  Integrals  T^  bedienen. 

Um  für  Tm   zu  einer  Reductionsgleichung  zu  gelangen,  diffe- 

rentiire  man  den  Ausdruck: 

^»sinycosy^ 
(Ä+^sin^g))**-! 

Auf  der  rechten  Seite  bringe  man  wieder  sämmtliche  Terme 
auf  den  gemeinschaftlichen  Nenner  A,  setze  im  Zähler  gBin^g) 
^h+g  sin*  g>—hyg^  sin*  q)  =  (h  +  g  sin*  <py —2h(h  +  g  sin*  ip)  +  h\ 
Integrirt  man  darauf,  so  ergiebt  sich  ohne  Schwierigkeit  die  Re- 
ductionsgleichung : 

Q.        ^*sinycosy.J  

^        (Ä+^sin*g>)"*-*    "" 
—  (2m  —  &)k^Tf^  +  2{m—2)[g{\  +  ^*)  +  3M*]  ^«-2 
—  {2m  -  3)  [g^+  2hg  (1  +k^)  +  3Ä*Ä*]  T^i 
+  2{m—l)h(jg+h){g+hk^)Tn^ 
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Ist  m  positiv^  setzt  man  m'=2,3,....  so  lässt  sich  7m  allgemein 
ausdrücken  durch  algebraische  Functionen  in  Beziehung  auf  sing? 
und  die  Integrale: 


h+gmfltp  A         ""     J    A' 

-  -/ 


Ä+fl'sin'o)  , 

Aus  dem  Vorhergehenden  folgt^  dass  das  allgemeine  elliptische 
Integral  iT  in  1)  sich  ausdrücken  lässt  durch  algebraische,  loga- 
rithmische und  trigonometrische  Functionen  und  die  drei  Integrale : 

/d<p        /*sin^  y  /*        1  d(p 

A'   J      A    ^'   J  h+gsm^ip'A' 

Als  besondere  Fälle  sind  die  folgenden  von  Interesse.  Nimmt 
man  ^  =  0  und  ^=1,  substituirt  in  9)  fllr  Tm  seinen  Werth,  so 
folgt: 

10)        ,45«^    =   -(2m-5)*»  /*„    ^"f 


(sin  9))***"'  ^  ^      f   (8ing>)**»-*J 


(sin  9))'^*—*  J* 


Zu  dieser  Oleichung  ist  noch  die  folgende  zu  bemerken,  welche 
man  aus  6)  und  8)  für  ns=l  erhält: 

'  sm^D  /   sm^yj  ^  '      ß      A 

Für  A=*l  und  ^==  — 1  giebt  die  Gleichung  9),  wenn  Tm  aus 
7)  substituirt  wird: 

12)  «^°y       ^  =  —  f2m— 5U2  /"        ^y 

"^        (cosg))*"»-^  •      ^  "^     /    (cos  g))*«*-*  zl 

Nimmt  man  endlich  As»!,  ^3=  — A:*,  also 


r  dv> 
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80  giefot  die  Gleichung  9) 

+  (2'»-4)(2-*»)  /"^gj  -  (2m-3)(l-A-^)  A^, 

Zu  etwas  anderen  Reductionsformeln  gelangt  man,  wenn  man 
sich  der  von  Richelot  genauer  untersuchten  Substitution: 

a  +  ht 


d^ 


y  = 


a*+h't 


in  das  Integral  der  Gleichung  1)  bedient,  wo  t  eine  der  Functionen 

P 

sin  90,  cos  9  oder  tangg)  ist.  Es  geht  dann  -  über  in  eine  ratio- 
nale Function  von  sin  9p,  cos  9?  oder  tang^p.  Ist  n  eine  ganze  posi- 
tive oder  negative  Zahl,  so  lässt  sich  H  darstellen  als  ein  Aggregat 
von  Integi'alen,  welche  in  einer  der  folgenden  Formen  enthalten  sind : 

14^         A  _     A«  +  8iny)"^      ^  _     A^+cosy)» 

14}  An=     I    2 dq>y  ßn=      I    ^ ^9^> 

Ay  +  tangy) 

Für  diese  Integrale  hat  Richflot  (Grelle  J.  t.  34  p.  25)  folgende 
Reductionsgleichungen  aufgestellt : 

15)  («  +  sin  9))"  cos  9)  zi  — 

w(l  _a2)(i  _^2«2)^^^  +  (2n+\)a{\+k^~2a^k^)  An 

—  (n+\){\+k^—^aH^)An+i  —  2{2n+i)ak^A^i  +  (n+2)k^A^^ 

16)       Ä'2(/9  +  co8  9')«sin9)J  =  n(l— /92)(^'2  +  A:2/92)^^^i 
+  (2n  +  1)^  (Ä'^— ^2  +  2  A:2/32)i?„  —  (n  +  i)(k'^—k^  +  ijß^k^)B^i 

+  2{2n+i)ßk^Bn^^—(n  +  2)k^B^. 

17)         (y  +  tangf/))«  ^  =  n(l  +  f^){\  +  k^^y')  Cn^i 

—  (2n+\)rii+k'^  +  2Y^k'^)Cn  +  («  + 1)(1 +/r'^  +  672A-'2)67„+i 

—  2(2n  +  3)rfc'^Cn^i  +  in  +  2)k'-'Cn^z. 

In  den  Gleichungen  15),  16)  und  17)  ist  wie  frllher  k"'^  =  1  —k\ 
Nimmt  man  n= 0,1,2,...,  so  folgt,  dass  sich  allgemein  A^  aus- 
drücken lässt  durch  A2,  Ai,  Aq  und  A^i.    Ebenso  ist  ersichtlich, 
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da88  die  Integrale,  weldie  sich  flirn  »=  — 1, — 2 ...  ergeben,  ebenfalls 
SLut  A^y  Aij  A^  und  A^y  reductibel  sind.  Dasselbe  gilt  natürlich 
ftlr  die  Integrale  Bn  und  Cn*  Es  sind  also  die  sämmtlichen  ellip- 
tischen Integrale  auf  die  zwölf  folgenden  reductibel,  welche  sich 
wirklich  auf  drei  verschiedene  zurückführen  lassen: 

Bq^  Bxy  Biy  -^— i; 


Es  ist: 


20) 


21) 


18)      Aq  "^  B^  =  C^  =  j   —j- • 


19) 


Av 


Bi   ^  ß 


A 
d<p 


/?  -/ 


Ui 


-1  + 


/?  ^/ 


Bing) 
3" 

cos  9» 
tang9) 


rf9>, 


dy, 


dq>. 


/tangy 


Tk^"^ 


I  — 


Ar  cos  9) 


1  + 


Arcos^' 


dq> 


1         .   /,    .      \         1        X       Arsin® 

-  ^  arc  sin  (Ar  sm  ^p)  «=     arc  tang  — -^-^  ? 

1  +  - 
=  ör/log  — 


2Ä' 


-^ 


In  A.1  setze  man: 
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^         _     «  — elny    _  1       1       sin^y siny 

Analog  in  B^^: 
\ ^       fi   .    __J!£!?L__^  .  cosy 

^  +  C089>  1— 192    \^    ^  1  —  |92  —  gm2<^;  ■*■   1  — j92_gin29, 

Endlich  in  {7-i  setze  man: 

1  y  —  tangy 

7  +  tang^  ~  /2— tang2g)  *^ 

i_r|  I sin^ y         "I  __       sin  y  cos y 

Man  findet  dann:  ^ 

A_i  ==  ~  /%>  .    J_    /*    sin^y      dgp  _   /*     sing?       ^ 


22) 


/cosy 
l-/!^2-8i 


sin^y   J  ' 


sin^y 


/siny  cosy         dq> 


Die  letzten  Integrale  auf  den  rechten  Seiten  der  vorstehenden 
Gleichungen  reduciren  sich  auf  Logarithmen.  Man  verificirt  leicht 
durch  Differentiation  die  folgenden  Resultate: 


/ 


siny       d^ 


«2 — sin^y  A 


1  4-  |/^~A^"^   cosy 

!'-_!===  log— o^if^-im 

2  l/(l  —  a^)  (1  — A»«*)        .  _  I  /i  —  ^"«^  C089) 
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/ 


cosgp  .        dg> 


1  1  ^  V    1—ß 

log 


,  .k'^+k^ß^'kBmq) 


2  1/(1 —^•^)  (k^^  +  k^ß^)  I  /^2±^  Arsiny 

1/     1—^2       J 


/ 


sin  ip  cos  ^         dg> 


7^— (7--^+l)Bm2^    J 


1 1 1/  y^+^   j 

1/  i+Ä'V 

Die  beiden  ersten  Integrale  ergeben  sich  durch  die  Substitution : 

sin^  =  — p '  das  dritte  Integral  mittelst  der  Substitution  J  ■=  z. 

Führt  die  Reduction  auf  Integrale,  welche  nur  grade  Potenzen  yon 
sini^,  cos  9)  oder  tang^p  enthalten,  so  lassen  sich  die  Gleichungen 
15),  16)  und  17)  durch  einfachere  ersetzen.  Da  die  Beductions- 
gleiehungen,  welche  von  Richelot  herrühren,  in  vielen  Fällen  sehr 
ntitzlich  sind,  so  sollen  dieselben  hier  angemerkt  werden.   Man  setze : 

23)    P.  =y*(2±^>,  0,  ^r(i±^  ^ , 

dann  ist:  *^ 

24)      (a  +  8in»9))»  singp  CO891  ^  =  —  2na(l  +  a)(l  +  A»a)  P^i 

+  (2n+l)[i+2a{i+k^)+Zaik^]Pn  —  (2tt  +  2)(l+*«  +  3aA:»)/»H-i 

25)       {ß  +  008^  95)»  Bin  95  cos  91 J 
=  2n^(l  — |J)(*'i— A»^)(>,^,  — (2n+l)[Ä'«+2^(*'»— *»)— 3^2A»]P. 

+  (2n  +  2)(A'»—*»— 3/9*2)  {)h-i  +  (2„  +  3)A:«Ph-«- 

2^        (y  +  *^°2^;*»°g^'^ri2ny(l-y)(l-*-2y)i^^. 

— (2w+ 1)  f  1 — 2  y  (1 +A'»)+372  Jf»]  Ä.+(2n+2)(H-A:'»— 3y  Ar'»)Ä»^^ 

+  (2»  +  3)A:'2äh-«- 
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Die  drei  einfachsten  Integrale,  welche  die  UnterBuchuBg  nach 
dem  Yoigange  von  Legendr e  ergab,  sind  die  folgenden: 


/f  -  f^^'  / 


dq> 


A  +  ^sin^^  A 

Diese  Integrale  gaben  Legendre  Gelegenheit  die  elliptischen 
Integrale  in  drei  Gattungen  zu  theilen  und  auf  folgende  Art  mit 
besonderen  functionalen  Bezeichnungen  zu  Tersehn. 

Setzt  man: 


4  i^^— ^*»i^*9^ 


so  heisst  F{ip)  das  elliptische  Integral  erster  Gattung  (vergl.  §  6). 
Ist  es  nothig  den  Modul  k  mit  anzumerken,  so  soll  F(g>jk)  statt 

F(q>)  gesetzt  werden.    Für  9?  =  ~  setzt  Legendre  F  l-^y  kj  ==^F\k). 

Abgesehn  von  der  Unbequemlichkeit  dieser  Bezeichnung  ist  dieselbe 
durch  die  von  Jacobi  gebrauchte  Bezeichnung  der  Integrale  K  und 
K'  (§  6.  Gleichungen  5)  fast  ganz  in  Wegfall  gekommen. 

Die  Function  £{q>)  definirt  Legendre  durch  folgende  Gleidiusg: 

28)  E{fp)^l     \/\—k^mL^q>d9 

J     l/l— Ar*isin«9)  /     [/l-^kHia^q)  ^' 

und  nennt  E(<gp)  das  elliptische  Integnd  zweiter  Gattung.  E^  ist 
E{9>yk)  statt  E(<9>)  zu  setzen,  wenn  der  Modul  angemerkt  werden 

muss.    Fttr  ^  =-=  -^  noimt  Legendre  E  (^fkj  das  ganze  elUptische 

Integral    zweiter   Gattung   und    setzt    £f^,A:]  ««  E^(k).     Diese 

etwas  unbequeme  Bezeichnung  soll  durch  die  folgende  ersetzt 
werden,  deren  sich  auch  Jacobi  bedient  hat: 


(|,Ä)-i^  f(|,*')-^. 


Für: 
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29)       ni<p)  =y^Tqr^ 


dg) 

0 

ergiebt  sich  das  Integral  dritter  Gattuyig  von  Legendre.  Die  durch 
n  bezeichnete  Function  enthält  eigentlich  drei  Argumente^  die  obere 
Gränze  <p  des  Integrals,  den  Modul  k  und  eine  beliebige  reelle, 
imaginäre  oder  complexe  Grösse,  welche  Legendre  den  Parameter 
nennt  Ist  der  Modul  oder  der  Parameter  bei  Integralen,  welche 
mit  einander  verglichen  werden,  nicht  derselbe,  so  muss,  je  nach 
Umständen,  eine  oder  beide  der  bemerkten  Quantitäten  unter  dem 
Functionszeichen  J7  mit  angemerkt  werden. 

Die  Gleichungen  27)  und  28)  subtrahirt  und  durch  k^  dividirt 
geben: 

F{g>)-E{<p)  _  p       sin^y 

Man  könnte  auch  das  rechts  stehende  Integral  als  Typus  des  ellip- 
tischen Integrals  zweiter  Gattung  nehmen.  Die  Bezeichnung  E{(p) 
verdankt  nur  dem  zufälligen  Umstände  ihre  Enstehung,  dass  das 

Integral: 

/»^    

)/\—kH\vfisf>^ 


P 


0 

der  allgemeine  Ausdruck  für  den  Bogen  einer  Ellipse  ist  und  den 
Grund  abgegeben  hat  zu  den  sehr  wenig  geeigneten  Bezeichnungen : 
elliptische  Integrale  und  eUiptisofie  Functionen. 

%  36.    Sie  elliptigchen  Integrale  zweiter  Gattung. 

Das  Additionstheorem  Euler^s  ftlr  die  elliptischen  Integrale 
erster  Gattung  hat  Legendre  veranlasst  nach  einem  ähnlichen 
Satze  für  die  Function: 

1)        E{^)  ^  /     \/l—k^Bivfig>dg) 


=   /      l/l— Ä2si] 


0 

2ai  suchen,  eine  Untersuchung,  welche  insofern  Erfolg  versprechen 
musste,  als  geometrische  Betrachtungen  schon  vor  den  Arbeiten 
von  Legendre  zu  bemerkenswerthen  Sätzen  geführt  hatten.    Diese 
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Sätze  y  welche  sich  auf  Addition  Yon  EUipsenbogen  beziehen  ^  ent- 
halten besondere  Fälle  des  Additionsthoi-ems.  Durch  folgende  ein- 
fache Betrachtungen  ist  Legendre  (Fonct.  elL  t  L  p.  43)  zu  seinem 
Satze  gelangt. 

Die  Winkel  %  tp  und  o  seien  durch  die  Gleichung  verbunden : 

2)        F((p)  +  F{tp)  =  F{ö). 

Setzt  man  in  der  Gleichung  16)  von  §  24  9)  =  ame«,  ^  =  amt;^ 

0  =  am(tt+!;),  femer  q>  =  amv,  tp  =  amw,  c  =  Sim(u  +  v)j  so 

folgt: 

cos  öf  cos  ip -f- sin  ö  sin  ^  J  (g))  =  cosy, 

cos ö cos 9) -H  sin ö sin 9)  J (^)  «^  cosip. 

oder : 

„.  .,    V  cos®  —  COBOeOBV)         .f    V  cosip  —  COSOCOSO) 

3)         Aiw)  =  — 2- ; -7    AOip)  =  — 21- j r. 

Man  setze: 

4)        E(fp)  +  E(^)—E(p)  =  p 

und  sehe  o  als  eine  Gonstante  an.    Die  vorstehende  Gleichung 

giebt  dann  differentiirt : 

A(q>)  dg)  +  A  (ip)  d^  =  dP. 

Setzt  man  hierin  für  ^(9))  und  J(^)  ihre  Werthe  aus  2),  so 

lässt  sieh  dP  auch  auf  folgende  Art  darstellen: 

.V          ,r^        coB9^  —  cosöcosip^     .  costp — COSdOOSO)  - 
5)        dP  =  — 21 ; 2:  fjrp  ^ r, ; r  Ap  = 

sinyeosydy  +sinipcosytfy  —  cosg(cosysinytfy +  cosy8inyrfy) 

sin  a  sin  ^  sin  v^ 

d(8in^y-f8in^y-H2cos(icoBycoBy) 
26in08in9)sin^ 

Wegen  der  Gleichung  1)  ist  aber: 

oder  einfacher: 

2 — sin2ö+Ä*sin2g?sin2^sin*ö  —  sin^^)  +  sin^ip  +  2coßöcos9)COs^  . 
Da  ö  constant  ist,  so  folgt  durch  Differentiation: 
dk'^BiD.^g>Bin^tpBiD}a  =  rf  (sin*  9) -h  sin^  ^ -f- 2  cos  ö  cos  9  cos  ^). 
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Die  GleichuDg  5)  wird  hierdurch; 

6)        rf/>  =  Ar^rfsin^JsinipBinöi, 
Nach  1)  ißt  9)  =  ö  flir  ^  =  0,  dann  verschwindet  Pnach  3), 
durch  Integration  erhält  man  also  aus  6): 

d.i.  nach  4): 

7)        E{q>)  +  E{^))  —  E{6)  =  k^üxKp  sin  t/?8in  0. 
Diese  Gleichung  e?ithält  das  Additionstheorem  der  elliptischen 
Int^rale   zweiter  Gattung.      Für  gp  =  amw,    ^  ===  amv,    <j  = 
am(w  +  i;)    nimmt    die    Gleichung    7)    folgende    übersichtlichere 
Form  an: 

b)        E{9Aüu)  + E(9kmv)  —  E\2iXEL{u  +  v)\  = 
k^  sin  am  u  sin  am  v  sin  am  {u  +  v). 
Die  eigentliche  Bedeutung  des  elliptischen  Integrals  zweiter 
Gattung  hat  Jacobi  auf  p.  133  der  „Fundamental  gep:eben,  dieselbe 
basirt  auf  Einführung  elliptischer  Functionen  und  deren  Entwicke- 
lungen  in  Beihen. 

In  der  Gleichung   1)  setze  man  ^  =  nmu  und  nehme  amn; 
zur  Integrationsvariabelen,  dieselbe  nimmt  dann  folgende  Form  an: 

9)         E{B,mu)  =  y*  A^SLinwdtv. 

0 

Für     u  «=  und  w  = folgt  aus  9): 

£  am =  —    /     ^  Ko. dz. 

Setzt  man  rechts  nach  Gleichung  24)  in  §  22: 

und  führt  die  Integration  aus,  so  folgt: 

.0)  ^^(.«?f  )  -  [i  +  S^^^TFW]^  -^  '^i^'^^ 

Unter  Zuziehung  der  Bezeichnungen: 
11)        E  =   f^]/l—k^Hm^6de,    E  =  f^\J\—V'^mi^ede. 

Bnneper,  elllpt.  Funotlonen.  11 


L« 
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giebt  die  Gleichuug  10)  x=  -^  gesetzt  und  mit  —  multiplieirt : 

Bei  dieser  Gelegenheit  sei  bemerkt,  dass  die  von  x  unab- 
hängigen Terme  der  Gleichungen  22)  uud  23)  in  §  22  sich  durch 
K^  E  und  k  ausdrflcken  lassen.    Die  bemerkten  Gleichungen  geben : 


13) 


sin^  am 


IKx 


00 


.2r— 1 


—ax  -  ^.«^__5_, 


^Kx  2ä'  <5f0 

Für  am =  ft  folgt  —  dx  =^  ./i      #9'~^t^ 

—    Ar*/     srn^ain dx  =»  —  #  -== 

\3fJ    J  n  nj  ^1. 


und: 


B 


Ä^sin"© 


de 


^  1K{K—E) 

n 


/2r 


>2 


*  #     cos'am <£r  =  —  # 


n 


Mittelst  dieser  Gleichungen  lassen  sich  die  Gleichungen  13) 
wie  folgt  schreiben: 


14) 


2K  (2K      lES  _  oV—iÜÜ!- 


IK/2E     ^,2J^\  _  sV—^n 


.2#^1^2  • 


)' 


Die  Gleichung  10)  lässt  sich  nach  12)  einfacher  schreiben: 
15)        — ^lam J  = +4  >jr-^— i-sm2ra;. 
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Die  erste  Qleichimg  25)  in  §  22  nach  x  differentiirt  giebt: 

dlog»(a:)  ^ 
dx 

Aus  (lieser  Gleiebnng  und  der  Gleichung  15)  ergiebt  sich  nun 
für  das  elliptische  Integral  zweiter  Gattung  folgende  Definition : 


.6)        f*( 
Die  Definitionen: 


1Kx\  _  IE  IKx      tflog»(x) 
am         I  ——      ■  — — —  -4*  ■ 

Jt  )  Ji      jt  dx 


J     l/l  — Ä'^öin^ö'    ^       J     l/l— ^t'^sin^ö 

0  0 

geben  /'(^p)  ==  w  und  ^  =  amz^,  folglich  /'(amw)  =  w.    Wendet 

man  dieses  auf  die  Gleichung   16)  an^  bringt  den  ersten   Term 

rechts  auf  die  linke  Seite ,  so  lässt  sich  folgende  symmetrische 

Gleichung  herstellen: 

,.,        1K^(      1Kx\      1EJ       1Kx\        dlog^(a:) 

17)        — i:  am F\  am )  =  — °    ^  ^y 

^         ^\        Jt  j       n     \         üt  )  dx 

Mittelst  dieser  Gleichung  fand  Jacobi,  dass  sich   umgekehrt 

-^^  durch  ein  Integral  ausdrücken  Iftsst,  welches  unter  dem  Inte- 

gralzeichen  die  elliptischen  Integrale  erster  und  zweiter  Gattung 
enthält.  Integrirt  man  die  Gleichung  17)  zwischen  den  Gränzen 
0  und  Xj  bezeichnet  die  Integrationsrariabele  durch  z^  so  folgt: 

oder  am  —  =  Q  und  am  —  =  9)  gesetzt: 

Jt  Jt 


n 


I 


j^l/l  — ä2  Bin«  Ö  ^«-(0) 

Diese  Gleichung  giebt: 


wo  also: 


18)    ^  _  e 


^  dB  ^^        IKx 


/ 


l/l— Ä-^sin^e 

11 
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ist  Zu  der  Gleichung  18)  ist  Jacobi  auf  pag.  146  der  „Fundamental 
durch  Untersuchung  des  elliptischen  Integrals  dritter  Gattung  ge- 
langt und  bediente  sich  dort  derselben  zur  Definition  der  Theta- 
Function.    Umgekehrt  giebt  die  Gleichung  18);  wenn 


m  -  \m 


gesetzt  wird,  die  Function  %'{x)  ausgedrückt  durch  k  und  9). 

Das  von  Legendre  gefundene  Additionstheorem  ist  eine  un- 
mittelbare Gonsequenz  des  Additionstheorems  von  Euler,  sobald 
man  ron  der  Gleichung  9)  ausgeht  Die  Gleichungen  4)  und  7) 
Yon  §  24  geben: 

J2am(jr — v)  —  A^9»m{z  +  v)  = 
sinamz  cosamz  ^amz  sinamt;  cosamt;  Jamv 


4*2 


(1 — h}  sin^amz  sin^amt^)* 


T>  o  .  ^  dsm^amz        1«    x   .  1 

Da  nun  2smamz  cosamz  Askmz  = ,  so  lässt  sich 

dz 

die  vorstehende  Gleichung  auch  schreiben  : 

J^Bm{z — v)  —  J^Bm(z  +  v)  = 

ojt.2  A ghift^m^  cosamy  ^lamt;  sin^amz 
dz        1 — k^  sin^amz  sin^amt; 

Diese  Gleichung  nach  z  zwischen  den  Gränzen  0  und  u  inte- 

grirt  giebt: 

19)    f" J^9m(z'-v)dz—J^ J^Bm{z  +  v)dz -^ 


2*2 


0 
sin  am  t;  cos  am t;  /Isixav  sin^  amu 


1 — *2sin2amu  sin*  am t; 
Nun  ist  z — V  =  w  gesetzt: 

yj2am(z — %>)dz^^f      A^^sxawdw  ^^  f     +f 

0  — V  0  — » 

oder  da  allgemein: 

20)    fy(fv^)dw  =  —fy(tv^)dfv,  so  ist 
0  0 

f  J^Maiz — v)dz  =  y     J^9kmwdfv+f  J^Amwdw. 

0  00 

Analog  iBt  z  +  v  ^>^  fv  gesetzt: 

A^ Kssay^z '\' v) dz  ^^  J      A^Bmwdw  '^  J      — J    . 

0  •  00 
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Durch  diese  Transfonnationen  wird  die  Gleichong  19): 


21)  J     A^smwdw — J*     A^Bmwdw  +  2j*  /l^nmwdw  ^^ 

0  0  0 

JF[am(w — v)]  —  E[sim{ü+v)]  +  2E{Bmv)  =«= 

^..sinamv  eoBamt;  /iamv  sin'amu 
1 — k^  sin^amu  Bin*  am  t; 

Setzt  man  in  21)  f(w^)  —  J^srnw,  so  folgt: 

^(am — v)  =  E{ — B,mv)  «=  — -^(amt;). 

YertauBcht  man  in  der  Gleichung  20)  u  und  v,  so  folgt  wegen 

der  vorstehenden  Gleichung: 

— Elton {u — v)]  —  E[em{u  +  v)]  +  2E(j8imu)  -= 

Q^sinamu  cosamu  Aamu  sin^amy 
1 — k^  sin*  am  u  sin*  am  t; 

Addirt  man  diese  Gleichung  zur  Gleichung  21),  dividirt  durch 

%  so  findet  man: 

jF(amM)  +  ^(amt;) — ^[am(u  +  v)J  -■ 

, .    .  sin  amu  cos  amt;  J  am t; + sin  smv  cos  amt«  J  amu 

k^  sm am«  sm amt; z .^   .  «.     r-^ 

1 — k^  sm* amu  sm*  am  v 

»»  A:*sinamu  sinamt;  sinam(u  +  t^), 

welche  Gleichung  mit  der  Gleichung  8)  identisch  ist  Die  Torste- 
hende  Herleitung  ist  derjenigen  ähnlich,  welche  Jacobi  (Fund.  pag. 
138)  gegeben  hat 

Man  kann  zu  den  vorhergehenden  Resultaten  gelangen,  indem 
man  von  einem  besonderen  Falle  des  Hultipücationstheorems  der 
Theta-Functionen  ausgeht,  welcher  besondere  Fall  gleichzeitig  die 
elliptischen  Integrale  zweiter  und  dritter  Gattung  in  sich  schliesst 

Zu  diesem  Zwecke  setze  man  in  der  Gleichung  5)  des  Systems 
I  von  §  19,  nämlich  in: 

»{w')  HxO  Hin  Hz")  -  &,(w^)  &, (orO  *,  (yO  *i(2^0, 

w  «=  —{x  +  y  +  z\  also  n/ ^  o,  a;'  — — (y  +  z),  y' =»  —(x  +  z)^ 

Zf   »:   _(a;  +  y). 

Man  erhält  dann  die  folgende  Gleichung: 

22)  ^a:  +  y+z)/^(a:)%)^(;r)  +  *i(a:  +  y  +  z)*i(a:)*i(y)*i(z)  — 

*(0)*(y  +  ^)*(a:  +  z)iK^  +  y). 
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Dieee  Oleichnng  werde  nach  z  diffiBrentiirt  and  dann  z  =  0 
gesetzt    Es  eigiebt  sich  dann: 

r(x  +  y)  *(x)  *(y)  *(0)  +  *,(x  +  y)  *,(x)  #i(y)  »'i(0)  = 
*(0)  Hx  +  y)  r*'(y)  *(x)  +  »'(x)  %)]. 

Diese  Gleichung  dividire  man  durch  ^0)  f^(x)  d{y)  &(t  +  y) 
und  setze  nach  Gleichung  26)  in  §  20  *',(0)  =  #(0)  *j(0)  *j(0), 
sie  lässt  sich  dann  auf  folgende  Form  bringen: 

^^  »{x)-^-»(^-W+V)  ~  ^'^^^ ^'^^^ W)  Hy)  H^+y) 

Wegen  den  Gleiehmtgen  11)  und  13)  von  §  22  ergiebt  sieh, 
*,(0)/f,(0)  =  ^l/A,      ^  =  l^Fainam^ 
gesetzt: 

^^^    H^yHy)     Hx  +  y)  - 

—  h}  Bin  am »nam  — -  Bin  am  — ^^ — =-^- 

yt  '        X  3t  jt 

Differentiirt  man  diese  Gleichung  nach  v,  setzt  dann  y  «=  0, 
so  ist: 

oder  /r^sin^amw  —  1 — /l^s^mu  gesetzt: 

Diese  Gleichung  nach  x  zwischen  den  Gränzen  0  und  x  inte- 
grirt,  die  Integrationsvariabele  durch  z  bezeichnet,  giebt: 

oder  links =«  w  gesetzt: 

jt 

iKx 

.    2ir   /•  ^  .«        .        äÄ'  ^  /     2Kx\ 

25)    —     /        A^^mwdiv  =— i;(am  — j  «= 


^0)J^^+#(^) 


c 
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Beiläufig  bemerkt  giebt  diese  Gleichung  in  Verbindung  mit  16) : 

Jt  )        X    üc    ~    *(0) 
d.  i.  nach  14) 

o^       q^-^         _   fr^'CO) 
^^(1  — (y2r-i)2   —   -^• 

In  25)  vertaufiche  man  x  mit  y  und  x  +  y^  die  erste  so  erhal- 
tene Gleichung  addire  man  zu  25),  die  zweite  subtrahire  man  von 
dieser  Summe,  dann  ist: 

d^(x)   ny)    n^  +  y) 
H^)    Hy)    Hx  +  y)' 

Für  die  rechte  Seite  substituire  man  den  Werth  aus  24),  wird 

2A^  2äV 

dann  einfacher  —  =  u,    — -  =  v  gesetzt,  so  ergiebt  sich  die 

Gleichung  8). 

Die  Torstehende  Deduction  hat  darin  vor  der  ersteren  einen 

*LKx 
Vorzug,  als  dieselbe  die  Reihenentwickelungen  von  id^am —  und 

log  *(a;)  nicht  voraussetzt ,  das  erste  Verfahren  von  Jacohi  erfreut 
sich  dagegen  einer  grösseren  Ursprünglichkeit  Nachdem  in  das 
Integral  von  Legenäre  g)  ==  amw  gesetzt  war,  musste  sich  von 
selbst  der  Gedanke  aufdrängen  die  Reihenentwickelung  fUr  J^  am  u 
zur  Anwendung  zu  bringen. 

Die  Gleichung  23)  in  etwas  verschiedener  Schreibart  findet 
sich  zuerst  in  der  bemerkenswerthen  Abhandlung  von  Jacobi:  For- 
mulae  novae  in  theoria  transcendentium  fundamentales.  (Grelle. 
J.  t  15.  p.  204,  Formel  13.)  Weitere  Untersuchungen  über  die 
elliptischen  Integrale  zweiter  Gattung  von  Jacobi  sind  enthalten  in  : 
Suite  des  notices  sur  les  fonctions  elliptiques.  (Grelle  J.  t.  3.  p. 
303,  t  4.  p.  185)  und:  De  funetionibus  ellipticis  commentatio. 
(Grelle.  J.  t.  4.  p.  371.)  In  dieser  letzten  Abhandlung  bedient  sich 
Jacobi  der  in  11)  aufgestellten  Bezeichnungen  E  und  E*  (vergL  p. 
273),  zugleich  wird  die  Bezeichnung  E{q>)  von  Legenäre  dahin  ab- 
geändert, dass  E(u)  statt  E(9Anu)  gesetzt  ist    Diese  Aenderung 
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ist  in  Bofern  wohl  nicht  ganz  geeignet,  als  dadurch  die  Vergleichung 
der  von  Legendre  gefiindenen  Resultate,  mit  den  Resultaten,  welche 
die  Anwendung  der  elliptischen  Functionen  ergiebt,  nur  erschwert 
wird.  Um  diesem  Uebelstand  zu  begegnen  ist  im'.Vorhergehenden 
die  Characteristik  E  im  Sinne  von  Legendre  angewandt,  was  um 
so  unbedenklicher  geschehen  konnte,  als  dieselbe  fttr  die  Theorie 
der  elliptischen  Functionen  nur  ron  untergeordneter  Bedeutung  ist. 
In  den  bemerkten  Adhandlungen  ist  der  umgekehrte  Weg  einge- 
schlagen wie  in  der  Herleitung  der  elliptischen  Integrale  zweiter 
Gattung  aus  der  Gleichung  22).  Jacohi  gelangt  dazu  mit  Hülfe 
der  Integrale  Relationen  zwischen  den  Theta- Functionen  mit  zu- 
sammengesetzten Argumenten  zu  finden,  es  sind  diese  Resultate 
merkwürdig,  als  sie  zeigen,  wie  der  grosse  Geometer  allmählich  zu 
dem  Aufbau  jener  claesischen  Theorie  kam,  welche,  nach  der  von 
ihm  gewählten  Characteristik,  gegenwärtig  unter  dem  Namen  der 
Theorie  der  Theta-Functionen  bekannt  ist 

%  27.    Dlfferentialglelchiingen  der  elliptischen  Integrale 

erster  and  zweiter  Gattung  in  Beziehnng  auf  den  ModnL 

Uebergang  zn  den  elliptischen  Integralen  dritter  Gattung. 

Im  Chapitre  VIII  des  „Traiti  des  fonct.  eil."  (t.  I.  p.  62)  hat 
Legendre  das  interessante  Resultat  gefunden,  dass  die  beiden  Inte- 
grale /X^)  und  E{ip)  in  Beziehung  auf  k  zwei  Differentialgleichungen 
zweiter  Ordnung  genügen  und  dass  die  Eenntniss  des  vollständigen 
Integrals  einer  dieser  Gleichungen  das  Integral  der  andern  giebt. 
Man  gelangt  hierzu  mittelst  der  leicht  zu  beweisenden  Gleichung: 

^.  sin^e         ^ 

(1— Ä2sin2ö)t  "" 

—  1  l/l— ^^sin^e       1    d      singcose 

^» l/l— ;t2gin2ö  "*"         Ic^k'"^  k"^ dß  l/l  —k^ sin» 6 ' 

Man  setze  nach  Legendre,  wie  im  Vorhergehenden: 

=  /Xa,Ar),     /^/l— ^2 gin2 ©^e  =  £(a,  k), 


2) 


A'2sin2ö 


=  ^ftA''),    /    l/l— ^2sin2  6^(fÖ  =  j&(i9,/:0- 
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Fflr  die  ganzen  elliptischen  Integrale  finden  die  Bezeichnungen 
von  Jacobi  statt: 

Da  A:^  +  A'i  =  1,  so  ist,  wenn  k^  als  Function  von  k  angesehen 

^'^p  =  -7*'  ^'^^^'''^   dk   -  --^  r  ^'*  ^'^•''^- 

sieht  auf  diese  Bemerkung  und  die  Gleichung  1)  geben  die  Glei- 
chungen 2)  nach  k  differentiirt: 

-^    dF(a,  k)         /*(«,  Ar)     Eja,  k) *     sina  cosc 

^'         dk       "  k      ^    kk^        *'Vl-*»8in»a' 

.     dE{a,k) F{a,  k)     E(a,  k) 

'         dk  k      ^      k 

^         d*        ""        **»  kk'^        k\/l-k^än^ß 

.     dE(ß,k^  _  kF{ß,k^     kEiß,k^ 
'         dk  A'«  A:^      * 

Differentiirt  man  jede  der  Gleichungen  3)  und  4)  nach  k,  so 
leitet  man  die  folgenden  Differentialgleichungen  ab: 

/<?/•(«,  ky\  (  kfAna  cos«  \ 

Ad£(«,Ar)\ 
o\     j\        dk     J  ,     k   „,    ,v       A:      sinacosa  „ 

Für  a  =  •—  gehn  diese  Gleichungen  über  in: 


*-i-..=..(!i) 


9)    d--^-kE^O,d^^  +  j^,^0. 
Setzt  man  y  statt  A'  und  z  statt  E,  so  ist: 

Führt  man  in  diese  Gleichungen  A/  statt  k  als  unabhängige  Va- 
riabele  ein,  so  werden  dieselben  in  folgende  transformirt: 
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Die  erste  der  Gleichungen  11)  in  Verbindung  mit  der  ersten 
Gleichung  10)  zeigt,  dass  die  DiflFerentialgleichung  für  y  durch 
Vertauschung  von  k  mit  k^  unverändert  bleibt.  Da  nun  nach  9) 
y  =,  K  der  ersten  Gleichung  10)  genügt,  so  ist  K^  das  zweite 
particuläre  Integral,  mithin: 

12)     y  =  AK+BK% 
das  vollständige  Integral,    wo   Ä  und  B  Constanten    sind.     Die 
Gleichungen  3)  —  6)  geben  «  ■«  —  und  ß  =  -^  gesetzt: 

.     ,dk  k'^'kk"^'    dk  k'^      kk"^' 

dk   '^        k^  k'    dk  k'^       k"^' 

Die  erste  dieser  Gleichungen  giebt: 

\    dk  )  dk 

Der  allgemeine  Werth  von  z  ergiebt  sich  also  aus  dem  allge- 
meinen Werth  von  y  in  den  Gleichungen  16),  wenn 

dk 
gesetzt  wird.    Da  nun  y  die  Werthe  K  und  AT'  hat,  so  folgt: 

z^  Ck'i^^^Dk^^^J^^ 
dk  dk  ' 

wo  (7  und  I)  Constanten  sind,  der  Factor  von  C  ist  nach  13)  gleich 

Ey  der  Factor  von  B  gleich   K' — E",    Das  vollständige  Integral 

der  Differentialgleichung  flir  z  ist  also: 

14)    z  =-  CE  +  B{K'  —  E'). 

Setzt  man  in  den  Gleichungen  7)  und  8)  y,  statt  /(«,  k),  z^ 

statt  E{ayk),  so  erhält  man: 

/rsina  cosa 


L(**^t) 


15) 


—  Äy,  +A:d^ rr =  0, 


V    rfAr/      fei  A  sin«  coaa      ^  ^ 

dk     "^  Ar'*      /f 2 l/l— Aisin^a 
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Für  yj  —  y  +  F{a^  Ar) ,  Z|  =  2:  +  E{aj  k)  gehn  die  Gleichungen 
15)  in  die  Gleichungen  10)  über,  wegen  12)  und  14)  folgt  hieraus 
unmittelbar^  dass: 

y,  =  F{a,k)+AK+BK', 

zi  —  E{a,  k)  +  CE+  DiK'-^E^, 

die  allgemeinen  Integrale  der  Differentialgleichungen  15)  gind. 

Mittelst  der  Gleichungen  13)  hat  Legendr e  (F.  E.  t.  1.  p.  60) 
eine  merkwürdige  Beziehung  zwischen  den  ganzen  elliptischen  Inte- 
gralen erster  und  zweiter  Gattung  bewiesen,  auf  welche  ursprüng- 

1/2—1/3" 
lieh  der   besondere   Werth     k  =  ^ — ^  ^      =  sin  15^   geführt 

hatte.    Setzt  man  nämlich: 

16)     P'^  KE'-^'K'E—KK', 

so  folgt  unter  Zuhülfenahme  der  Gleichungen  13): 

^  =  0 
dk 

d.  b.  i>  ist  von  k  unabhängig,  also  constant.  Man  kann  die  Con- 
staute  auf  yerschiedene  Arten  bestimmen.  Setzt  man  in  der  Glei- 
chung 16)  rechts  die  entsprechenden  Integrale,  nimmt  u  in  A"  und  E^ 
femer  v  in  K*  und  E^  als  Integrationsvariabele,  so  ist: 

n  7C       

'2  ri/l— Ar^sin^r       l/l  —  42  ^\^i  ^ 


P  = 


/2    p2r\/\—k^%m^v      1/1  — 
ß     L/l— Ä^sin^tt       \/T^k'^%mh) 


1 


l/l  —  ä2  Bin2  u  l/l  —  ^'2  sin^d 
oder  einfacher: 

n  n 

pt     pl      i_/f2ßin2t,_Ä2gin2u      ^   ^ 
P=    I        /        ,    ■         ,= — .  =■  du dv. 

J      J      \/^  — ^^ ßin^ w  l/l— Ä:'2gin2t; 

Nimmt  man  /r  =  0,  also  /r^  »»  1,  so  folgt: 

0  0  ^ 

Die  Gleichung  16)  wird  hierdurch: 

17)    ^  =  KE'+K'E—KK'. 


dudv 
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Diese  berühmte  Gleichung,  welche  eine  Relation  zwischen 
bestimmten  Integralen  darstellt,  kann  als  das  erste  Beispiel  einer 
Determinante  angesehen  werden,  deren  Elemente  bestinunte  Inte- 
grale sind.  Von  diesem  Gesichtspunkte  aus  ist  die  Gleichung  17) 
einer  Verallgemeinerung  fähig.  (Man  vergl.  hierüber  ffaedenkamp 
in  Grelle  J.  t.  22  p.  184,  CoEtalan  in  den  M^moires  couronn^es  de 
l'Ac.  de  Bruxelles  t.  14,  Etmeper  in  der  Zeitschrift  für  Mathematik 
t.  6  p.  300  u.  t.  11  p.  69).  Unter  den  verschiedenen  Beweisen, 
welche  von  der  Gleichung  17)  gegeben  sind,  basirt  die  Mehrzahl 
auf  geometrischen  Betrachtungen,  wie  z.  B.  bei  Moigno.  (Lebens 
de  Calcul  diffär.  et  de  C.  int^r.  t.  2  p.  253). 

Definirt  man  Q  durch  die  folgende  Gleichung: 

18)    Q  -  Fia,  k)  E{ß,  äO  +  E(a,  k)  F(ß,  k')^F(a,  k)  F(ß,  k") , 

so  geht  0  in  P  über,  definirt  durch  die  Gleichung  17),  für  a  ==  ^ 

und  /}  =  ^.    Es  bietet  sich  von  selbst  der  Gedanke  dar,  auf  Q 

den  für  P  befolgten  Weg  von  Legendre  anzuwenden.  Wendet 
man  die  Gleichungen  3) — 6)  auf  den  Differentialquotienten  von 
Q  nach  k  an,  so  findet  man  nach  einigen  Reductionen: 

dQ  sinj9cosj9 


dk  A:l/l— Ä'^sin^/^ 


[E{a,k)-F{a,k)\ 


kf^y\ — Xr^sm^a 


oder  rechts  die  Integrale  substituirt: 

dQ  khiußcosß       /^        sin^ö 


dk  l/l— it'2sin2|9  /      /l— ^asin^ö 


dB 


/r sine  cos«       /^ sii 


Setzt  man: 


.AN     ^  ^  ra  .    ^        ^       sinöl/l— Ä:'2  8in2/9  _ 

19)    R  =  cos/9  /    sm Ö  arc  tang *^.  =  dO 

0  sini?  l/l  — k^ sin^ö 

rß  '    ^       X       sin  ö  l/l — Ar^sin^ö 

+  cos  a  /  '^  sm  ß  arc  tang ^.  ==  dßj 

0  sin«  l/l — k^^BinO 
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80  ergiebt  sich  nach  leichter  Rechnung: 

dO  ^  _dR 
dk  dk' 

Bezeichnet  man  durch  Qq  und  B^^  die  Werthe  von  Q  und  R 

ffir  k  =  Q,  so  giebt  die  Yorstehende  Oleichung  integrirt: 

Q—Qo Ä  +  Äo- 

Die  Gleichung  18)  giebt  Qq  :==  a  &mß,  mithin  ist: 

20)    0  =  aBinß—R  +  Bo. 
Die  beiden  Integrale  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  19) 
transformire  man  durch  partielle  Integration  nach  der  Formel:  « 

r  Bin  e  arc  tang/(ö)  rfö  =  —  /^^  arc  tang/(ö)  ^^^  dß  = 

-  coBy  arc  tang/(y)  +  arc  tang^O)  +  j[^  T+f{^^  ^^' 
Wendet  man  noch  die  Relation: 

1  3t 

arc  tang  w  +  arc  tang  —  =  — 
an,  80  lässt  sich  der  Werth  von  R  auf  folgende  Form  bringen: 
21)  Ä  =  — -^  cosa  coB/? 

I      •     a  axt'A ,.o    «    o  /^     C^  COB^Ö  dB 

+  Sm ^  COB j9  l/l  —  Ä'2giii2 ^     f         — ^ 

^  ^J\  —  coB^iS cos« «  l/l  _;t2 8in2  0 

,      .  ,/5 7o-^-o~      /*''  COS^Ö  dB 

+  sma  cos a  ^1  — k^  sm««    #     :; 5 5-^    ,  ==  • 

*"  y      1  — coB^acoB^ö  |/i_;t'2sin2Ö 

Für  /r  s=s  0  geht  diese  Gleichung  über  in: 

n  ^  ,     /*^sini9cos2/Jco82ö  .^ 

Äo--2<^osacoB^+jf     l_eoB2^coB«e^^ 


/^  sincecoB« 
1  —  cos^ac 


coae 


d.  L 


Äo  =  — Y  cosa  coB/9  —  asin/S  +  y 


Setzt  man  die  Werthe  von  Äo;  ^  ^i^d  ß  aus  der  vorstehenden 
Gleichung^  aus  21)  und  18)  in  20),  so  folgt: 
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22)  sin  |J  eo8  iS  l/l  —  yf^  sin^  ß  /- ^^f    ,^    ,       '^^ 

.    •      »       ./i ,o  •   ,      /*'*        0O8»e  rfö 

+  Bmacosal/l — k^sm^a  I     j ; r-.— ====  = 

Diese  Gleichung  enthält  auf  der  linken  Seite  zwei  Integrale, 
welche  sich  in  ihrer  Form  nur  unwesentlich  von  der  typischen 
Form  unterscheiden,  welche  Legendre  f&r  die  elliptiRchen  Integrale 
dritter  Gattung  angenommen  hat.  Die  Betiachtung  dieser  Integrale 
hat  Legendre  auf  die  Gleichung  22)  geführt  (Fonct  eil.  1 1.  p.  133) 
und  zwar  auf  einem  Wege,  der  von  dem  obigen  gänzlich  yerschieden 
ist  Man  kann  aus  der  Gleichung  22)  durch  Substitutionen  noch 
andere   Gleichungen   herleiten.     Man   setze   z.  B.   in    22)   zuerst 

j3  =  y  ?  ziehe  von  der  so  erhaltenen  Gleichung  die  Gleichung  22) 

ab.    Mit  der  neuen  Gleichung  operire  man  ebenso  in  Beziehung 

auf  a^  an  Stelle  der  Gleichung  22)  tritt  dann  die  folgende: 

n 
y^T__eos2ö de 

23)  sin ß cos ß\/\  —  k'^ sin^/S  /     1  —  cos^i^ cos* ö  \/\—!flmi^e 

a 

Tt 

Aü      cos* e de        ^ 

+  sinacosct  |/l  — Ä*sin*a  /     1  — cos*acos*0  j/i — Ä'^sin*© 

/ 
[ir-/'(a,A:)][J?'-J^(ftA:0]+[^-^(«,^)][ir'-^(i9,A:0]- 

[K-F(a,k)][I^-Fiß,kO]. 

Die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  lässt  sich  mittelst  der  Addi- 
tionstheoreme der  elliptischen  Integrale  erster  und  zweiter  Gattung 
sehr  vereinfachen. 

Nimmt  man  amw  =  a  und  am(A' — u)  =  y,  so  ist  nach  §  7 
Ä'tanga  tangy  =1.  In  der  Gleichung  3)  von  §  23  kann  man  dann 
^  =  a,  ^  =  y  und  ö  =  ^  setzen.  Hieraus  folgt:  /'(«,  A:)  + 
F{Yfk)  =  K  oder  F(ryk)  =  K—F{a^k).    Die  Gleichung  6)  des 
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§26  giebt  dann:  E{ajk)  +  E{yyk)—E  =  Ar^ßinasin/,  also:  E{y^k) 
— Ä^  »in  a  Bin  7  =  E — E(ayk).  Nimmt  man  ferner  F{6,k*)  =  A' — 
F(ßjk')^  so  giebt  das  Additionstheorem  der  elliptischen  Integrale 
zweiter  Gattung:  E{6yk')—k''^ünßsm6  =  E'—E{ßyk').  In  aem 
ersten  Integrale  links  der  Gleichung  23)  mache  man  die  Substitution 
A:'  tang  O  tang  w  =  1 ,  im  zweiten  setze  man  k  tang  ß  tang «;  =  1 . 
Auf  diese  Art  ergiebt  sich  eine  weitere  Relation  zwischen  elliptischen 
Integralen  dritter  Gattung,  die  hier  nicht  weiter  ausgeftthrt  werden 
9o\\y  da  sie  sich  einfacher  mit  Hülfe  der  elliptischen  Integrale  dritter 
Gattung  ergiebt.  Dasselbe  gilt  von  anderen  Combinationen  der 
Integrale  2),  welche  man  ähnlich  wie  den  in  18)  aufgestellten 
Ausdruck  Q  behandeln  kann. 

Die  Integration  der  Gleichungen  7)  und  8)  lässt  sich  auch  mit- 
telstder  particulären  Integrale  der  Gleichungen  10)  nach  der  Methode 
Ton  Lagrange  ausführen.  Man  gelangt  auf  diesem  Wege  zu  merk- 
würdigen Relationen,  welche  hier  der  Kürze  halber  übergangen 
werden  sollen.  {Enneper:  Bemerkungen  über  eine  Differential- 
gleichung zweiter  Ordnung.    Zeitschrift  f.  Mathem.  t.  15.  p.  56  —  64). 

Eine  interessante  Anwendung   der  Gleichungen   13)   auf  die 

1   dK  1     E      1 

Darstellung  von  t?  -^r  =  tttj  -t^—  "T  ^^  Form  eines  Kettenbruchs 

hat  Maltnsten  in  der:  Note  sur  les  fonctions  EUiptiques  (Grell. 
J.  t  39.  p.  116 — 122)  gegeben.  In  Folge  eines  Versehens,  betreffend 
die  Weglassung  des  constanten  Factors  4  in  den  Nennern  der  ein- 
zelnen Brüche  des  Kettenbruchs^  sind  die  mitgetheilten  Resultate 
ungenau. 

$  28.    Die  elliptischeB  Integrale  dritter  Gattang. 
Untersuchungen  von  Legendre  fiber  dieselben^  betreffend 

den  Parameter. 

Aehnlich  wie  die  elliptischen  Integrale  zweiter  Gattung  lassen 
sich  die  elliptischen  Integrale  dritter  Gattung,  mit  Hülfe  der  ellip- 
tischen Functionen,  und  namentlich  der  Elemente  derselben,  der 
Theta- Functionen,  genauer  untersuchen.  Auch  im  vorliegenden 
Falle  soll  eine  gedrängte  Uebersicht  der  Arbeiten  von  Legendre 
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über  den  bemerkten  Gegenstand  vorangehn.    Die  Methoden,  deren 
sich  Legendr e  bedient  hat,  sind  so  elementarer  Natur ,  dass  eine 
kurze  Erwähnung  derselben  wohl  geboten  erscheint. 
Nach  Formel  29)  in  §  25  setze  man: 


sin2öj/l_^2gin2ö 


Behalten  die  beiden  Quantitäten  ,  k  und  n  im  Laufe  einer 
Rechnung  dieselben  Werthe,  so  soll  die  linke  Seite  der  Gleichung 
1)  einfach  durch  n{ip)  bezeichnet  werden. 

Im  1. 1  der  „Fonct.  ellipt"  finden  sich  auf  p.  68—74,  143—163 
folgende  Resultate,  betreffend  die  einfachsten  Formen,  welche  f&r 
den  Parameter  n  zu  Grunde  gelegt  werden  können« 

Setzt  man: 

2)        .J  =  l/l-Ä^sin?.,  z  =  ^, 

BO  ist: 

gv     1 ^  ==  1 1— A»Bm*y 

"^[-i  +  fTTTSEv  +  i    *!^,  ]• 

n 
Diese  Gleichung  integrire  man  zwischen  den  Gränzen  0  und  % 
bezeichne  in  den  Integralen  rechts  die  Integrationsvariabele  durch 
O  und  Bubstituire  links  fUr  z  seinen  Werth  aus  2).    Man  erhält  dann : 


arc 


4) 


'^i'?i/('+")('H-f)i 


+ 


sin^  e  i/i_Aifliniö 


/*9  .      dB 1 


1 

I 
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Diese  Gleichung  gestattet  n  zwischen   den  Gränzen  —  i  und 

+  1   anzunehmen.    Ist  n  positiv   und  grösser  wie  k%  also   n  == 

Ifl  1 

f^K^+ff^)}  80  ist  —  =  rv— 2,  was  ein  positiver,  ächter  Bruch  ist. 

Die  Function  J7  mit  positivem  Parameter,  welcher  grösser  wie  die 
Einheit  ist,  lässt  sich  auf  eine  ähnliche  Function  reduciren,  deren 
Parameter  positiv  und  kleiner  wie  die  Einheit  ist  Für  n  =  cot^  a 
nimmt  die  Gleichung  4)  folgende  Form  an: 


_.         sinacosa            .        /       tango?         l/l — /r'^sin^aX 
5)  =:  arc  tang  /  -ey  —  v — _ \  _^ 

l/l  — Ä'2  sin^a  Vl/l  —k^ sin« ^      sm  a  cos«    / 

—  H9>)  +  //(cot^  «,  9>)  +  n{k^  tang2  a,  <p) . 

Fflr  ein  negatives  n   unterscheide    man   die   drei  Intervalle 
(0, — k^),  i—k^f  — 1)  und  ( — 1,  — oo).    Demgemäss  setze  man: 

n  =  — Xr^sin^o,  n  =  — (1 — /r'^sin««)  und  n  = ^-^r-.    Es  söi 

zuerst  n  «=  — (1 — Ar'^sin^a).    Die  Gleichung  4)  giebt  dann: 

ft^    y^  —  Ar^^sin^g  k^^  sin  a  cosa  tangy  

A'^ginacosa  *^^  *"^  |/l  — Ä«  sin«^  |/l — if«  sin^a  ~ 

Die  Gleiehung  3)  geht  fttr  n  =  — Ar* sin' a  über  in: 

1  dz 


^) 


A  /*  19      •      *      vCOS*«       «     ^ 

1— (1 — /:*  sm*  a) -:-2- z«  ^^ 
^  ^Bm*a 


A\         ^  \—k^ sin«« sin«9) ^  ^      sin^y^ 

sin«a 

Hier  bietet  sich  bei  der  Integration  insofern  eine  kleine  Schwie- 
rigkeit dar,  als  die  Gränzen  von  ^  zu  beachten  sind.  Liegt  q> 
zwischen  den  Gränzen  0  und  a,  so  giebt  die  Gleichung  7)  integrirt 

und  z  a=  •7====  gesetzt: 
l/l— Ä^sin^^) 

9\  tangct         «       tang«  /l  — A:«  sin«y  -f  tangy  /l  — /r«  sm«g 

2 l/l— Ar« »in««  ^^  tang«  ^'l— ;t«sin«y— tangjo  |/f^A:«sin«« 

=  -/'(9))  +  I7(-*«sin««,9))  +  I7(-4^,9>)- 

Kan»p«r,  eUipt.  Fiinotion«n.  12 
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Ist  9)  >  a,  liegt  9  zwischen  den  Grftnzen  a  und  -^^  so  Ifisst 

sich  die  Definition  1)  nicht  mehr  bei  der  Integration  der  Oleichung  7) 
anwenden,  man  muss  dann  die  Integrale  hinsetzen.    Integrirt  man 

zwischen  den  Gränzen  90  und  -^ ,  setzt  f&r  z  seinen  Werth  aus  2) 

ein,  so  ergiebt  sich: 

.  tang«         ,      taqgy  /l  —  k^  sin^ a"+  tang a\/\  —  k^  sin^ 

^    2|/r=T»  sin«a        tang^)  |/l  —  >t*  sin»  a  —  tang«  ^/l— ;t«sin»9P 


ir-n^p)- 


/ 


71 

1  4fe 


l  —k?  sin*a  sin* S  \/\~k^%m^e 
9 


+  -      -         "^ 


/ 


W!lÖ_j|/i_A»«n»ö 


sw 
y     sin*  a 

Von  dieser  Gleichung  macht  Legendre  "keinen  Gebrauch,  indem 

er  folgende  nickt  ganz  zul&ssige  Beschränkung  (L  c.  p.  71)  einfuhrt: 

^Au  reste  pour  öviter  toute  anomalie  ötrangöre  ä  Tobjet  dont 

nott$  nous  occupons,  et  pour  ne  oonnidiirer  des  fonc^Qi^  n  que 

Celles  qui  sont  positiyes  et  finies,  nous  ferons  abstraction,  dans 

tout  qui  suity  du  cas  oü  le  paramötre  n  est  ä  la  fois  negatif  et 

plus  grand  que  rnnltö. 

Die  Gleichungen  5),  6),  S)  und  9)  gestaltten  den  Parameter 
zwischen  den  Grftnzen  — 1  und  1  anzunehmen^  Es  finden  hier 
drei  F&Ue  statt,  je  nach  dem  Wevihe  des  Parameters.  Dieselben 
lassen  sich  auf  zwei  F&lle  reduciren,  indem  die  Function  n  mit 
einem  positfren  Parameter  sich  auf  Ae  analoge  Function  reduciren 
Iftsst^  deren  Pwameler  twiachen  den  Grftnzen  — Ar'  und  — 1  lieg^ 

Ist  g  eiM  beliebige  Quaatitfil,  setit  man: 

10)         y_5E2^, 

80  folgt; 

^^v         1      «»   _    1       1  — as»^?)  +  A»siii^^ 


1  +  ^y*^         J  V  +  ig — Ar»)  sin*  9) — ^sin^gp 
Man  8<9tze  au&: 


alao: 

Die  Oleichung  11)  mrd  dann: 

13^  i        ^  «,  1     1  — 2Bin*y  +  ^ain^y     _ 

"^    l  +  i»iiy*d9)  "**   J  (1  H-nBin*9p)(l — »isin^^))  *" 

1/      ^'       1+n  1  \—m  1         Y 

wo  also  nach  12)  (l+n)(l— m)  —  A:^.  In  der  Gleichung  13) 
nehme  man  n  =  cot^a,  nach  12)  igt  dann  m  =^  1 — k"^  sin^cr 
Integrirt  man  naeh  ^  zwischen  den  Gränzen  0  und  %  setzt  fttr  y 
den  Werth  aus  10)  ein,  inultiplicirt  die  erhaltene  Gleichung  mit 
eoB^Oy  so  ei^ebt  sich: 

\A\        sing  cosg  /   siny  cosy    \/\ — Ar^  sin' ct^  

\/i—k^  sin»«*^^       *\yi— ^«Bin'g)        tanga       /~ 

— ^A:*8in'o    „/  ^  ,  „/    ^^       \      Ar^sin'aoos^a  „.     4  ,  , .»   .  «       \ 
l~*-««ia««^<y)+^<*^*"' «.)-  Y-p,-^  ir(-t+A:'»ffln««,<p) 

Durch  diese  Gleichung  lässt  sich  ein  positiver  Parameter  cot^a 

auf  den  negatiyen  Parameter  — 1  +  Ar^  sin'a  reduciren. 

Nimmt  man  in  der  Gleichung  13)  n  »»  — Ar*  sin^o^  so  ist  nach 

k^  cos^cs 
12)  m  »^  2 — ,^   .  o  .    Integrirt  man  nach  w  zwischen  den  Grftn- 

zen  0  und  g>y  setzt  fllr  y  den  Werth  aus  10)  ein,  multiplicirt  die 
erhaltene  Gleichung  npt  sin^a  cos'a,  so  folgt: 

15) 

aina  fosa     .     ^1 — k^  ßm^a  \/l — Ar'  sin^y +Af'  sin y  cosy  sin«  cos« 
2/1  — Ar*  sin' et       /l — k^  sin'«  ^^1 — ^Ar'sin'y — k^  siny  cosy  sin o  cosa 

Jf  sin'ct        /      k^  sin'ct      \ 

Setzt  man  A:^  tanga  tangj?  >»  i^  so  lässt  sich  die  rechte  Seite 
Ton  15)  einfacher  schreiben: 

^(55)-r^WB?a.II(--^  fiin'if,  yi)— cos^iJI7(— Ar«  sin'ft  y), 

13  • 
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Der  Parameter  bat  in  beiden  Functionen  77  dieselbe  Form. 
Nimmt  a  zu,  so  nimmt  ß  ab  und  umgekehrt  Für  a  =  ß  giebt 
Ar'  tanga  tang^  =  1,  A:' sin*«  =  cos*«,  oder  /r*  sin*«  ==  1— Ar'. 
Liegt  der  Parameter  zwischen  den  Gränzen  0  und  Ar*,  so  kann 
derselbe  auf  die  Gränzen  0  und  1  — k^  reducirt  werden. 

Als  Gesammtresultat  der  vorhergehenden  Untersuchungen  er- 
giebt  sich,  dass  jeder  Parameter  auf  eine  der  Formen  — k*  sin*« 
und  — (1 — Ar^sin*«)  reductibel  ist 

Als  besondere  Fälle  der  Gleichung  4)  sind  bemerkenswerth 
w  =  ±Ar.    Dann  ist: 

de 


T 


'      (l±Äsin*ö)l/l— >t*sin*(9 

(l±Ar)  tang^) 


sin*g) 


F(q>)  +  z — 7  arc  tang    ,      ^ 

Für  n  =  —  1  und  n  =  —  Ä*  fthrt  die  Gleichung  4)  auf  be- 
sondere Fälle  allgemeinerer  Relationen,  welche  in  %  25  aufgestellt- 
sind. 

Die  Gleichungen  3)  und  11)  hat  Legendre  (I.e.  p.  143)  am 
folgende  Art  noch  weiter  verallgemeinert  und  dadurch  ein  Mittel 
gefunden,  die  elliptischen  Integrale  dritter  Gattung  mit  complexen 
Parametern  auf  solche  mit  reellen  Parametern  zu  reduciren. 

Es  sei: 

17)       /  =   siny  cosy  J^ 
^  1  +p  sin*95  A  ' 

dann  ist: 

^g.  1        dl  ^  1  1  —(2+p)  Bin*y +(1  +  2p) k^  sin^y— /?A:*  sin^y 

^    1  +pfi  dg>       A  (1  +/?  sin*^))*  (1 — Ar*  sin*9))  +^sin*9>(l — sin*^)) 

Man  setze: 
19)    (1+J3a;)*(l— A*ar)  +  ga:(l— x)  =  {\^'7tx){\+n'x){\-\-mx) 
also : 

— p*Ar*  =  mwnfjp^ — q — 2j»Ar*  =  m{ji  +  nf)  +  nn% 

2p  4- g — Ar*  =  m  +  n  +  n\ 


20)    I 


1 

In  19)  0-  =  1  und  a:  =  7^  giebt  die  Relationen: 

k 

21)    (1  +pyk^  =  (1  +n)  (1  +«0(1  +»»)• 


L 
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22)    —q/^k'^  =.(**+  n)  (A»  +  n")  (A* +m). 


p'l^ 


Es  seien  n  und  n'  gegeben.    In  21)  aus  20)  m  =  — ^-— r-  sub- 


nn' 


stituirt  giebt  f&r  p  die  quadratische  Gleichung: 
und  hieraus: 

23)   J*-  +  *.ü±!^ia:«D]+Ä-  = 
±l/(i+»)(i+„0(i+^)(i+5). 

Sind  n  und  n^  conjugirte  complexe  Quantitäten,  n  =  r+si^ 
n^  =  r — sij  &o  sind  die  beiden  Werthe  youp  in  23)  reelle  Grössen. 
Man  bezeichne  dieselben  durch  p^  und  p^^.  Diesen  reellen  Werthen 
von  p  entsprechen  nach  20),  oder  auch  nach  21),  je  zwei  reelle 
Werthe  von  m  und  q,  welche  durch  m',  m"  und  ^,  ^'  bezeichnet 
werden  sollen.  Wegen  der  Gleichung  19)  Iftsst  sich  die  rechte  Seite 
der  Gleichung  18)  in  Beziehung  auf  sin'^  in  Partialbrüche  zerlegen. 
Mit  Rücksicht  auf  die  Gleichung  — p^lfl  ==  mtm',  folgert  man 
aus  18): 

24^        1       ät    ^    1  1— (2+jp)sin»y+(l+2p)Ar«sin^y— ;?)^sin«y 
1+qt^  dg>  J       (1 +nsin*95)(l +»'8iu*9))(l +msin*9p) 

=  ifi  + £_  + ä + £ ^ 

/l\p      1+nsin*^)      l+n'sin*9)      l+msin'^p/' 
wo  A,  B  und  C  die  folgenden  Bedeutungen  haben: 


25) 


A^'^^-'^^  +i^)^'  +  (1  +  2p)Af«n  -^tph^ 

n{jx — vf){ji — m) 

^=  n^^  +  (2  +i?)  n^'  +  (1  +  2p)^«n^ +;?A^ 

n'(n' — n){jnf — m) 

^  m^  +  {2+p)m^  +  {\+2p)k^m+pk\ 

m{rn — w)  (jn — n') 


Den  Werthen  p'  und  /^"  von  p  entsprechen  nach  25)  zwei 
Werthsysteme  A',  B\  a  und  A'',  B'\  O'  von  A,  B,  C. 

Mit  Rücksicht  auf  den  Werth  von  /  aus  17)  giebt  die  Glei- 
chung 24)  int^grirt: 


i6i 


26)    -i-arctang"'^''«'«»^  ^^ 


^q  ^  i+p  8in»9)  i/i  _  A*  Bin»  y 

-  F{q>)  +  A n{n,  g>)  +  B  17«  <jf>)  +  Cn{m,  9)). 

Setzt  man  in  dieser  Gleichung  Buccessive  p*  und  p'*  statt  j?, 
diesem  entsprechend  q%  m',  ^',  ^,  (7'  und  ^",  m",  ^",  -ff",  C*  statt 
^,  m,  i^,  B^  C,  so  erhält  man  zwei  lineare  Gleichungen  zur  Bestim- 
mung von  /7(n,  g>)  und  n{nf,  q>).  Sind  n  und  n'  conjugirte  com- 
plexe  Grössen,  so  sind  in  Folge  der  Gleichungen  20) — 23)  p,  q 
und  m  reelle  Grössen,  nach  25)  ist  C  ebenfalls  reell,  während  A 
und  B  conjugirte  complexe  Grössen  sind.  Es  lässt  sich  dann 
allgemein  ir(r  ±  «,  fp)  ausdrücken  durch  F{ql),  n(m'y  q>),  n{m*'^  fp) 
und  trigonometrische  Functionen. 

Uebrigens  lassen  sich  die  beiden  Gleichungen,  wdche  aus  26) 
ftlr  p  «s  p^  und  p  SS  p^*  folgen,  allgemein  anwenden,  gleichyiel  ob 
n,  n'  reelle  oder  conjugirte  complexe  Grössen  sind. 

In  Folge  der  Gleichungen  19)  giebt  Gleichung  24)  sin^go  »>»  x 

gesetzt : 

1 — (2  +p)x  +  (1  +  2p) k^x^—pkhfi  _ 
{\  +  nx){\+nfx)(\  +  mx)         ^ 

p  "^  \+nx  "^  l+n'oj"^  1+mx 
Durch  Wegschaffung  der  Kenner  auf  der  rechten  Seite  erhält 
man  leicht: 

A  +  B+C  =  1— -7 

P 

A(m  +  n')  +  Bim  +  h)+C(n  +  n')  +  '^'^*''^'''=-(2+p), 
Amn^  +  Bmn+Cm^+  ^^  +  ^'+^'  .  (i+2p>tS 


27) 


mnnf 


=  —pk^. 


^   P 

Man  kann  sich  auch  der  vorstehenden  Gleichungen  zur  Berech- 
nung von  Aj  B  und  C  bedienen.  Ist  C  bekannt,  so  geben  die  beiden 
ersten  Gleichungen  27): 

A  +  B  —   1— 1— c?, 
28)    {  P        ' 

An  +  Bn'  ==  2+p  +  m  +  n  +  n'—Cm. 
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Diese  Gleichungen  gewähren  in  manchen  Fällen  fbr  A  und  B 
leichtere  Berechnungen  wie  die  Gleichungen  25). 

Mittelst  der  Torstehenden  Entwickdungen  hat  Legendre  die 
Beispiele  n  =  kef^,  n'  •»  te~«  (1.  c.  p.  149)  und  »  —  —1  +^'^*S 
nf  =  —X+k'e^^  (L  c  p.  151)  weitläufiger  behandelt 

Die  Gleichungen  20)  sind  auf  p.  157  unter  dem  Gesichtspunkt 
betrachtet,  dass  m  eine  gegebene  complexe  Quantität  ist,  dagegen 
n  und  n^  reell  sein  soUen.  Diese  zweite  Methode  unmittelbar 
n{r + iiy  fp)  zu  berechnen  ist  etwas  weiHfl^iifiger  wie  die  erste  dar- 
zustellen und  scheint,  wie  Legenäre  selbst  auf  p.  160  glaubt,  der 
ersten  Methode  an  Einfachheit  nachzustehn,  welche  den  Vortheil 
grosserer  Symmetrie  darbietet.  Aus  diesem  Umstände  soll  die 
zweite  Methode  von  Legendre  hier  nicht  weiter  ausgeführt  werden* 

I  29.    Die  eUlptlsehen  Integrale  dritter  Gattung  als  Func- 
tionen dee  Parameters«    Die  ganzen  Integral«. 

Im  Chapitre  XXIII  seiner  „Fonct  ellipf  (t  1  p.  132— 140) 
hat  Legendre  das  elliptische  Integral  dritter  Gattung  in  Beziehung 
auf  den  Parameter  differentiirt  und  gelangte  nach  einigen  Trans- 
formationen zu  einem  sehr  einfachen  Ausdruck  fbr  den  Differential- 
quotienten, einem  Ausdruck,  mit  dessen  Hfllfe  sich  sowohl  Relationen 
zwischen  Integralen  ergeben,  als  auch  ein  Mittel  die  ganzen  Inte- 
grale auf  bemerkenswerthe  Art  darzustellen.    Setzt  man: 


1)  />_  r ^^ 

'  J    (l+nBm»Ö)|/l— A»8m» 


9 


so  ist: 


k^avfle 


Die  Formel  9)  des  §  25  giebt: 


(i+«)(i+jy  ^^-j_^-5^j_7===^ 
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Bin  g COB  a l/l  —  X^ sin'c A:^-t-i.  -  — 


«'  y     l/l— *«8ii 


0 

*«8in»J9dÖ  + 


iri/i-*'si 

Ftthrt  man  die  Bezeichnungen  F{ayk),  E(ayk)  und  P  aus  1) 
ein^  so  lässt  sich  die  Gleichung  2)  mittelBt  der  yorBtehenden 
Oleichung  auf  folgende  Art  darstellen: 

(1  +»)(n--j^  +2 rf ^; '-  - 

2  1  +nBiii>a 2"«^^(«»*)-2;iln«,*)-^(«,*)J- 

Dividirt  man  durch  l/(l+n)(lH — j,  so  ist: 

y(.^-)(.+g)_ 

1 sin  g  cos  g  [/l — J^  sin' « 

I  r.         77       1^  1+wsin'g 

2|/(l  +  n)(l+y 

k^F{a,k) F{a,k)  —  E(a,k)      _ 

2n»l/(l+n)(l+|^      2«|/(l+«)(l+^) 

Der  Einfachheit  halber  unterscheide  man  f&r  n  drei  Fälle. 

Erster  Fall,    n  =  cot«/3. 
Substituirt  man  in  3)  ftlr  P  seinen  Werth  aus  1),  so  folgt: 

d_  rsinj^t/l— y^^'sinV   /^ 1 dS         "] 

rf|3L  cos|9  /     sinV  +  cos'iJsin'Öi/i—itaBin»  ß\  ^ 

%_ 

singcosgl/l— ^'sin'g         cos'g  f&  %\ji^  ß  F{a,k) 

sin2/S  +  co8«/9sin2g     \/\—k^wy^ß      cos^ß/l— ^«sin«/? 

F{a,k)  —  E{a,k) 
]/\—k^%m^ß 
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Man  snbtrahire  auf  beiden  Seiten: 

d^  8ing/i^^^^i5^y(   ^) 
dß  co8|9 

und  setze  auf  der  linken  Seite: 

n«.*)  — y     ^l_i*Bin«©* 
Die  obige  Gleichung  geht  hierdurch  Aber  in: 

d^L  y      1— ooß«ßco8«Ö/i_Ä»gin»©J 


0 


+  8inaco8al/l — Ic  8in*a  •  r =-£- — 5-7.    ,  —  »*= 

1  —  008*«  C08*  ^  ^/i  _  ^8  gin«  /J 
/l — V^%\V?  ß 

Diese  Gleichung  integrire  man  nach  ß  zwischen  den  Gränzen 
0  und  j9,  bezeichne  die  Integrationsvariabele  durch  B.   Eb  folgt  dann : 

.•\         •     ^  ax  I'a ,^    '    a/>    /**  COB*  B  dB 

4)    s,n^eos^l/l-A-»uiVy     i_eoB«ffcoB'.9  i/i-^^^ini^ 


./i , o    .   o        /^  C08«©  rf© 

+  8inaco8al/l — A:*sin*a  /     •; ; rs    . 

"^  J      ^  —  ^^®  « ^<^*  ö  l/l  —  Ä'»  sin«  B 


B 

Es  bedeutet  C  eine  Constante  in  Beziehung  auf  j3.  Da  nun 
die  vorstehende  Gleichung  durch  Vertauschung  von  ß  mit  a  und 
k  mit  Ar'  ungeändert  bleibt,  so  ist  C  eine  absolute  Constante. 
Nimmt  man  in  4)  A:  =»  0,  so  folgt: 

cos© 


•   o      2z>  /^         cos«©         ^^  .    .  /^ 

sm^cos«j9  /     ^ j^ — 5^rf©  +  sinacosa  /     ^ 

/      1 — cos*^cos«ö  /      1 — < 


cos«  «cos«© 
C—afPfiOhBdB  —  C— asinjS. 


d© 


Aä^ 


' 
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Eine  leichte  Rechnung  giebt  6J=  —•    Die  Gleichung  4)  wird 


dann: 


5)    8in^co8^/l  -r^ßin^^  ^  —^^^'^  ^® 


C08«/9c08«Ö  ]/\—k^%\n^B 


/ Pß         cos*©  dB 

+  8in«co8«l/l-/r«Bin««y     --^-——^^^^=^.^ 

Diese  Gleichung  ist  identisch  mit  der  Gleichung  22)  von  §  27, 
welche  dort  auf  einem  von  dem  obigen  sehr  yerschiedenen  Wege 
abgeleitet  ist. 

Um  Wiederholungen  zu  vermeiden  soll  für  die  beiden  folgenden 
Fälle  die  Gleichung  3)  etwas  transformirt  werden.  Man  subtrahire 
anf  beiden  Seiten  

— ^ — ^'t«,*), 

setae  links  P  und  F{ayk)  in  Form  von  Integralen.    Es  ist  dann: 

1  sinacoBal/l — l^eina 


d|/(l+«)(l  +  ^l 


aI  /  /       ^'\  l  +  nsin*a 

2|/(l+„)(l+y 

F{a,k)  F(a,k)  —  E(a,k) 

(l+„)(l+^^      2«|/(l+«)(l  +  ^) 

Zweiter  Fall    n  =  — l+A^sinV- 
In  diesem  Falle  giebt  die  Gldchung  6)  nach  ß  innerhalb  der 
Gr&nzen  0  und  ß  integrirt: 

7)    k^BmßeoBß\/l—k»6m*ß   /*"  "°'^  '^^ 


l_(l_Ar«8iii»j9)8in«  9  i/l_A»8in»© 


^  I     coB'a  +  A^8in*aBin*Ö 

-  [/'(«,  *)  F(ß,  AO  +  ^(«,  *)  ^OJ,  *0-  ^(«,  *)  ^Oi  *01. 


Di^  HinzufUgimg  eiiier  Con0fetaten  ist  imnöthig,  da  die  rorste- 
heilde  Gleichung  mit  a  identisch  verschwindet  Mit  HtQfb  der 
Gleichungen  3)  und  13)  von  §  28  läset  sich  die  obige  Gleichung 
etwas  symmetrischer  darstellen.  Setzt  man  in  den  bemerkten 
Gleichungen  0  statt  %  vertauscht  k  mit  k*,  so  findet  man  die  fol- 
gende Relation,  welche  sich  auch  ohsie  Schwierigkeit  direct  veri- 
ficiren  lässt: 


1/: 


1+n        d         ,       8in©l/l— Ä'*  sin«  Öl/n +  /r'* 
n(k^+n)   dß  ^  cos©l/»(l+n) 

]/\—k'^Bin^e  k^Bin^e 1 

n  +  Ar^sin«©  +n+ l— (A:^  +  n)sin»©  |/i_yt'«sin«©' 

Integrirt  man  nach  6  zwischen  den  Gränzen  0  und  ßy  setzt 
n  =  cot*«,  so  ist: 


arc  tong  (tanga  tang/9  \/\—k^ sin»«  [/l— A'* sin«/?) 
sin< 

/*  sin«©  de 


lA — Zi-^-T-    r^      l/l— Ä'«sin«ö       ^^ 
*^  /      cos*a  +  A«fein«a»i«^© 


+A:«sinctcosal/l— A:«8m«a  /     , — j-. — 15-^-1 — r-r^r  7=±=tf    ■ 

y      1— (1— Ar«sm«asin«©)j/l_)t'«sin«ö 

Die  Gleichung  7)  lässt  sich  hierdurch  auf  folgende  Art  darstellen  : 

8)  Ä^'sin/Scos^l/l— Ä^sin«^  f^,,,     ^^l^,o\  i  ,^  )^^^  -^ 

J     1— (1— *^  8inV)«iii*©|/l— A"sin^e 

+A«linttcosal/l-*«tein«a  (^ y    ,j-    J"*^  .  .  -,^  ^       ^^ 

y      1— (1— A:«sm^a)8m«öj/i_;t'^gin2© 

=  arc  tang  (tanga  tangjJ  j/l— *«sin«a  ^/l— A^sm«/?) 
— [/X«,  A)  ^09,  äO  +  ^(«,  Ar)  /'(iJ,  /rO— ^(«,  ^)  ^(A  ^01 

Dritter  Fall,    n  -=  —k^mn^ß. 

Aus  der  Gleichung  6)  erhält  m9ia  teieht  durdi  Integration  in 
Beziehung  auf  ß: 
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dß 


9)    k^&inß  008/9^.^1— 


J     1— A:2sm2ßsin26j/i_A-2sin*© 

J      \—k^  sin«  a  Bin2  ©  j/^  _  ^2  ^{^2  © 
=  /-(«,  A)  Ä(ft  *)-^(«,  A:)  /-(ft  Ar). 

Die  Hinzufllgung  einer  Gonstanten  ist  unuöthig,  durch  Ver- 
tauschung von  a  mit  ß  würde  dieselbe  negativ  werden,  woraus 
folgt,  dass  die  Constante  verschwindet. 

Die  Gleichung  9)  enthält  nur  den  Modul  Ar,  während  in  den 
Gleichungen  5)  und  8)  auch  noch  der  Complementärmodul  kf  ent- 
halten ist.  Auf  diesen  Umstand  hat  schon  Legendre  (F.  E.  t  1.  p. 
141)  aufmerksam  gemacht,  wobei  eine  wesentliche  Eigenschaft  der 
bemerkten  Gleichung  ihm  entgangen  ist,  welche  zuerst  Jacohi  her- 
vorgehoben hat  Indem  Jacohi  eines  der  Integrale  auf  der  linken 
Seite  der  Gleichung  9)  als  Typus  eines  elliptischen  Integrals  dritter 
Gattung  nimmt,  folgt,  dass  die  Quantität  ß,  welche  in  dem  ersten 
Integrale  als  Constante  auftritt  in  dem  zweiten  Integrale  als  obere 
Gränze  (Argument)  erscheint.  Analog,  nur  umgekehrt,  verhält  sich 
a  in  Beziehung  auf  die  beiden  Integrale.  Bezeichnet  man  durch 
— Ar^sin^a,  — k^«m^ß  die  Parameter,  so  enthält  die  Gleichung  9) 
das  Mittel  in  einem  elliptischen  Integrale  di'itter  Gattung  Argument 
und  Parameter  mit  einander  zu  vertauschen.  Auf  dieses  Verhält- 
niss  soll  bei  Jacohi s  Behandlung  der  betrelfenden  Integrale  zurück- 
gekommen werden. 

Aus  den  Gleichungen  5),  8)  und  9)  fand  Legendre,  dass  die 

Integrale,  deren  obere  Gränze  -x-  ist,  d.  i.  die  ganzen  elliptischen 

Integrale  dritter  Gattung,  sich  durch  die  elliptischen  Integrale  der 

beiden  ersten  Gattungen  ausdrücken  lassen.    Für  a  =  ^  findet  man: 

n 

sinj9coBi9l/l — Ar'-sm^^    /     7— - 


C0S2 j3  C0S2  ©  l/l  —^2  gin2  Q 
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=  ^-[J^Eiß,  k')  +  EF(ß,  k^-KF(ß,  A:')]. 


n 


=  ^-{KE(ß,  k')+EF(ß,  k')-KF{ß,  k% 


n 


=  KE{ß,k)—EF{ß,k). 

Die  beiden  ersten  der  vorstehenden  Gleichungen  ftthren  fbr 
S  SS  ^  wieder  auf  die  Gleichung  17)  des  §  27  zurttek,  nämlich: 

^  =  A'E'  +  l^'E—KK', 

welche  Gleichung  häufig  unter  der  Bezeichnung  „das  Theorem  von 
Legendre^  angeführt  wird. 

§  30.    Das  Additionstheorem  der  eUlptisehen  Integrale 

dritter  Oattang  naeh  Legendr e. 

Für  die  elliptischen  Integrale  dritter  Gattung  hat  Legendre 
(F.  £.  1 1  p.  64)  ein  Additionstheorem  anfgestellt,  welches,  in  Ver- 
bindung mit  den  entsprechenden  Sätzen  fUr  die  Function  F{(p)  und 
E{(p)  sich  zu  einem  allgemeinen  Additionstheorem  ftlr  die  ellipti- 
schen Integrale  überhaupt  ausdehnen  lässt. 
Man  setze: 

1)    F{fp)  +  F{^)  =  F{o), 
und: 

2)    Ä  =  I7(«,  ip)  +  /7(w,  n>)—n{n,  ö), 

wo  6  als  Constante  augesehen  wird.    Nach  §  26  ist: 

3)    E{q))  +  E{}p)  —  E{6)  «=  /r^sing)  sintp  sinö. 

Die  Gleichungen  1)  und  3)  differentiirt  geben: 
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Hieraiu  fblg^r 


Di«  «l«iclMpg  2)  düBTeraDtürt  giebt: 


oder  nach  4): 

-V       ^  naino  rfsiny  Biny 

'^  "^  (1  +n8m»^) (1  4'nMii^^)' 

Die  Gleiehiing  wmko^tmfphmip  4{p)  "»  co09)cofl^  quadrirt 
giebt: 

[coB<i  +  sin9)sm^/f(o)p  «=  1 — %m^ip — Bm^y4-8in*9)Bm*y 
oder: 
Bm^f) 4* Bin^  «-  siB^a — tem^ski^eoBO  j0+(8bi9!>BfaiV^)>Ar^siir>a. 

Substituirt  man  di^pen  W^arth  vw  Bin^^o  +  sin^-^  in  den  Nenner 
auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  5),  bo  nimmt  dieselbe  folgende 
Form  an: 

nBina  tfflinyBiny 

1  +  n  Bte^öi — inenmo  A{a)  sin^)  sin^  +  (n^+uXt^  ^^a){^q>  0mfr)> ' 

oder:  t)    if5  — 

BJtt^  {n  +  k^  8ia^o)rfsuiy  BJny 

[(n+A««iB<<i)  Bin^^  Bin^— cob<;  ^(<')3*+  (^  +»)(l  +^Bia^  ^ 

Fflr  f9  »9«  0  ist  ii4b^  1)  iy>  ««  0,  dann  rerachwindet  £  nach  2). 
Integrirt  man  die  Gleichung  6)^  tHMtolPt  die  IntegratioBBOOiiBtaiite 
durch  9>  -a  Oy  setst  links  flir  S  seinen  Werth  aus  2)  ein,  ao  folgt: 


\/. 


n 


are 


r(»-HAr*rin»tf)iMry  aby — eoatf  J(<i)  i  /  n  "] 


+  1/(1  +«)(*« +n)  *"  **°*^     sina      1/(1 +«)(*«+»»)' 


d.1 


I  /  ^         ""  arc  tanir ( ^^9 ^i^i^ ^i^o  ]/n(\+n)(k^+ü)\ 

V  (l+n)(/r*  +  «)  ^\\  +  n»ia^c—7i»\ng>B\ny?co^cA{o)J 

In  Folge  der  Bedeutungen  von  8in0,  coso,  J{o)  lässt  sich  der 
Factor  von  n  im  Nenner  dee  Arcus -Tangens  auf  folgende  Art 
daretellen: 

8)    [sin'tf — 8in9>sin^coB<i2^o)][l — k^fniD}g)mi^^]  *» 
shi^>+  mi'^ — (1  +k^)  sin^f)  sin^^  +8in9)sin^eos9)eo8^  J{q>)A{yii). 

Die  Qleiohung  7)  ist  anwendbar  wenn  n  '^  oot^a,  oder  n  ^m 

—  I+Ar^^siu^o. 

l^  n  =^  — /r^sin^a,  so  wird  die  Gleichung  6)  fUr: 
)^)    /  ^as  ^^(sin'a — sin2a)sin9)sin^8iaa, 

1»)    dS^ 

(7 —  ein  i^iCOM  d(fi)y  —  [m  o  cos^f  ä{a^  ~ 

twf«r -— _Ä 

%4  (ß)  L^  a  C08O  J(a)  +  sin  a  eosx;  ä{o) — i 

—dt  "1 

sin  0  cos  a  J(a) — sin  acosöA{ö)  +  /J 

Um  einer  zu  grossen  Weitläufigkeit  der  Formeln  zu  entgehen^ 

setze  man  zur  Vereinfacliung : 

.    .  sin0cosaJ(a) — sinacosaJ(a) 

^    1  .       sin  er  cos«  A{a)  +  sin  a  costf  J(a) 

jsm/i  _.^_^_^^___,_ 

Diese  Gleichungen  geben: 

sin^ö — sinket 


+ 


t2>    mnJ^  8iaf4 


■ip  • 


1 — /r^sin^asin^J 
In  Folge  des  Additionstheorems  der  elliptischen  Integrale  erster 
Gattung  sind  die  beiden  Gleichungen  11)  den  folgenden  Gleichun- 
gen aequivalent: 


13) 


/*d&r        /**^  /^^dw      /^dw         /^dw 

A^  1      A  ^  r      A'  I      A'^  I     1 

Z*'*^,  J  =  /l_*«8in^»^. 
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Mit  Rttcksicht  auf  die  Gleichungen  11)  lässt  sich  die  Gleichung 

10)  nun  schreiben: 

dS  = 

tanggf —dt —dt 1 

2A{a) [ (1  —Ar« sin*« sin^ö) On/i—t'^  {i—k^ sin»« sin^ö) sini  +  t\ ' 

Die  vorstehende  Gleichung  werde  nach  /  integrirt  und  für  / 

der  Werth  aus  9)  substituirt    Bestimmt  man  die  Integrationscon- 

stante  durch  9  «=  0,  so  ist  auch  ^  »=  0.    Setzt  man  schliesslich 

f&r  S  den  Werth  aus  1)  ein  und  n  »»  — A^sin^o,  so  folgt: 

27(— A3sin«a,9))  +  /7(— Ä^sin««,^)— 17(— Ä«sin«a,ö)  = 

tanga.     (1  —  k*  sin^  a  sin^  0)  sin  fi — Ar^(sin^ö  —  sin^a)sin^sin^sina 
2/l(a)    °(T — /f*sin*asin* ö)sin jl  +i^ (sin^^ö — sin* a)sin9>sinv?sina 

tang«,     sinJl 

Auf  der  rechten  Seite  ziehe  man  die  beiden  Logarithmen  zum 
Logarithmen  des  Products  zusanmien.  Mit  Rttcksicht  auf  die 
Gleichung  12)  ist  dann  Zähler  und  Nenner  durch  sin^o — sin^a 
theilbar^  die  obige  Gleichung  vereinfacht  sich  in  folgende: 

14)    Z7(—  Ä*  sin«  ay9>)  +  n{—k^  sin»  a^tp)  —  n(—k^  sin«  o,  0)  = 

tanga.       1 — Ar«  sin  y  sin  y  sing  sin  A 
2A(a)    °*1  +A:*singpsin^sinasinji/* 

Die  vorstehende  Gleichung  lässt  sich  auch  direet  aus  der 
Gleichung  7)  herleiten  unter  Benutzung  von: 

I  arc  tangiz  =  y  log  j-p^- 

Mit  Rttcksicht  auf  die  rechten  Seiten  der  Gleichungen  7)  und 
14)  hat  Legendr e  die  elliptischen  Integrale  dritter  Gattung  in  zwei 
Classen  zerl^  über  deren  Terminologie  sich  in  der  „Theorie  des 
Fonctions  elliptiques,  Deuxiöme  Suppläment^  p.  138  folgende  Be- 
merkung findet: 

„Nous  appelons^  pour  abr^er  fanciion  h  paramhtre  logarühmique 
la  fonction  de  troisiöme  espöce  dont  le  paramötre  est — Ar«  sin«  o, 
k  ötant  le  module.  On  sait  que  ces  fonctions  diff6rent  essen- 
tiellement  de  Celles  de  la  mSme  espöce  dont  le  paramötre  est 
ou  peut  6tre  ramenö  k  la  forme — l  +  A/^i9in«a,  Ar^  ötant  le  com- 
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pl^ment  de  ^.    Ces  denüöres  de\i-ont  6tre  appeläes  foncHons  h 

parameire^circulaire. 

Diese  Unterscheidung  hat  gegenwärtig  eigentlich  nur  noch  ein 
historisches  Interesse ;  die  ganze  Auffassung  des  elliptischen  Integrals 
dritter  Gattung  ist  insofern  eine  zu  beschränkte  und  in  mancher 
Hinsicht  etwas  unbequeme,  als  eine  bestimmte  Form  des  Integrals 
unter  einer  grösseren  Anzahl  gleichberechtigter  Formen  ausgewählt 
und  durch  eine  besondere  functionale  Characteristik  ausgezeichnet 
wird  Es  erfordert  dieses  bei  Untersuchungen  ein  beständiges  Zurück- 
kommen auf  die  beliebig  gewählte  Normalform ,  eine  Beduction, 
welche  nicht  immer  ohne  beschwerliche  Bechnungen  auszufahren 
ist  Diese  fiemerkungen  beziehen  sich  nur  auf  die  folgenden 
Untersuchungen  über  den  Zusammenhang  der  elliptischen  Integrale 
dritter  Gattung  mit  den  Theta-Funetionen.  In  einer  grossen  Anzahl 
Yon  Fällen,  namentlich  bei  geometrischen  Anwendungen,  wenn  es 
sich  nur  um  einfache  Transformationen  und  Additionen  elliptischer 
Integi-ale  dritter  Gattung  handelt,  wird  die  Unbequemlichkeit  der 
gewählten  Bezeichnung  Z7  durch  den  ausserordentlich  elementaren 
Gharacter  der  von  Legmäre  angewandten  Methode  fast  aufgehoben. 

%  81.     Ansdmek  des  Parameters  in  den  elliptischen  Inte- 
gralen dritter  Gattung  durch  elliptische  Fnnetlonen. 

Die  Anwendung  der  elliptischen  Functionen  auf  das  Integral 
1)       Z7(n,^)  =  r  ^^ 


(l+»sin»Ö)i/i_;^2Bin«ö 


setzt  den  Parameter  n  in  der  Form  — /:*sin^amc  voraus,  wo  c 
eine  beliebige  reelle^  imaginäre  oder  complexe  Quantität  ist  Um 
die  nachfolgenden  Betrachtungen  nicht  zu  unterbrechen,  soll  der 
Nachweis  über  die  Zulässigkeit  dieser  Annahme  geliefert  werden. 
Eine  weitere  Untersuchung  über  diesen  Gegenstand  enthält  die  Ab- 
handlung „Darstellung  einer  beliebig  gegebenen  Grösse  durch 
sinam(u  +  n;,Ä)"  von  Richelot.  (Grelle  J.  t  45.  p.  225  — 332.) 
Man  unterscheide  für  n  die  folgenden  Werthe. 

Bnn«per,  eUipt.  Pnnotion«n.  13 
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Erster  Fall,    n  liege  zwischen  0  und  —  A"*.    Man  sets&e  n  = 

— /r^sin^  ama,  wo  0<^a<.Ar. 

Zweiter  Fall,    n  liege  zwischen  — k^  und  — 1.    Es  liegt  dann 

1 

sin^  amc  zwischen  1  und  7^.    In  diesem  Falle 

k^ 

nehme    man     n  =   — A:^  sin^  am  (ir+ ia)    = 

, ,  /cos  am  ai\^  —  k^  ,.  ^    ^  _., 

\Jamta/        J*am(a,A')'  =   = 

Dritter  FalL    n  liege  zwischen  — 1   und  — oc.    Man  setze: 

n  SB ;— =  —  *2  gin«  am  (a  +  iK')  wo 

sin^ama  ^  ^ 

^<a<K. 
Vierter  Fall,    n  positiv.     Man  setze  n  =  — /r^  sin^  am  ta  = 

A2tang2am(ö,A');  ^<a<^K. 
Ist  also  n  reell  y  so  kann  man  immer  n  <=  — /r^sin^amc  setzen. 
Nimmt  man  in  1)  ^  =  amu  und  6^  =  amn^,  so  lässt  sich  die 
Gleichung  auf  folgende  Art  schreiben: 

JI(— Ar^sin^amcjamw)  =  / ,,  .  ^   ^ — r-s 

^  ^        ^       f      \  —  k^  sm^am  c  sm^  am  w 

0 

oder  auf  beiden  Seiten   u  =^  i    dw  subtrahirt: 


"-/ 


0 

n{ — A:^  sin^  am  c,  am  u) — u  = 

^        I     1  —  /r^  sin^  am  c  sin^  am  ii' 

Ist  n  eine  compleze  Quantität,  so  sei  n  <«=  fi  +  vi.    Man  setze: 

3)  fi  +  vi  —  — A^sin^am  (a  +  &i), 
also: 

4)  II — vi  =  — /r'^sin2am(ö — bi). 

Die  Gleichungen  3)  und  4)  geben: 

k'^  +  li  +  vi  =  Ar2eos2am(ö  +  tO?  ^+i"  +  ^«*  =  ^*am(a+ftf), 
A:^  +  /M — ri  =  /r2cos2am(a — öi),  1+/^ — vi  =  J2ain(a — hi)y 
Zur  Vereinfachung  führe  man  folgende  HOlfsgrössen  ein: 
(i — vi  =  -4*  (cos  2a +  i  sin  2a), 
6)     \  k^  +  fi  +  vi  =  B^(co»2ß  +  iBin2ßl 
1  +  jM  +  i;i  —  6?2(co82/  +  «sin  27). 
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Die  Quantitäten  Ay  By  C,  et,  /?,  7  sind  dann  auf  folgende  Art 
als  Functionen  von  /i,  v  und  k  bestimmt: 

— ^      =  ^C082a,      — V  =  i^Bin2ay 
Ic^+Ii  =  ^cos2i9,  V  =  ^8in2/9, 

1  +  ^  =  C*cos27,  V  =  C*gin2y. 

Aus  den  Gleichungen  3),  5)  und  6)  zieht  man: 

1Ar8inam(a  +  &t)  =  ^(cosa  +  tsina)  =  A^\ 
keoBBm{a  +  bi)  =  i?(cosi3H-tsiniS)  =  Be^^ 
Jam(a+6i)  =  (7(co87  +  tßin7)  =  Ce^*. 

oder  — t  statt  i  gesetzt: 

IA:8inam(a — bi)  =  i4(cosa — isina)  =  Ae'^^y 
ytcosam  (a—6i)  =  ^(cosjS  — tsinjJ)  =  Be^^y 
Jam(a— ft»)  =  (7(0087— isin7)  =  Ce^\ 

Nun  ist:  2a  =  a  +  hi-^a — 6t,  2bi  =  a  +  bi — (a — 61), 

also  sinam2a  =  Binam[(a  +  6t)  +  (a  —  bi)] 

(8inam(a  +  bi)  cos  am  (a — öt)  Jam  a —  bi)  + 

(sin  am  (g —  6 1)  cos  am  {a+b  i)Jama  +  bi) 

~  1— Ä»8in»am(a+6i)sin2am(a— 61) 

Aehnlich  lassen  sich  cos  am  2a,  J  am  2  a,  sin  am  26 1,  cos  am  26  t 
und  J  am  26  t  mittelst  des  Additionstheorems  ausdrttcken.  Unter 
Zuziehung  der  Gleichungen  8)  und  9)  findet  man: 

ABC     «(«-/'-}')'■  +  «-(«-/»->')•■ 


10) 


sinamSa  = 


cosamSa  = 


^  2ABC(io»(a~-ß—Y) 
k^—A* 

m      A*Cß 

k^        k^  B*—^(P 


C»  — 


A» 


Jam2a  =  — — jj ^j— jj-, 


13* 
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H) 


sin  am  2lt  =  2/ r~ — -- — —  , 


cosam2&i  = 


B^  +  A^C^ 


A  am  22^1 


Die  beiden  ersten  Gleichungen  von  10)  und  11)  geben  durch 
Division  : 


12) 


tang  am  2a  =  jfl^jfici  cos(a— i3  — y), 
tang  am2W  =  ^^j^^^^  sin(a— j^— y). 


Setzt  man  weiter: 

13)    B  =  ^Ctangrf, 
so  lassen  sich  die  Gleichungen  12)  einfacher  schreiben: 

(tang am 2a  «=  tang2d.cos(a  —  /J — y), 
tangam22»}  =  isin2d.sin(a — jJ — y). 

Die  letzte  Gleichung  14)  lässt  sich  auch  schreiben: 
sin  am  (22),  A:^)  =  sin2().sin(a  — ;? — y). 

Durch  die  vorstehenden  Gleichungen  lassen  sich  a  und  h  f&r 
einen  gegebenen  Modul  k  bestimmen.  Man  kann  also  immer  den 
Parameter  n  in  der  Form  — /r'^sin^amc  voraussetzen,  wo  c  eine 
beliebige  reelle,  imaginäre  oder  complexe  Quantität  ist.  Ueber  diese 
Darstellung  vergleiche  man:  Durhgex  Theorie  der  elliptischen  Func- 
tionen §  67. 

§  32«    Die  elllptlsekeii  Integrale  dritter  Gattung  naeli 
Jaeobi's  Beihenentwickelnngen.    Jaeobi's  erste  Darstellnng 

des  Additionstheorems. 

An  Stelle  des  von  Legendre  gewählten  Typus  eines  elliptischen 
Integrals  dritter  Gattung  hat  Jacohi  auf  p.  144  der  „Fundamenta'' 
eine  andere  Kormalform  aufgestellt,  welche  von  der  ersteren  nur 
unwesentlich  unterschieden  ist  Das  von  Jacohi  gewählte  Integral 
gestattet  eine  unmittelbare  Entwickelung  in  einer  unendlichen 
Reihe,  deren  genauere  Untersuchung  schliesslich  darauf  geführt  hat, 
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für  das  elliptische  Integral  dritter  Gattung  keine  besondere  Nor- 
malform  anzunehmen,  sondern  jedes  der  16,  respective  20  Integrale, 
welche  sich  ergeben,  als  mit  der  Normalform  gleichberechtigt  anzu- 
sehen. Da  die  ersten  Untersuchungen  von  Jacohi  Über  diesen 
Gegenstand  von  grossem  Interesse  sind,  so  möge  derselben  hier 
eine  kurze  Erwähnung  geschehn. 
£s  ist: 

.  „      /    ,  r\      -9      /      ,\       o  rf  sinamftcosamftJam&sin^amtt 

8m2am(M+&)— 8m2am(w— &)  =  2  v-  — ~. .,  .  , --.-^ 

^        ^  ^       ^         du      1 — Ar^sm^am^sm^amu 

Setzt  man  u  =  ,  b  =  — ,  multiplicirt  auf  beiden  Seiten 

mit  Y  ,  so  folgt : 

^  smam —  cos  am  —  Jam  —  sm*  am 

,^       ^*^  JA  d  Jt  Jt  JC  31 

'     3t      dx  \      ,0  •  o       2ira  .  ,       iKx  "^ 

1  — k^  sm*  am  —  sm*  am 

3t  3t 

Die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  lässt  sich  aber  nach  Glei- 
chung 22)  §  22  nach  den  Cosinus  der  Vielfachen  von  2{x  +  d) 
und  2{x — ä)  entwickeln  und  mithin  auch  als  Differentialquotient 
zweiter  Ordnung  in  Beziehung  auf  x  einer  noch  näher  darzustel- 
lenden Reihe  ausdrücken.    Man  findet  leicht: 

[  —       sm^  am  — ^ — • — ^  —  sm^  am  — ^ ^   -= 

\  jr  /  L  ^  3t       } 

r  ^  CO 

8  2  [oos2r(a;— a)  — cos2r(a:  +  a)]  7--~-5;. 
r  —  1  ^ 

Die  rechte  Seite  ist  aber  der  zweite  Differentialquotient  nach 
X  von: 

^V^cos2r(cg-fg)  —  eos2r(a; — ä)      q^      

log^)     .     {} 
^  ^{x  +  a) 

wie  mittelst  der  ersten  Gleichung  25)  des  §  22  unmittelbar  folgt 


198 

Mit  Bttckflicht  auf  das  Vorstehende  lässt  sich  die  Gleichung  1)  auf 
folgende  Form  bringen: 

,  sinam  —  cosam Jam Bin^am 

2jir.«  d  Jt  X  3t  jt 


^      ^  1  _;t2  ßin^am  —  «in^  am  — 

3t  Jt 

A^[im2rix-a)-coB2rix  +  a)]^  ==  i ^±^ 

Diese  Gleichung  zwischen  den  Gränzen  0  und  x  integrirt 
giebt,  da  *'(—«)  =  — ^'(a): 

^       sin  am cos  am  —  Jam sm^  am 

1  — k^  sm^am  —  sm^  am  

3t  3t 

CO  ^ 

22N^2r(a;— a)  — sin2r(a:  +  a)  +  2sin2ra]  ^ZTlr  = 

1   ^^^^^(x  +  fl)      ^'{a) 
1  dx  ^  d^ia)  ' 

Von  der  Gleichung  2)  macht  Jacobi  in  den  „Fundamenta*" 
einen  doppelten  Gebrauch,  sie  dient  ihm  sowohl  zur  Reihenent- 
wickelung eines  elliptischen  Integrals,  wie  zur  Herstellung  eines 
Additionstheorems,  welches  nicht  wesentlich  von  Legendre's  Theo- 
rem verschieden  ist. 

In  der  Gleichung  2)  werde  nach  x  zwischen  den  Gränzen  0 
und  X  integrirt.  Bezeichnet  man  die  Integrationsvariabele  durch  z, 
so  ist: 


o  1/    P^  ^  ^^^  ^™ ^^S  ^"^ ^  ^™ ^^"   *™ 

3)     —J ^~- ^-~ dz  = 


^  1  —  /r2  giii2  am ^^^2  am 


3t  3t 

^  2a;sin2ra  —  cos2r(a: — a)  +  C0B2r(j:  +  d)  ^ 
^  ~~r  1  — ^ 


r 
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Itimmt  man  am «=  cc,  am — ^  =  9)   und  substituirt  in 

dem  links  stehenden  Integrale  der  Gleichung  3)  am  —  ^^  w,  %o 


f. 


geht  dieses  Integral  über  in: 

1— Ar^sin^asin^ip      (/l— A^sin^w 

Nach  den  Bezeichnungen  von  Legendre  ist  dieses  Integral 
gleich : 

/aco6i'   bezeichnet  (Fund.  pag.  144)   dasselbe  Integral   durch 

ni — ,  — ,  k]  oder  kürzer  durch  Ili  — ,  — ).    Diese  Bezeich- 

nung  hat  die  Unbequemlichkeit  eine  schon  von  Legendre  fixirte 
Characteristik  in  anderer  Bedeutung  zu  gebrauchen  und  ihren 
Zweck  insofern  nicht  ganz  zu  erflillen,  als  nach  15)  andere  Integrale 
existiren,  welche  dem  in  3)  enthaltenen  Integrale  analog  sind. 

Das  Integral  der  Gleichung  3)  enthält  die  Variabein  Xy  a  und 
k.  Da  die  Quantität  q  der  Theta-Functionen  nur  von  Ar  abhängt, 
so  folgt,  dass  in  der  Summe: 

nur  Functionen  von  zwei  Argumenten  Torkommen.  Diese  merk- 
würdige Eigenschaft^  dass  das  elliptische  Integral  dritter  Gattung 
Yon  Legendre^  welches  drei  Argumente  enthält,  sich  auf  Functionen 
mit  nur  zwei  Argumenten  reduciren  lässt,  hat  zuerst  Jacohi  gemacht 
und  besonders  hervorgehoben  auf  p.  140  der  „Fundamental.*) 

Die  rechte  Seite  der  Gleichung  2)  lässt  sich  auf  folgende  Art 
darstellen : 


*)  Man  vergleiche  hierüber  auch  die  „  Annales  de  ri)cole  Normale**,  wo 
sich  tVL  p.  152  folgende  Bemerkung  Jacobi's  an  Legendre  findet: 

—  D'aillears  eile  montre  qne  les  FonctioDB  Elliptiques  de  troisiöme 
espöce  dans  lesqnels  entrent  trois  variables  se  ramdnent  k  d'autres  traas- 
cendantes  qui  n'en  ont  qne  deiu,  d^couverte  qai  vous  int^ressera  bean- 
conp. 
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2  » (x—a)       2  d-lx  +  ay   «■(a) 

1  Aog»(x—a)»ix  +  a)  ,  dlog*(a) 

2  da  ^       da 

Integrirt  man  die  Gleichung  2)  nach  a  innerhalb  der  Gränzen 
0  und  Oy  so  folgt: 

r&(a)&{x)l^  ^  ^ix—a)»(x  +  a) 

L     *(0)     J          .      ,^  •  ,       2jr'a  .      •      2ICx' 
^       V  /     -j         1 — /r^sm'am — sin^am 

Für  a  =«  — ^,  X  =»  — 5 —  folgt  hieraus: 

4)    j»(\^)»(-2^)l   ^ ^(m)(^(n) 

*(0)             I        .      .o  .  «       A^(m+n)   .  ,       ä'(ot— n) 
^  ^  1 — ^Ä^sm^am— i — - — ^sm^am  -^ ^ 


ji 


In  dieser  Gleichung  nehme  man  — ~-  =  o:  —  a,  — 5—  =  y — a 

also  m  =  oj  +  y — 2a  und  n  =  j:  —  y.    Femer  setze  man      7" 

'=  x  +  a,   — q —  =  y  +  a,  also  m  «=  a;  +  y  +  2a  und  n  ==  a; — y. 
Die  beiden  so  erhaltenen  Gleichungen  geben  durch  Division: 

r»(x-a)Hy-a)'Y  _ 

l_*.«in.amH^(^±^>sin^am?^(?^±^)  ^,    ^        ,  , 

^ jr         ^C^  +  y — 2a) 

;!       7~  .       2Ä'(a:— a)   .  ,        2T(y^^)  ^(a;  +  ^  +  2a) 
1 — /r^sm^am — ^^ ^sm^am — ^ ^     '  J'  /      ^ 

In  der  Gleichung  4)  m^che  man  ferner  die  Substitutionen 
—5—  =  -r+y— 0,  — ^  =  a  und  — y-  =  x+y  +  a,  — y—  =  o. 

Bildet  man  den  Quotienten  der  so  erhaltenen  Gleichungen  so  folgt: 

\Hx±y±d)X-  ^ 
l^(x  +  y-a)j 

l-kHm^f,m^  sin2am^^(^  +  y-^)  ^,    .         ,, 
x_ j€ ^(a;  +  y +  2a) 

l-A«8in«am?^  sin^ am ^^"(-^  +  ^  +  «)  *(^  +  y-2«)* 


jr 
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Diese  Gleichung  mit  der  Gleichung  5)  multiplicirt  giebt: 
.     r»(a;— a)  »(y-a)  »Qc  +  y  +  a)  T  _   „  „ 


wo: 


7) 


1 — Ar^giu^am 


2K{x  +  g)   . 


iy 


:?r 


sm^  am 


2^(y  +  g) 


1  — Ar^Bin^am  — ^^ ^  sm^  am  — ^ ^ 

Jv  t/v 

.       ....       2Ag   .  .        21^(0: +  y—g) 
1  — k^ sin^am  —  sm*  am  — ^^ — -^ ^ 


ffi 


jt 


X 


8) 


1  — Ä^Bm^am  —  sin*  am — ^^ — --^-^ — ^ 

In  der  Gleicbnng  3)  setze  man  zur  Abk&rzung: 

2j5rg            2Ä'g  .       2Arg   .  ,       *lKz 
^  „  A:2  sm  am  —  cos  am Jam  —  sm*  am  — 

ZK  Jt  üt  üt  jt 


3t 


,.   .  „       2Äg    .  „       7,Kz 
Jr  sm''  am  —  sm^  am  — 

3t  3t 


V(2). 


dann  ist  kOrzer: 

ip{z)dz 


1  w»(^-«)  ,  ^-»^(«) 


Ans  dieser  Gleichung  erhält  man  unmittelbar  durch  Vertäu- 
sehung  Ton  x  mit  y  und  x  +  y 

^{z)dz+  I    y>(z)dz— t         tp{z)dz  = 

1  w »(^— «)»(y — ö)  H^_  +  y_+  a) 

2  ^*(a;  +  g)  ^(y  +  g)^(a:  +  y— g)* 

Wpgen  der  Gleichung  6)  folgt: 

y){z)  dz=   -^  log  H.  Hy . 

Nach  der  Bezeichnung  von  Legendre  ist  nun: 


y>(z)dz+  I    ^(z)dz— i 


/ 


X 

^(z)dz 


2Ka  .       2Ka 
cos  am  — Jam  — 

3t  3t 


smam 


2^ 

3t 


< 


-Ä^sm^am ,  sm  am ) 

3t  3t    J 


2Ka  .       2Ka 
cosam-— Jam— - 

aKX  3t  3t 


3t 


smam 


2A'g 
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Die  Gleichung  10)  enthält  folglich  da«  Additionstheorem  der 
elliptischen  Integrale  dritter  Gattung,  wenn  der  Parameter  gleich 

—  ^^sin^am ist.    Setzt  man: 

jr 

iKa  IKx  IKy 

am —  =  «,  am —  ■=  90,  am — -  «=  ^, 

ji  üc  n 

ÜC  K  X 

SO  muss  die  Gleichung  10)  auf  die  von  Legendr e  gefundene  Form 
führen.  Dieses  kommt  darauf  hinaus  zu  zeigen,  dass  die  Quanti- 
täten ^und  Hxy  definirt  durch  die  Gleichungen  7),  auf  die  Glei- 
chung führen: 

11)    HHx  = 

,       ,,    .          IKa  .         2Kx    .          2ÄV  .         2^{x  +  y—a)\^ 
1  —  k^  sm  am sin  am sm  am  — -  sm  am  — ^ — -^ ^' 

Jt  X  Jt  X 

1  +  Ä^  8in  am sm  am  —  sm  am  — ^  smam  — ^ ^ 

l  ^  JT  JT  JT  J 

Um  sein  Resultat  mit  dem  Ton  Legende  aufgestellten  in  lieber- 
einstimmung  zu  bringen  hat  Jacohi  auf  pag.'157  u.  158  der  »Fun- 
damental den  Beweis  der  Gleichung  11)  gegeben,  welchen  er  mit 
den  Worten  einleitet:  »Transformatio  satis  abstrusa  hunc  in  modum 
peragitur''.  Es  möge  hier  genügen  auf  die  von  Jacobi  gefundene 
Form  des  Additionstheorems  hingewiesen  zu  haben,  die  von  Legendre 
gefundene  Form  lässt  sich  einfach  mittelst  des  Multiplicationstheo- 
rems  der  Theta- Functionen  herleiten,  wie  im  nächsten  Paragraph 
gezeigt  werden  soll. 

In  der  bemerkensweiiihen  Abhandlung  „Formulae  novae  in 
theoria  transcendentium  fundamentales^  (Grelle.  J.  t  XV  p.l99 — 204) 
hat  Jacobi  die  elliptischen  Integrale  zweiter  Gattung  zum  Ausgangs- 
punct  der  Herleitung  des  Additionstheorems  der  elliptischen  Inte- 
grale dritter  Gattung  genommen.  Jacobi  citirt  bei  dieser  Gelegenheit 
eine  ältere  Abhandlung  »De  functionibus  ellipticis  commentatio^ 
(Grelle.  J.  t  IV.  p.  371 — 390),  welche  weitere  Ausführungen  über 
einige  Theile  der  „Fundamental  enthält  und  ursprünglich  bestimmt 
war,  im  Verein  mit  anderen  Abhandlungen  einen  zweiten  Theil 
des  bemerkten  Werks  zu  bilden.    Die  weitere  Ausbildung  aer  glän- 
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zenden  Theorie  der  Theta -Functionen  scheint  dieser  Publication 
hinderlich  in  den  Weg  getreten  zu  sein. 

Wenn  sich  auch  die  Unterauchungen  Aber  die  elliptischen  Inte- 
grale dritter  Gattung  ohne  weitere  Zuhülfenahme  der  Reihe  ftlr 

2jKr 
das  Quadrat  von  sin  am  —  führen  lassen,  so  scheint  der  in  diesem 

§  befolgte  Weg  ausser  dem  historischen  Interesse  den  Vorzug  einer 
sich  von  selbst  darbietenden  Ursprfinglichkeit  zu  haben.  Führt 
man  in  das  elliptische  Integral  dritter  Gattung  von  Legendr e  ellip- 
tische Functionen  ein,  so  ist,  unter  Berflcksichtigung  der  Gleichung 
1)  der  zu  verfolgende  Weg  vorgezeichnet,  wenn  es  sich  um  Dar- 
stellung des  in  Bede  stehenden  Integrals  in  Form  einer  unendlichen 
Reihe  handelt 

§  33.  Die  elliptischen  Integrale  dritter  Gattung  nnd  die 
Theta-Functionen.  Das  ganze  Integral.  Tertanschnng  von 
Argument  nnd  Parameter.  Additionstheoreme  der  Argu- 
mente und  Parameter.     Integrale  mit  zusammengesetztem 

Argument  und  Parameter. 

Die  fundamentale  Gleichung: 

welche  auf  die  elliptischen  Integrale  zweiter  Gattung  in  §  26 
fflhrte,  kann  auch  den  Ausgangspunct  für  die  elliptischen  Integrale 
dritter  Gattung  bilden.  Setzt  man  wieder  w  =  — {x  +  y+z\  also 
rv^  =  0.  x'  ==  —  {y+z),  y'  =  — (^  +  z),  z*  =  — (x-\-y)^  so  ist: 

^(0)*(a:  -V  t/)&(x  +  z)^{y  +  z). 
Diese  Gleichung  nach  z  differentiirt,   darauf  ^  ^^  0  gesetzt 
fllhrte  auf: 

2)    —  k^  sm  am sm  am  — -  sm  am  — ^ — —^  = 

jt  jt  jt  jt 

T(x)'^»(t/)       »(x  +  yY 

In  dieser  Gleichung  nehme  man  successive  y  =  a  und  y  ==  —  a, 
bilde  die  halbe  Differenz  der  so  erhalteneu  Qleiohungen.   Es  ist  dann: 
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Ä^,,  .         2Ka  .         IKxV  .        ^K(x  +  a)  .     .         7,K{x—d)'\ 
—  Ar'smam Binam Binam — ^ ^+ wnam — ^^ 

X  '        yt  ^    L  ^  ^         J 

2d-{x—a)       id-ix  +  a)  "^  »{a)' 
Wendet  man  auf  die  linke  Seite  das  Additionstheorem  der 
elliptiBchen  Functionen  an^  bo  ergiebt  sich  die  Gleichung: 

—  Ar^Binam cos  am Jam am* am 

o\  ^  ^  Ot  X  Jt 

1  —  k^  Bvo?  am »m^  am 

2»(x—d)  2^^{x  +  ä)'^  &(ä)' 
Die  vorstellende  Ableitung  hat  den  Vortheil ,  dass  x  und  a  ganz 
beliebige  6röss*en  sein  können.  Integrirt  man  in  der  Gleichung  3) 
nach  X  zwischen  den  Gränzen  0  und  Xj  bezeichnet  die  Integrations- 
variabele  durch  z,  so  erhält  man  wieder  die  im  vorigen  §  gefundene 
Gleichung  3),  nämlich: 

o  LT      /»^smam  —  cosam J  am sm^am 

4)    ^Äk^f  ^ '.-  ^.        _£Lrf,= 

t/  1  —  Ar^sm^  am sin^  am  — 

0  3t  3t 

Aus  dieser  Gleichung  ergeben  sich  unmittelbar  einige  tou 
Legendre  gefundene  Sätze.  Für  x  =  v>  verschwindet  der  Loga- 
rithmus auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  4).    Dieselbe  reducirt 

sich  einfach  auf  A-rrT-'f  d«i.  nach  §  26  auf: 

2^(a)  ° 

2\^3t        \  3t  )   .        3t       3t  J 

Setzt  man  in  der  Gleichung  4)  x  =«  75 ,  femer =  w  und 

Z  3t 

einfach  a  statt  y  so  giebt  dieselbe: 

3t 


f 


'^/r^sinamacosamaJamasin^amM^  - 

—  dw  = 


1  —  k^  sin^  am  a  sin^  am  w 
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oder  ama  °=  o,   amw  =  S  gesetzt: 


/ 


n 
2 


A'^  Bin  c  C08  g  J  (a)  sin^  O    dO     

1— A'^Bin^ttöin^Ö      1(19)  ~ 


A(e)äe-El   ^y 


Diese  Oleichong  in  Verbindung  mit  den  Resultaten  des  §  31 
enthält  das  Theorem  von  Legendre  betreffend  den  Ausdruck  des 
ganzen  elliptischen  Integrals  dritter  Gattung  durch  elliptische  Inte- 
grale erster  und  zweiter  Gattung. 

In  der  Gleichung  4)  vertausche  man  x  mit  Oj  es  bleibt  dann 

d-ipc—a) 

unge  ändert    Bildet  man  also  die  Differenz  der  Gleichung  4)  mit 

der  neuen  Gleichung,  so  folgt,  wenn  in  den  Integralen  «=  rv 

gesetzt  wird: 


/"^  smam •  cos  am -4 am sm^am  w 
ot                   Jt                Jl  , 

1  — k^  sin*  am sin*  am  w 

0  Jt 

21^«  .         %Kx            IKx  .       %Kx  .  „ 
sm  am : cos  am A  am sm*  am  w 

3t  3t  ^  . 


/n 


iKx 
1  —  /f*  sin*  am sin*  am  w 

3t 

—  j*      ^  '      ff      ^  ^ 


Die  rechte  Seite  ist  auch  gleich: 

— ^i;  am 1 M  am ). 

jr\  3t  /         3t      \         3t   J 

Nimmt  man   zur    Vereinfachung  =  u  und  a  statt 

3t  X 

SO  wird  die  Gleichung  5)  einfacher: 
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^.       ,4  .     ».»amacosamaJamasin^am»'^ 


4  /     Sinai 


/r^  sin^  am  a  sin^  am  n; 
cos  am  u  J  am  u  sin^  am  9t^ 


dw 


/r^sin^  am  u  sin^  am  tv 
=  Mj?(ama) — al^(amw). 

Diese  Gleichung  repräsentirt  den  von  JacoH  genannten  Satz 
von  der  Vertauschong  des  Arguments  mit  dem  Parameter,  welches 
Resultat  nach  §  29  von  Legendre  herrührt 

In  der  Gleichung  1)  setze  man  z  =  — a  und  z  »=  a,  die 
beiden  resultirenden  Gleichungen  geben  durch  Division: 

»(g;— fl)»(y— g) 

^(x)&{y)^{a) »(x+y—a)—»t  (a)^i  (a;)^i  (y)^i  {x  +  y  —  ä) 
'^  ^(x)^y)^{a)^(x  +  y  +  a)  +  &^{a)^^{x)^t(y)d',{x  +  y  +  a) 

oder  auch: 


'^    d'lx  +  a)&(y  +  ä)d'{x  +  y  —  a) 

^i(g)  »i(a;)  »1  (y)  ^1  (x  +  y—a) 
»(g)   ^(g;)  »0  ^(a:  +  y— g) 

*i(a)  ^i(a:)  *i(y)  M^  +  y  +  ^) 


1  + 


*(a)  T{x)W^  »(x  +  y  +  a) 
1  — **smam  —  sin  am sinam  — ^smam — ^' ^ 

JC  JC  3t  3t 

,   .  ,,  .         WaT.         2Kx  .         2]^r;         2Ä^(a:  +  y+a)* 
1  +Ä*sinam sinam sinam — ^smam — ^ — -^ ^ 

3t  3t  3t  3t 

Hält  man  diese  Gleichung  mit  der  Gleichung  4)  zusammen, 
so  ergiebt  sich  unmittelbar  Legendr^s  Additionstheorem  der  ellip- 
tischen Integrale  dritter  Gttttung  „quod  vocabimus  de  Additione 
Argumenti  Amplitudinis  theorema''  (Fundamenta  p.  154).  Vertauscht 
man  in  der  Gleichung  4)  x  successive  mit  x^  y  und  x  +  y,  zieht  von 
der  Summe  der  beiden  ersten  so  erhaltenen  Gleichungen  die  dritte 
ab^  so  lässt  sich  die  rechte  Seite  mit  Hülfe  der  Gleichung  7)  durch 
elliptische  Functionen  darstellen.  Um  das  Kesultat  etwas  zu  ver- 
einfachen setze  man  in  den  drei  Integralen  auf  der  linken  Seite 
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B=  «?,  ferner =  w,  — ^  =  v  und  einfach  a  statt 

Es  folgt  dann: 

A:^  sin  am  a  cos  am  a  J am a .  Bin^ amn; 


1 — Ar^sin^  am  a  sin^  am  w 


dw 


Ar^sinamacosamaJamasin^amn? , 

— dw 


\'         1 — /r^  sin^  am  ö  ßin^  am  w^ 

/     lO'  sin  am  a  cos  am  a  Jamosin^am  w 
1  —  K^  sin^  am  a  sin*  am  w 


dw 


1  -     1 — A:*8inamflsinamK8inamt;8inam(u  +  t; — d) 

2  ®1 +Ar2ginaiiiasinamwsinam«;sinam(M  +  t'  +  ö)' 
Da  für  einige  der  folgenden  Sätze  die  Wiederholung  der  ellip- 
tischen  Integrale  etwas  beschwerlich  ist,  so  sollen  dieselben  auf 
eine  Art  bezeichnet  werden,  welche  sich  direct  an  die  Bezeichnung 
Yon  Jacobi  anschliesst,  ohne  mit  der  Bezeichnung  von  Legendre  zu 
coinddiren.   Zu  diesem  Zwecke  soll  das  von  J<icobi  gewählte  Zeichen 

n  nur  mit  einem  unteren  Index  versehn  werden.    Setzt  man  im 

2ifz 
Integral  der  Gleichung  4)  =  Wy  so  sei: 


»)  ".(^■^) 


/n 


smam cosam Jam sm^  amw 

3t  3t  Jt  _ 


1  — Ar^sin^am sin*  am  w 

3t 


also  auch  nach  4) 

Die  Gleichungen  6)  und  8)  lassen  sich  dann  einfacher  schreiben: 

11)    lixiuyd) — IIi{ayu)  =  uE{sLma) — aÄ(amw). 

12)    27i  (w,a)  +  JIi  (v,a)  —  IIi  (u  +  v,a)  = 

1^,      1 — /r*sinamasinamt<Binamt;sinam(M  +  t; — a) 
2     ^1  +  A:*sinamaBinamusinamt;Binam(t<  +  v+a)  ' 

Aus  der  Gleichung  11)  folgt  durch  Yertauschung  von  a  mit  b 

und  a  +  b. 
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Iliiujb)  —  ni{bju)  =«  uE{sjxib)  —  ft(i^amw), 
/ri(w,a  +  &)  —  17i(ft  +  a,w)  =  uE[Bm{a  +  b)]  —  {a  +  b)E{B.mu). 
Diese  beiden  Gleichungen  in  Verbindung  mit  der  Gleichung 
11)  geben  durch  Addition  und  Subtraction: 

13)  ni{u,a)  +  ni{u,b)—nt(u,a  +  b)  = 
n,  (a,  u)  +  n,  (ft,  u) —n,{a  +  b,  u)  + 

u  \  E(Bm  ä)  +  E{am  b)  —  E^^m  (a  +  b)][. 

Vertauscht  man  in  der  Gleichung  12)  u  mit  d,  setzt  v  =  b,  bo 

lassen  sich  die  drei    ersten    Terme    auf  der   rechten    Seite   der 

Gleichung  13)  durch  einen  Logarithmen  darstellen.    Da  femer  nach 

§26: 

E(ama)  +  E{amb) — E[Bm{a  +  b)]  «= 

^^sinamasinamfr  8inam(a  +  &)) 

so  nimmt  die  Gleichung  13)  folgende  Form  an: 

14)  I2i(w,a)  +  fli(tt,ft)— Ui(w,a+&) — 

1,     1  —  Ar^sinamu8inama8inam&sinam(a  +  & — u) 
2    ^1  +Xr^sinamuBinamaBinamdsinam(a  +  &  +  2^) 

+uk^wi9ja  asinam  ^  sinam  (a  +  b). 

Diese  Gleichung  enthält  nach  Jacobi  das   Additionstheorem 

der  Parameter,  „quod  vocabimus  de  Additione  Argumenti  Para- 

metri  theorema'^   (Fund.  p.  154). 

Die  Gleichung  10)  giebt: 

jjf2E{x  +  y)   2l{(a  +  b)\      ^  nK{x-y)    2K{a-b)\  __ 

\  3t  ^  üt  )  ^\Jt^  31  ) 


+ 


^^^^Hx  +  y-a-b)    Hx-y-a  +  b)      .         .S^{a  +  b) 
2^'^^»(x  +  y  +  a  +  by»(x—y  +  a—b)^^^^^Ha  +  b) 

-(a;-,)*;g=g. 

^''^&ix  +  a)Hy  +  by        Wj^^^^ib)' 
Man  bilde  die  Differenz  dieser  Gleichungen  und  setze  rechts 

2x  =  x  +  y  +  x — yy 
2y  =  x+y—{x—y) 
es  folgt  dann: 
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15)    ijWx  +  y)  ma  +  m  I  jjJiJ^ix-y)  ma-b)-\ 

ii     ^(.x  +  y—a—b)»(x—y—a  +  b)  »(a;  +  a)*»(y  +  &)« 
2^*(x  +  y  +  «  +  »)«^(«— y  +  a— &)  «-(x— a)«*(y— ft)» 

Die  Gleichung  1)  redaeirt  sich  fllr  «  <—  c  und  y  ■■  — e  auf: 

*(z)»*(c)»— *i(z)«*i(c)»  —  d-(oyd-(z  +  c)»(x—c) 
oder  durch  »(2)i»(c)i  dividirt: 

Setzt  man  hierin  z  »»  o; — a,  c  «»  y — 6,  dann  z  »^  x  +  a, 

c  '^  y  +  by  dividirt  die  erhaltenen  Gleichungen^  so  findet  man: 

^{x  +  y—a—b)»  (x—y—a  +  b)  d'(x  +  apd'(y  +  ft)» 
»lx  +  y  +  a  +  b)»{x—y  +  a—b)d-lx—ayd'(y—li)^~ 

1 — /r^sm^am — ^ ^sm^am — ^ ^ 


1  — Ar^sm^am  — ^^ — - — ^  sm^am  — }£-!—Z 

7t  SC 

Mit  Hülfe  der  vorstehenden  Gleichung  und  der  Gleichung  2) 
Iftsst  sich  die  rechte  Seite  der  Gleichung  15)   durch  elliptische 

Functionen  ausdrucken.     Setzt  man  zur  Vereinfachung  a  und  b 

.  ^  2Ka        .   2Kb     -           IKx  My  .  ,  ^   ,. 

statt  und  ,  ferner  =  «,   — 2.  »«  t;,  so  giebt  die 

Jt  3t  Jt  Jt 

Gleichung  15  folgende  Belation  zwischen  elliptischen  Integralen: 

lö)      ni{u  +  v,a  +  b)+ni{u—Vya—b)—2ni{u,a)—2ni{vjb)  — 

i-1     1  —  k^  «in^  am  (u — a)  sin^  am  {v — b) 
2  ^1— ft2sin2am(tt  +  a)sin«am(i;  +  ft) 

— A:2(u  + 1^)8111  ama8inam&sinam(a  +  &) 

— k\u — t;)sinama8inamft9inam(a — b). 

In  dieser  Gleichung  vertausche  man  a  mit  bf  addire  die  so 

erhaltene  Gleichung  zur  Gleichung  16)  und  dividire  durch  2.'   Da 

in  Folge  der  Definition  nach  9)  17i(u,  —  a)  «-  — IIi{Uya)  ist^  so 

Bnneper,  eUSpft.  Fiinotionen.  14 
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ergiebt  sich  die  folgende  allgemeine  Relation  zwischen  elliptiseben 
Integralen  dritter  Gattung,  welche  ausdrückt,  dass  ein  derartiges 
Integral  mit  zusammengesetztem  Argument  und  zusammengesetztem 
Parameter,  sich  durch  Integrale  mit  den  einfachen  Argumenten 
und  Parametern  ausdr.ücken  lässt    Diese  Gleichung  ist: 

flt  (u  + 1;,  a  +  h)—n^  (tt,  a)— JIi  («,  &)  — A  (r,  a)  — üi  (t;,  b)  — 

\^ ,  1  — k^  sin*  am  (w — a)  8in2^(t; — 6)  1  — kHm^2im{u — ft)sin2am(t; — d) 
4    ^  1 — J^mi^9JXi{u  +a)8in2am(i;+^)  1  — Ar*sin%m(M+Z^)sin%m(t;+a) 

— **  (tt  +  v)  ßi  n  am  fl  sin  am  ft  sin  am  (a  +  h), 

%  34.    Bie  yerschiedenen  Formen  der  elliptlschen  Integrale 
dritter  Oattnng.    Literarische  Anmerkungen. 

Im  Jahre  1849  theilte  Jacöbi  der  Pariser  Aeademie  (Comptes 
Rendus  t  XXIX  p.  97)  die  vollständige  Lösung  eines  mechanischen 
Problems  mit,  betreffend  die  Drehung  eines  Körpers,  auf  welchen 
keine  äusseren  Ejräfte  wirken.  Die  Abhandlung  selbst^  welche  später 
mehrfach  als  Vorbild  bei  Anwendungen  von  elliptischen  Functionen 
auf  Probleme  der  Mechanik  gedient  hat,  findet  sich  abgedruckt  in 
Crelle's  Journal,  t  39  p.  293 — 350,  oder  auch  Jacohi:  Math.  Werke 
t  II  p.  139 — 186  unter  dem  Titel:  „Sur  la  rotation  d'un  corps''. 
Das  häufige  Auftreten  von  elliptischen  Integralen  dritter  Gattung 
veranlasste  Jacöbi  dieselben  bei  dieser  Gelegenheit  einer  genaueren 
Betrachtung  zu  unterwerfen  und  die  wesentlichsten  Formen  dieser 
Integrale  ohne  weitere  Ableitung  aufzustellen.  Es  findet  sich  hier- 
bei die  folgende  Bemerkung: 

II  parait  que  Ton  pourrait  se  passer  entiörement  d'une  notation 
particuliöre  des  integrales  elliptiques  de  la  troisiöme  espöce. 
Les  valeurs,  en  effet,  exprim^es  par  les  fontions  0,  sont  assez 
simples  pour  entrer  elles-mSmes  dans  le  calcul  et  sans  se  cacher 
sous  une  notation  laquelle  ne  saurait  mettre  en  övidence  ni 
leur  nature  logarithmique  ni  la  liaison  intime  entre  leur  argu- 
me&t  et  celui  du  paramötre  ni,  enfin,  leur  d^composition  en 
deux  parties  Tune  proportionelle  ä  leur  argument  et  Tautre 
pdriodique".    (Grelle.  J.  t.  39  p.  348.   Werke  t  H  p.  194). 
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Die  in  den  Yorste&enden  Worten  enthaltene  Verwerfung  der 
Bezeiclinung  yon  Legendre  erscheint  sehr  gerechtfertigt^  wenn  es 
sich  darum  handelt,  die  bei  Anwendungen  äusserst  lästige  Be- 
schränkung eines  Normal-Integrals  dritter  Gattung  fallen  zu  lassen. 
Auf  der  andern  Seite  sind  es  gerade  die  von  Legendre  gebrauchten 
einfachen  Methoden  und  schönen  Resultate,  welche  Abel  zu  seinen 
grossartigen  Entdeckungen  angeregt  haben. 

Die  Gleichung  3)  des  vorhergehenden  §,  nämMch: 

-,  „      sin  am  —  cos  am Jam  —  sm^am 

—  k^ 


1) 


1  — Ifl  sm2  am  —  sin^  am 

1  «^(x—a)      1  »'{x+a)     ^{a) 

2  d'{x—a)      2  »{x  +  ay   *(a) 


gilt  fElr  ein  beliebiges  x  oder  a.  Lässt  man  x  um  passende  Quan- 
titäten zunehmen,  so  kann  in  den  Ausdrücken: 

1  »\x±a) 

2  d'{x±a) 

jede  der  Functionen  d'x,  ^2,  ^^3  an  Stelle  der  Function  ^  treten. 
Man  erhält  so  drei  weitere  Gleichungen  aus  1).  Aus  jeder  dieser 
Gleichungen  und  der  Gleichung  1)  lassen  sich  durch  Aenderungen 
des  Argumentes  a  je  drei  neue  Gleichungen  ableiten.  Man  erhält 
auf  diese  Art  16  Gleichungen,  welche  zu  ebenso  yielen  Integralen 
Veranlassung  geben,  deren  Zahl  auf  20  steigt,  wenn  die  Gränzen 
der  Integrationsyariabeln  bei  vier  derselben  so  bestimmt  werden, 
dass  die  Integrale  endlich  bleiben. 

Differentiirt  man  jede  der  Gleichungen: 

*(^  +  f )  =  *3(^),  *(^  +  f  +  -j log^)  =  q-^e^^H^)^ 

in  Beziehung  auf  z  und  dividirt  die  so  erhaltene  Gleichung  durch 
die  primitive  Gleichung,  so  folgt: 


1 
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2) 


=  <+ 


Mi) 


Ebenso  findet  man: 


\ 
( 

I 


3) 


_  j^)  »'(z  +  x  +  ilogq)  _  »^(z) 

z+^         *(z)'  *(z  +  jr  +  ilog«r)  H^) 

»^(z+tlogg)  _  ^(z) 


In  der  Gleichung  1)  lasse  man  x  und  a  gleichzeitig  um  -^-1 
^^2.1og^  und  -aIoS^  zunehmen«  Mit  BUcksicht  auf  die  Glei- 
chmigen  2)  und  3)  folgt: 


4) 


/f^sin am cos  am  —  cos^ am  — 

Jl  jt  je 


IC   ) 


5) 


A  am  —  ( l  — k^  sm^am  —  sm^  am  - 

\^{x^a)      1  ^ipo—a)     »'z  ja) 
2  »(x  +  a)      2  d'(x—a)      »^la)' 

2Fa    .        2Ka  ..       ^x 
^    tang  am A  am  —  J^am  — 


3€ 


J€ 


Jt 


Jt 


1 — A^sin*  am  —  sin^  am 

Jt  Jt 

1  »^(g  +  g)      l»^(a;— g)     »",(a) 

— g)       frj^g) 


6) 


2  *(x  +  a)      2  *(a; 
2^      cotang  am 


IKa  .      ILKa 
—  Jam — 

Jt  Jt 


1  —  /r^  sm*  am  —  sm*  am 

Jt  M 


+  tj(itl. 


1  »'{x—a)      l^^jx  +  a) 

2  »(x  —  a)      2  ^(a;  +  a)"^  «■i(a) 

Die  Gleichungen  2),  4),  5)  und  6)  nach  x  zwischen  den  Grän- 
zen  0  und  x  integrirt  geben,  wenn  die  Int^ationsyariabele  durch 
z  bezeichnet  wird: 
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»«Bin  am —  coiiam  —  Jam —  am' am  — 

7)    -r*'  /  ;  ~T-  ,      2^^~T,       2Ki  ^' 

1  — A:*sm>am —  nn^am 


1  ,     *(«  4-  a)  ,     Ma) 


^Ka     ^       2*0      ,       Wz 
'i.K      /**      ■">*"* CO*  *™  —  co8*am  — 

8)    -3^*'  /     2ä^7 2^ 2^*** 

«/o      ^am  —  (1 — Ar^Bin^am — ein'am — ') 

X    \  X  X  ) 

1 ,     »{x-\-€^       *'»(«) 


-      /«xtangam /lam-^J'am  — 

Q\       ^^^  *  XX  ^    A 

'Hl    ~     TTTy     2ira  .  ,     2j^** 

•A»       1  — **8m'am  —  sm'  am  — 

5»  Jf 


1 ,     *(»  +  a)       ^Va) 


2jro  .     iira 

cotangam  —  Jam  — 
sin^ain  —  sin*  am  — 


2K  P^      ^**^^ 


1,     dix±d)^    »"xia) 


X 

Dnrch  Aenderang  von  a  van  -^  geben  die  Gleichungen  7) 
10)  zu  den  folgenden  Integralen  Veranlassung: 


cos  am  —  smam  —  sm^am  — 
H)    :^,,*.,,     f ^_ £_,, 

COS*  am 


zPam?^fl-^*^"  ^\^  sin*am  ?^) 


^l*am 
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n„       /*«       Binam  —  cosam  —  oos^am  — 

")  "*7 — r^i^ — '—  " 

-''      ,       VCaf,     „"^  *'°  IT  .  ,       2A-«\ 
A am  —  ( 1 — Ar* jrjr  sm^arn  — ) 


2JKi  „       2JKr 
„^  y^  eo8 am -— -  J* am -— 

13)    H/    . .. 

smam Jam — ( 1 — Ar* stt  Biii*am  —  ) 

^  /Pam  —  ' 

X 


r 


aC«— a)         *(o) 

smam 

1 4^  -  Ä^  # ' 2^- dz 

cosam  —  J  am ( 1 — k^ ^rr  ßm^am  —  1 


4)f*y 


In  der  Gleichung  6)  lasse  man  x  um  -^  log  ^zunehmen.  Dann 


folgt: 


15) 


^  „  cotangam A  am  —  sm*  am 


7t 


sm*  am sm*  am  — 


1  »t^(a;— g)      1  »^'{x  +  d)     &/{d) 

2  »i(x—a)      2  «-iC^c  +  a)"*"  *,(«) 

Fttr  den  Fall  dass  x>ay  ist: 

«^i{x—a)        dlogd-xix—ä) 

^1  (^ fl)  ^ 

Hat  man  dagegen  a<a;,  so  ist: 

d'\{x—a)  9-\{a—x)        dlog»i(a— x) 

d'xix — a)  *i(a — x)  *^  *r 
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Integrirt  mua  in  der  Gleichung  15)  nach  x,  so  seien  die  Grän- 

zen  0  und  x^  wenn  x<aj  dagegen  x  und  y,   wenn  x>a.     Man 

gelangt  zu  ähnlichen  Gleichungen  wie  die  Gleichung  15),  wenn 

man  in  jeder  der  Gleichungen  5),  4)  und  1)  x  um  -^ logg  zunehmen 

Iftflst.  Integrirt  man  in  diesen  Gleichungen  unter  denselben  Be- 
dingungen wie  in  der  Gleichung  15),  so  ergeben  sich  die  folgenden 
acht  Integrale: 


orr   /»iccotang am  —  Jam  —  sin^am  — 

16)    -  /      -       — ---^^i .  ^       2KZ        ^' 

sm^am sm^  am  — - 


2X  P' 


2*®*^*i(a— x)  TJ^ 

-^   /«xtangam — Jam —  cos^am  — 

">    ■j/      .  ,      2Äa 2Kz       ^^ 

t/o  sm^am sin*  am  — 

n  7t 

1|     »i(a+a;)         »">(a) 

2A:a  2ü^a.,      2JKr 

o  tr   /»«       Sin  am —  cos  am  —  J^am  — 

^^^     n   I        .       %Ka(  .  ,        2Äa        .  ,       2JKrV* 
*/o      J  am ( sm*  am  — —  —  sin*  am ) 

3t    \  üt  3t  J 

2  *<'»*, (a;_a:)      "^  ^3(0) 


2Ka  ^Ka  .      2Ka 

ix  sm  am  —  cos  am  —  Jam  — 

sin*am  — ■  —  sm*am  — 

3t  3t 

1,     »i(a  +  a?)         *'(a) 
Fttr  .r  >  a  erhftlt  man : 
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A r,    /^ cotang  am  — Jam  —  sin^am  — 

Bin^am sm^am  — 


n 
2K  /^ 


1,     »1  {x  +  g)  ,  /*        \9^i{a) 


_„    /«ö-tangam  —  Jam — coB^am  — 
,.     2K  /  ^       "         Jt jr X 

''^'    T I              ~       Wz       r:       2Ki       ^  "" 
•/,  Bin*  am em*  am  — 

X  X 

«  2i'a  IKa  _       2Äi 

_„   y^     sinam — cosam — ^am — 

^^    T I     ~       2Ka[  .  .       2B       ~       2£d\^' 
t/jr     Jam  —  (sin' am sin*  am — I 

X   \  X  X  ) 

«  .        2Ka  2Ka  .      2Ka 

»„  /»Tsinam — cosam — 4am^— 

Bin^am sin^am  — 


1,     *t(«  +  a)  ,  /*        \*'(o) 


1 


Aus  den  Oleichungen  16) — 19)  leitet  man  endUch  die  folgen- 
den  ab,  wenn  a  mit  -»-  +  0  vertausclit  wird: 


2Ka  .  ,  2Xz 
,,,  2jr*^  /-  Binam  — sm»am  — 
24)    -_# ^ dz 

^0  rt„  rtr,  .coB^am 


cosam Jam  —  ( srr — sm^am ) 


J^am 


1,    »,(a  +  «)     ^»-»(g) 
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-  „    /»x                     C08  am  —  cos'  am  — 
25)    -# ^ fy 

^'       .         tKa^      IKar  ""  ~^       .,       2iPA 
Bin  am  —  Jam  — ( jr—  —  sin^am ) 


J^am 


2i:a            21^0  „       2irj; 
-       y.»       smam — cosam J^am — - 

2&)     ^#/ ^ ^^— rfz 

,co8>  am 


2^  /^^ 


J  am  —  ( TTTT  —  »m^am  — ) 


J^am 

■2'*''^*,(a-a:)  +  *¥^ 

2£a  2jra 

nz;7>«    x-*  Binam  —  oosam  — 

«)   ^  / f-vöT^ '' 

m^am 


^/ 


J2am 


-w^^^^m 


Die  im  Vorstehenden  aufgestellten  Gleichungen  umfassen  alle 
Fälle,  welche  bei  Parametern  mit  reellem  Argument  vorkommen. 
Die  entsprechenden  Integrale,  deren  Parameter  imaginäre  Argu- 
mente haben,  lassen  sich  unmittelbar  aus  den  vorhergehenden  durch 
Vertauschung  von  a  mit  ai  herleiten.  Da  die  Aufstellung  von  16 
neuen  Oleichungen  etwas  weitläufig  ist,  so  sollen  nur  vier  derselben 
angemerkt  werden,  aus  welchen  sich  mittelst  der  folgenden  Glei- 
chungen die  ttbrigen  ohne  Schwierigkeit  ergeben. 

Die  Gleichungen: 

-i)-^  =  i//rsinam  — ,    ;ff-f  =    /  --  cos  am  — , 

^  .  V         J  am  — 
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geben  durch  Differentiation  in  Beziehung  auf  a: 


tLä  f  \     rtrrCosam Jam — • 


»M 


jt 


sin  am 


2Ka 


1^4  i  \     o  r^w^am  —  Jam  — 
^\\a)     2ir  % jr_ 

^  ^  Gosam  — 

2ICa  IKa 

IL/  /  \     orri«"^^*"^  —  COS  am  — 

^^  ^  Jam  — 


Man  setze  ai  statt  o,  dividire  auf  beiden  Seiten  durch  t  und 
führe  zur  Vereinfachung  die  Bezeichnung: 


28) 


am 


{"f-  *-)  - 


ß 


ein.    Es  ist  dann: 


f  1  »\at) 
i  *(ai) 


29)    . 


1  »^  {ai)    .    2ä^_^KM1 
i  ^i(ai)  "*"    JT  sin^cos/J 

1  »'i{ai)        2KwnßJ(ßJc^ 
i  ^2(at)         X         coBjS 

1  »"3  (gl)        2jra^        sinj? 

i  d'^iai)  '^     üt    eoBß  J{ß,k^' 


In  den  Gleichungen  7),  11),  16)  und  24)  vertausche  man  a  mit 

ai  und  fbhre  den  Winkel  ß  mittelst  der  Gleichung  28)  ein.    Femer 

2Kz 
setze  man  in  den  Integralen  —  »=  w.     Hierdurch  ergeben  sich 

die  folgenden  vier  Integrale,  wenn  auf  beiden  Seiten  durch  1  divi- 
dirt  wird: 

2Kx 


30) 


/• 


Ä^sin/J  J(ft  ;t')sin*amii; 


cos«i9  (1  +  Ar«  tang^iS  sin*  am  w) 
2i  '"^^ai—xy    i  »{ai) 


dw 
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^..       P^         A:'*'*  sinß  coß/Jsin^amip 

31)     I        7 i^ ^  dw  — 


^(^' *')(*- 3^  ""*'«"«') 


32%      f  "        eo»ßJ(ß,k^»ia'^hmn>  ^ 

■'     /         8iii*^(i +  cot*am|3  sin'am»)       '"' 

2i^  ^i(ai—x)       i  *i(ot) 
ilCx 

„«V       /*  "  sin/}  eo8^  J(|9,  Ä^^i'^**™"' j 

t/o 


Die  Factoren  von  -r  auf  den  rechten  Seiten  dieser  Gleichun- 

gen  lassen  sich  mittelst  der  Gleichungen  29)  transformiren.    Bringt 

2Kx 
man  jeden  Term  —  Uj  yto  U  von  ß  abhängt,  auf  die  Form : 

iKx 


t/ft 


Hdiw^ 


vereinigt  das  Integral  mit  dem  links  stehenden  durch  Addition  oder 
Subtraction,  so  ergeben  sich  die  Qbrigen  zwölf  elliptischen  Inte- 
grale dritter  Gattung  mit  imaginären  Parametern. 

Die  20  Integrale  der  Gleichungen  7)  — 10),  11)  — 14),  16)  — 19), 
20)  —  23)  und  24)  —  27)  lassen  sich  je  zwei  durch  Addition  oder 
Subtraction  vereinigen.  Die  rechten  Seiten  der  so  erhaltenen  Glei- 
chungen lassen  sich  unmittelbar  durch  elliptische  Functionen  aus- 
drücken, hierdurch  kann  mau  eine  Menge  von  Beductionsformeln 
herstellen,  welche  die  von  Legmidre  angestellten  Untersuchungen 
ttber  den  Parameter  (§  28)  umfassen.  Zu  analogen  Resultaten 
geben  die  Gleichungen  30) — 33)  Veranlassung. 

Die  Logarithmen  der  Theta -Functionen  auf  den  rechten  Seiten 
der  Gleichung^  20) — 33)  hat  Jacobi  in  Reihen  entwickelt  In 
Folge  der  Bemerkung  am  Schlüsse  der  Note  IV  ist  allgemein; 
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OD  OD 


H^)  =  II  (^  —^)rii>  —q^^e^'^{\  —g^-'e-^. 
1  1 

Vertauscht  man  z  mit  x  +  ai  und  x — (Uj  wo  a  positiv  ist,  so 
folgt  durch  Division: 

»{x  +  gp  ^    j^  l—g^-^er^e^   1  —g^r^^^e-^ 

oder: 

34)    er^  =  (f^ 
gesetzt: 

»(x  +  ai)  ^    jj  i—q^'-i'hh^   i_^-i~>g^to« 
Wendet  man  hierauf: 

an,  80  folgt: 

Aus  der  Gleichung  34)  folgt  2a  =  —  J^log^  =  ^^t?»  ftl^ 

36)    ?^  =  JA". 

Die  Gleichung  28)  wird  hierdurch: 

am  (Jir»,  *0  ==  i*- 
Nimmt  man  nun  ^K-k^  so  ist  hW <K'  d.i.  fr<l.    In  den 

Gleichungen  34),  35)  und  36)  kann  immer  ft  <  1  angenommen  wer- 
den. Es  ist  dann  in  allen  Tennen  auf  der  rechten  Seite  der  Glei- 
chung 35)  der  Exponent  der  verschiedenen  Potenzen  von  q  positiv, 
da  die  Exponenten  zunehmen,  so  nehmen  die  Terme  unbegrftnzt 
ab.  Die  Seihe  enthält  abwechselnd  positive  und  negative  Terma 
Wird  die  Reihe  mit  einem  positiven  Terme  abgebrochen,  so  ist  das 
Resultat  zu  gross,  dagegen  zu  klein,  wenn  man  bei  einem  negativen 
Term  stehn  bleibt  Die  rechte  Seite  der  Gleichung  35)  liegt  also 
zwischen  den  Gränzen: 
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.           fl^-*  sin  2x 
arc  tang .       .  . 0"  ? 

c^-^sijx2x              ^          flri+*8m2a: 
arc  tang  .  ^    ,  > ^ »rc  tang ,  ^    ,^ 5-  = 

(^1-6— ^1+6)  Bin  2a: 
arc  tang  ^  _^^,^  ^  ^,^^  ^^^^^  ^  ^^ . 

Die  Maxima  dieser  Tenne  finden  für  cos  2a;  «^^  0  statt. 

Statt  der  obigen  Reihenentwickelung  lässt  sich  die  Gleichung 
30)  auch  auf  folgende  Art  behandeln.    Man  setze: 

2ICx 

^i\      f  ""      Ar^8ingJ(ftA0sin^amn; 

^^     I         C083i9(i+;t2tang2/j  sin^amit;)  ^  ""  ^' 

wodurch  die  Gleichung  30)  ttbergeht  in: 

Setzt  man  weiter: 

»Xai)  ^  1  dlog»(fli)  ^  m 
difli)         i        da  i  ' 

so  ist  in  Folge  von  §  18  m  eine  reelle  Quantitl^t    Die  Gleichung 

38)  wird  dann  einfacher  mit  i  multiplicirt: 

oder :  

'»)  «^  -  i/iüi- 

Vertauscht  man  t  mit  — t,  so  folgt: 

iMai  +  x) 
"  V  d{(ü—x) ' 

Aus  dieser  Gleichung  und  der  Gleichung  39)  leitet  man  un- 
mittelbar die  beiden  folgenden  ab: 

/g(H^x  +  e-<H^x  .    .       V        d-(ai—x)  +  ^od  +  x) 

^  2l/^ai — x)d\ai+x) 

— =  Bm(y  +  mx)  =     ^j        ^    ,    ,         ;- 

Diese   Gleichungen   gestatten   oosy   und  siny   mittelst    sehr 
conveigenter  Reihen  darzustellen.    Die  in  dem  Nenner  auf  der 


^-<r+«*)< 


40) 
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rechten  Seite  vorkommende  Quantität  d^(ai — x)d'(ai  +  x)  = 
d{x  —  cU)  d-(x  +  af)  lässt  sich  mittelst  der  Gleichungen  des  §  18 
als  reelle  Grösse  darstellen.    Nimmt  man  z.  B.  in : 

H^y»{x  +  y)^(x—y)  =  H^yHyy—Hxy.%{yy  = 

y  =  ai,  60  folgt: 

9ix+m)  ^(aj — at)  =  (    ^  j[ ,  >  ^  I     1 — Ar*  sin*  am sin' am 

-  \rm)  LH-*'8m«am— taiig*am(^— ,*'jj. 

Andere  Formen  f&r  das  links  stehende  Product  leitet  man  auf 
dem  angegebenen  Wege  ohne  Schwierigkeit  mit  Hülfe  der  Glei- 
chungen des  §  18  ab. 

Zur  YervoUständigung  des  Vorstehenden  seien  noch  folgende 
literarische  Anmerkungen  beigefligt 

Die  ersten  Bemerkungen  Jacobfs  vor  Erscheinen  der  ^Funda- 
menta**  über  die  elliptischen  Integrale  dritter  Gattung  sind  enthal- 
ten in  „Suite  des  notices  sur  les  fonctions  elliptiques^  (Grelle  J. 
t3.  p.  303  u.  403,  t4.  p.l89). 

Eine  besondere  Bemerkung  von  Abel:  „Th Porome  g^nöral  sur 
la  transformation  des  fonctions  elliptiques  de  la  seconde  et  de  la 
troisiäme  espöce"  ist  enthalten  in  Grelle  Journal,  t.  3.  p.  402.  peurres. 
t.l.  p.417. 

In  Verbindung  mit  allgemeinern  Untersuchungen  sind  die  hier- 
hin gehörigen  Integrale  von  Abel  in  dem  „Pr6cis  d'une  thöorie  des 
fonctions  eUiptiques*'  behandelt  auf  p.  245 — 277  im  IV.  Bande  des 
Journals  von  Grelle.    (Oeuvres,  tl.  p.335 — 350.) 

Die  beiden  folgenden  Aufsätze  von  Abel  verdienen  besonders 
erwähnt  zu  werden,  weil  dieselben  Theoreme  enthalten,  welche,  die 
engen  Schranken  der  elliptischen  Integrale  von  Legendre  durch- 
brechend, eine  grossartige  Theorie  geschaffen  haben,  mit  welcher 
der  Name  Abel  unzertrennlich  verbunden  ist. 

Remarques  sur  quelques  propriöt^s  gön^rales  d'une  certaine 
Sorte  de  fonctions  transcendantes.  (Grelle.  J.  t.  3.  p.  313 — 323, 
Ov.  1 1  p.  288—298.) 


22d 

Demonstration  d'une  propri^td  g6n6rale  d'une  certaine  classe 
de  fonctions  transcendantes  (Grelle  J.  t  4  p.  200  —  201,  Ov.  1. 1. 
p.  324--325). 

In  der  „Theorie  des  Fonctions  elliptiques"  Deuxidme  Supple- 
ment p.  128 — 159,  TroisiÄme  supplöment  p.  199 — 201,  hed  Legendre 
die  elliptischen  Integrale  dritter  Gattung  in  Form  von  Reihen  auf- 
gestellt, wie  dieses  in  §  32  geschehn.  Auf  p.  149  der  ersten  Ab- 
handlung wird  eine  neue  Function,  definirt  durch  die  Gleichung: 


»-**)-  '-m^, 


-r 


0 

aufgestellt  Diese  Bezeichnung,  ziemlich  unbequem  und  nicht  grade 
erforderlich,  scheint  später  total  in  Vergessenheit  gerathen  zu  sein« 
Ueber  die  numerische  Berechnung  vergleiche  man  Somoff: 
„Methode  du  calcul  des  fonctions  elliptiques^  (Grelle  Joum.  t.  47 
p.  269 — 289).  In  den  „Philosophical  Transactions.  For  the  year 
MDGGGLII«  (London  1852  p.  311  — 417)  und  ,PhiL  Tr.  For  the 
year  MDGGGLIV "  (London  1854  p,  53)  hat  Booth  in  einer  sehr 
ausgedehnten  Abhandlung  betitelt:  „Researches  on  the  geometrical 
proporties  of  elliptic  Integrals''  versucht,  namentlich  durch  Unter- 
suchung sphärischer  Kegelschnitte,  die  von  Legendre  gefundenen 
Resultate  geometrisch  herzuleiten.  Der  grosse  aufgewandte  Apparat 
von  geometrischer  Deduction  und  Rechnung  lässt  sich  mit  dem  er- 
haltenen Erfolg  nicht  gut  in  Einklang  bringen. 

Bei  den  vielfachen  Anwendungen  der  elliptischen  Functionen 
auf  Probleme  der  Mechanik  treten  häufig  elliptische  Integrale  dritter 
Gattung  in  den  Vordergrund.  Aus  den  hierhin  gehörigen  Arbeiten 
mögen  nur  die  folgenden  älteren  hervorgehoben  werden,  unter  denen 
namentlich  die  erste  den  Integralen  einige  Aufinerksamkeit  zuge- 
wandt hat 

Tissoi:     These   de   Mecanique.    Journal   de   Mathem.   t.  XVII. 

p.  88— 116.    Annee  1852. 
Dumas:   Ueber  die  Bewegung  des  Raumpendels  mit  Rücksicht 
auf  die  Rotation  der  Erde.    Grelle  Joum.  1 50.  p.  52— 
78,  126—186. 
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Lotiner :  Beduction  der  Bewegung  eines  schweren,  um  einen  festen 

Punct  rotirenden  Revolutionskörpers  auf  die  elliptischen 

Transcendenten.    Grelle  J.  t.  50.  p.  111 — 125. 

Eine  sehr  schöne  Anwendung  der  elliptischen  Integrale  dritter 

Gattung  auf  dreifach  periodische  Functionen  enthält  die  schon 

früher  citirte  Preisschrift  von  JRosenham:  Ulirn.  sur  les  fonct  de 

deux  variables  et  ä  quatre  p^riodes.    (H^m.  präsent  p.  dir.  savans 

k  TAc.    Paris  1851.    t  XI.  p.  376).    Es  handelt  sich  hierbei  darum, 

aus  den  Oleichungen: 

^  _      /^>  ia  +  ßx)dx 

""  J     (\  —  i^x)\/x{i—x){l—k^x) 

{a  +  ßx)dx 


V 


J     (1  —  X^x)  ]/x{\  —x){\—  Jflx) ' 

/« {a''\-ß'x)dx 
(\-X^x)\/x{\-x){\- 


{af+ß'x)dx      


{\  —  Xkc)  l/«  (1  —  «)  (1  —  kh>) 

0 

Xi  und  x^  als  Functionen  ron  u  und  v  zu  bestimmen.  Diese  Glei- 
chungen lassen  sich  durch  Combinationen  etwas  transformiren,  so 
dass  die  linken  Seiten  gu  +  äv,  g^u  +  hfv  werden,  wo  ^,  h,  ^,  hf 
Constanten  sind.    Setzt  man  einfacher  flir  den  Modul  Ar: 

,/-         .   ^    2Kz   ^/-         .         2Kus    ./-         ,         IKu^ 
yx  —  smam  — ,  yx^  =  smam •,  yx^  —  smam  — -=, 

jr  jf  yc 

u  —  ?^,  2«  —  1,  2^  =  — jli,  A»  —  *»Bin*am  — , 


2a'  = 


1K  ^{ay 


^ß  ■=  s^tM*  »iii  ana hAr^sinam  —  cos  am — Jam  — 

2IC  *(a)  JC  3t  X  3€ 

so  gehn  die  obigen  Gleichungen  nach  §  33  aber  in: 

41)    u'  —  «1  +ttj, 

42)    2t;^log^^^~^)^^^~^)> 
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Zieht  man  die  Gleichung  7)  des  §  33  zu  Hülfe  fttr  o;  =  ^^l 


und  X  =  u^f  ^  erhält  man  eine  Gleichung  zwischen  sin  am 


:»: 


und  Bin  am — -^y  d.h.  nach  41)  und  42)  eine  Gleichung  zwischen 

diesen  Quantitäten  und  tify  v  und  a.    In  Verbindung  mit  der  Glei- 
chung uf  =  Ui+^y  ^ör 

smam •«  smamu  =  smam — ^-^ — -^ 

erhält  man  auf  diese  Art  zwei  Gleichungen  zur  Bestimmung  Ton 


— ^  s=  yxiy  smam  — -=  —  yxi 


smam 

in  Function  von  Uy  v  und  a. 

£s  ist  dieses  eine  Andeutung  wie  Rosenham  das  Problem  b^ 
handelt  hat^  eine  Andeutung,  deren  vollständige  Ausführung  zu  weit 
fiihren  würde.  Setzt  man  \fxxy  |/x2  als  Functionen  der  beiden  Ya- 
riabeln  u  und  v  ein,  so  findet  Rosenhaifiy  dass  diese  Quantitäten 
ungeändert  bleiben,  bei  gleichzeitigen  Zunahmen  von  u  und  t^,  so  dass 
wenn  u  um  2^^  zunimmt,    t;  um    0    zunimmt, 

u         2iK'  V         — 

»       «      n        0  „         ,     t;     „      t^  „         . 

Diese  besondere  Art  von  dreifach  periodischen  Functionen  mit 
zwei  Yariabeln,  basirt  auf  elliptische  Integrale  dritter  Gattung, 
dient  nur  als  eine  Art  Einleitung  zu  dem  eigentlichen  €tegenstand 
der  oben  bemerkten  ausgezeichneten  Abhandlung. 


Neunter  Abschnitt 


$  35.    Die  Transformation  der  elliptiseheii  Fimetioiien. 
Erste  üntersachimgen  von  Jaeobi^  betreffend  algebraische 

Prlnelplen. 

Am  Ende  des  ersten  Abschnitts  ist  ein  Theorem  der  „Funda- 
mental' angeführt,  mit  dessen  Hülfe  sich  ein  elliptisches  Differential 

Bnne^«rr  tH^U  Fnnoüonen.  16 


216 

auf  beliebig;  viele  Arten  in  einen  ähnliehen  Ausdruck  transformiren 
lässt  Die  Vergleichung  derartiger  Differentiale  kommt  auf  die 
Vergleichung  elliptischer  Functionen  heraus^  welche  sich  sowohl 
dnrch  ihre  Argumente,  wie  durch  die  Moduli  unterscheiden. 
Namenäich  der  letztere  Umstand  hat  Veranlassung  zu  einer  Reihe 
von  Untersuchungen  gegeben,  welche  man  unter  den  Nasaen  die 
Trayisformation  der  elliptischen  Functionen  zusamniengefasst  hat. 
Die  ungemeine  Ausdehnung,  welche  diese  ziemlich  schwierige  und 
verwickelte  Th6<nie  allmählich  gewonnen  hat,  gestattet  an  diesem 
Orte  nur  eine  Hervorhebung  und  Deduction  der  wesentlichsten  Resul- 
tate, soweit  dieselben  bei  einer  einiger  Haassen  vollständigen 
Darstellung  in  Betracht  kommen. 

Die  Basis  der  Untersuchungen  über  Transformation  ist  ur- 
sprünglich eine  algebraische  und  findet  ihren  Ausdruck  in  dem 
folgenden  Problem,  welches  Jacobi  au  die  Spitze  seiner  „Fundamenta'' 
gesetzt  hat: 

„QuaerMur  Functio  rationalis  y  elementi  x  ejusmodi,  ut  sit: 

dy  ^  dx  „, 

Hierzu  bemerkt  Jacobi  „Quod  Problema  et  Multiplicationem 
videmus  amplecti  et  Transformationem.*" 

Zui*  Vereinfachung  des  Folgenden  setze  man: 

1)      r  =  A'  +  B'y+Cy^  +  iyy^-^E'y^  = 
A%\-a^y){\-ß'y){\-ry){\-6'y), 

wo  «',  ß',  y'  und  rf'  beliebige  Quantitäten  sind.  Durch  U  und  V 
bezeichne  man  die  folgenden  Polynome  von  Xj  welche  prim  zu 
einander  sind: 

U  =  «0  +  «1  ^'  +  «2^'^  +  •  •  •  +  ör  a**" , 
Es  iirt;  dann: 

{{r—S  +  \)arbt-\  +  (r— ^  —  l)a,Ä>r-i]a'H-«-2  + ...  +  «i  io— «o  ^i- 
Die  rechte  Seite  ist  höchstens  vom  Grade  r  +  s — 1^  wenn  r 


S2T 

und  s  von  einander  verBcfaieden,  ftlr  r  <»  «  hiUslMtens  vom  Gfide 
r  +  s  —  2. 

In  dem  Ausdrucke  : 

^      u 

setze  man  W=^  -p.    Nach  1)  ist  dann: 

l/jp      i/^'(r— a'i^)(r— /3'£r)(r— y'i7)(r— d'to 

Das  Polynom  unter  dem  Wurzelzdcben  auf  der  rechten  Seite 
der  Yorstehenden  Gleichung  unterwerfe  man  der  Bedingung,  gleidh 
dem  Product  eines  Polynoms  yom  vierten  Orade  von  x  in  das 
Quadrat  eines  Polynoms  derselben  Variabeln  zu  sein.    Mw  setze: 

4)     A'{V—a'U)(y—ß'U)(V—fU){V—d'U)  — 

Die  Gleidiimg  3)  nimmt  dann  folgende  Form  an. 
5)      iL  =  1  ^ 

wo: 

dU        dV 

a\      _i          dx        dx 
'       M        f • 

Da  in  Folge  der  Annahme  ü  und  V  keinen  gememschaftlichen 
Factor  haben,  so  ist  dieses  auch  nieht  der  Fall  mit  je  zweien  der 
Binome  V—afü,  V—ß'ü,  V—fU^  V—d'Ü.  Jenaehdem  r^s,  ist 
das  Product  dieser  vier  Binome  v<Hn  Grade  4r  oder  As.  Sei  zuerst 
r  ^s.  Nach  4)  ist  dann  T^  vom  Grade  4r — 4^  also  T  vom  Grade 
2r — 2.    Es  ist  nun  idratiseh: 

^  ^dx  dx  dx        dx 

Setzt  man  hierin  successive  e  ^  o^,  ß\  f^  i\  so  folgt,  dass 
jeder  quadsratisehe  Factor  eines  der  Binome  V-^afü^  V-^^U 
y—y'V^  r^d'U  in  der  ersten  Potenz  in 

^       dx         dx 

15* 
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vorkommt^  mithin  auch  die  GeBammtheit  T  dieser  Faetoren,  es  ist 
also: 

dx         dx 
T 

eine  ganze  Function  von  x.    Nun  ist  der  Zähler  dieses  Ausdrucks 

höchstens  vom  Grade  r  +  s —  1.    Für  r^s  ist  7  vom  Grade  2r  —  2. 

Hieraus  folgt:    r  +  s  —  1^2r — 2  d.i.  s^r — 1.     Da  nun  auch 

r  ^  *,  so  ergeben  sich  die  beiden  Fälle  s  =  r  —  1  und  ^  =  r. 

Nimmt  man  s^r^  so  ist  T  vom  Grade  2«  —  2.  Man  hat  dann 
r  +  s  — 1^2* — 2,  d.  i.  r^s — 1,  v^oraus  in  Verbindung  mit  s^r 
die  beiden  Fälle  r  =  *  —  1  und  r  =  s  folgen. 

Diese  sämmtlichen  drei  Fälle  sind  in  dem  Falle  r  =  ^  »»  m 
enthalten,  wenn  man  setzt: 

^      ^^  h+b^x  +  hx^+...  +  bm:)if'' 

wo  auch  eine  der  Quantitäten  bm  oder  Om  verschwinden  kann. 
Es  ist  dann  der  Ausdruck  in  7)  vom  Grade  2m  —  2,  es  ist  femer 
T  vom  Grade  2in  —  2,  da  nun  in  6)  auf  der  rechten  Seite  der 
Zähler  alle  Factoren  des  Nenners  enthält,  da  femer  beide  Poly. 
nome  von  demselben  Grade  sind,  so  ist  die  rechte  Seite  von  6) 
constant,  mithin  auch  M.  Die  Gleichung  7)  kommt,  abgesehen 
von  dem  constanten  Factor  üf,  auf  die  Gleichung  des  Problems  zu- 
rück. Die  gegebene  Differentialgleichung  ist  also  mittelst  der 
Gleichung  8)  integrabeL 

Dividirt  man  in  8)  durch  eine  der  Constanten  Oq,  .  •  o«»,  2^0?  •  •  bmt 
welche  nicht  verschwindet,  Zähler  uud  Nenner,  so  enthält  der 
Ausdruck  fttr  y  rechts  2m  + 1  Constanten.  Da  in  I^  unter  den 
Am — 4  Factoren  %n — 2  gleiche  vorkommen,  so  erhält  man  eine 
gleiche  Anzahl  von  Bedingungen  zwischen  den.  bemerkten  Con- 
stanten. Hieraus  folgt  unter  den  2m +  1  Constanten,  enthalten  in 
dem  Werthe  von  y,  bleiben  1m+\  — (2m — 2)  =  3  arbiträr.  Diese 
drei  Constanten  lassen  sich  verwenden,  um  die  rechte  Seite  der 
Gleichung  5)  auf  die  Normalform  der  elliptischen  Differentiale  von 
Legendre  zu  bringen. 
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Die  in  der  Gleichung  8)  enthaltene  Substitution  nennt  Jacobi 
der  m*^"  Ordnung,  oder  einfach  zur  Zahl  m  gehörig. 

Man  kann  in  der  Gleichung  5),  ohne  Beeinträchtigung^  fttr 
beide  Seiten  die  Normalformen  annehmen  und  gelangt  dann  zu 
der  folgenden  Differentialgleichung,  deren  Untersuchung  die  Trans- 
formation der  elliptischen  Functionen  involvirt: 

^         1/(1— y2)(l— /2y2)  ~  ilf|/(l_a;i)(l— A2x»)* 

In  der  Yorstehenden  Gleichung  sind  k  und  /  positive,  ächte 
Brüche,  M  ist  eine  Gonstante. 

Es  soll  angenommen  werden,  dass  y  mit  x  verschwindet.  Da 
nach  9)  y  sein  Zeichen  ändert,  wenn  o:  in  — x  Übergeht,  so  muss 
in  der  Gleichung  8)  der  Zähler  nur  ungrade,  der  Nenner  nur  grade 
Potenzen  von  x  enthalten.  Es  bieten  sich  also  hier  zwei  Fälle 
dar,  entweder  der  Grad  des  Nenners  ist  imi  eine  Einheit  höher 
wie  der  des  Zählers  oder  umgekehrt.  Ist  also  m  grade,  so  muss 
in  8)  Om  =  0  sein,  dagegen  für  ein  ungrades  m  ist  bm  =»  0.  Diesen 
beiden  Fällen  entsprechend  unterscheidet  Jacobi  (F.  p.  18  u.  19) 
Substitutionen  grader  und  ungrader  Ordnung. 

Die  Substitutionen  grader  Ordnung  sind  in  folgender  Gleichung 

enthalten : 

...v        ^  x{a  +  aiX^  +  a2X^  +  ...  +  Om^i a:^"^')         U 
^    ^  i+b^x^  +  hiX^-h...  +  bfnX^        "*  V 

Es  sind  die  Binome  V+Uy  V—ü,  V+W,  V—W  sämmtlich  vom 
Grade  2»i,  von  den  Factoren  l  +  o;,  1 — jj,l+to,l  —  kx  muss 
eins  der  Binome  je  zwei  enthalten.  Es  seien  Aj  Bj  C,  ß  Polynome 
von  X.  Man  kann  nicht  setzen  V+U  =  (l+a:)(l — x)A^  «= 
(1 — x^)A\  Durch  Aenderung  von  a:  in  — x  möge  ^  in  ^  und 
C  in  J>  übergehen.  Durch  dieselbe  Aenderung  geht  nach  10)  U  in 
—ü  über.  Die  Annahme  V+U  ^  (1— a;^)^^  fuhrt  durch  Ver- 
tauschung  von  x  mit  — x  auf  V — U  =  (1 — x^)B^y  d.  h,  V+U 
und  V — Uy  mithin  auch  V  und  U,  haben  den  gemeinschaftlichen 
Factor  1  —  x'^y  was  gegen  die  Voraussetzung  ist.  Enthält  also 
V+U  zwei  der  Factoren  \+x,  1  — Xy\  +  kXy\  —  kxy  so  kann  dieses 
nur  das  Product  von  l±x  in  \±kx  sein.    Man  kann  also  seteen 


^^ 
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11)    V+U^  i\  +  x)(l'\'kx)A\    F— P—  (1— äjXI— *^)^, 

12)     V+lU=(ß,    V—W^D\ 
Die  Qleiohang  für  V — ü  ergiebt  sich  aus  V+U  durch  Ver- 
tansehmig   von  x  mit   — x.     Dann  mflBsen  nothwendig   V-^lUy 
V-^W  ToUstftndige  Quadrate  sein. 

Nimmt  man  k  als  gegeben  an,  so  ist  naeh  11)  r+i7  durch 
\+x  und  \+kx  theilbar,  zwischen  den  2m  Oonstanten  at,a2...am, 

fti . . .  6m  der  Gleichung  8)  ergeben  sieh  zwei  Relationen.    Da  femer 

V+U 
nach  11)  i         \(\  A.  h^\  ^**  Quadrat  eines  Polynoms  vom  Grade 

m — 1  i^ty  so  erhält  man  m — 1  Relationen  zwischen  diesen  Con- 
stanten. Die  Gleichung  F+  /(/  =  C^  giebt  m  weitere  Relationen, 
so  dass  man  im  Ganzen  2+m — \  +  m  »=  2m +1  Gleichungen 
zur  Bestimmung  der  Quantität  /  und  der  2m  Constanten  der  Sub- 
stitution 8)  erhält,  wodurch  also  die  bemerkte  Substitution  vollstän- 
dig bestimmt  ist 

Die  Substitutionen  ungrader  Ordnung  sind  in  der  Gleichung 
enthalten : 

^y    y—      \+bxx\+h^oi^  +  ...  +  hn,x^    "    F' 
Da  in  diesem  Falle  die  Binome  F+  J7,  F— J7,  F+  W,  V—W 
sämmtlich  vom  Grade   2m -f- 1   sind,  da  femer  i^  in  — U  durch 
Vertauschnng  von  x  mit  —  x  übergeht,  so  kann  man  in  diesem  Falle 
setzen: 

14)  F-l-J^—  (1+a;)^,    F— J^  —  (1  — x)^, 

15)  F-f-  W  ^  {\  +  kx)  C^,  V—W  —  {\—kx)Ifl. 

Es  sind  A^B^  C  und  D  Polynome  vom  Grade  m.  Nimmt  man 
wieder  k  als  gegeben  an,  so  erhält  man  zur  Bestimmung  der  2m  + 1 
Constanten  a, . .  0^,  &i . .  ftm  und  des  Moduls  /  ebensoviele  Gleichuogen. 

Es  muss  nämlich    V+U  durch    l+o:,   F-f-/Z7  durch  \+kx 

theilbar  sein,   was  zwei  Relationen   giebt     Da  ferner  nach   14) 

und  15): 

F+  ü     V+W 

\+x'    \+kx 
voUständige  Quadrate  von  Polynomen  m^"  Grades  sind  so  erhält 
man  je  m  Bedingungigleichungeny  also  d^en  2m,  welche  in  Ver- 
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bindung  mit  den  heidra  erst  bemerkten  zur  BeBtimmung  von  / 
und  der  Constanten  der  Gleichung  1 3)  hinreichen.   Eine  Substitution^ 
enthalten  in  der  Gleichung  13),  ist  also  vollständig  bestimmt 
Für  eine  Transformation  nf^^  Ordnung  sei: 

16)  ^  =  1  ^  V  =  £. 

l/(l— y2)(l— /V*)         M\/{\—x^){\—kH^)'    ^  V 

Für  eine  Transformation  von  der  Ordnung  mi  sei: 

17)  ^^  _  JL  ^y  z  =  ^ 

Die  beiden  Differentialgleichungen  16)  und  17)  geben: 

^^N     dz ^  _1 dx 

l/(l— z2)(l— /iVO  ^1    l/(l— ^^)(1— )t2x«) 

Es  ißt  j^»  die  höchste  Potenz  von  y  enthalten  in  L\  und  r^, 
femer  af*  die  höchste  Potenz  von  x  enthalten  in  U  und  V.    Setzt 

man  also  nach  16)  y  =  —  in  z  =  ^ ,  so  folgt  z  =  --,    wo    l\ 

und  l\  Polynome  von  x  sind,  höchstens  vom  Grade  m,mi.  Aus 
dem  Vorstehenden  folgt,  dass  aus  zwei  Transformationen  von  den 
Graden  m  und  mx  sich  eine  Transformation  vom  Grade  m.m^  zu- 
sammensetzen lässt.  Altgemein  führt  eine  Zusammensetzung  von 
Transformationen  von  den  Graden  m,  mi,  m%..,.  auf  eine  Transfer? 

mation  vom  Grade  m,mi.m^ Es   gilt  auch   die  Umkehrung 

dieses  Satzes,  wie  später  gezeigt  wird,  dass  eine  Transformation 
vom  Grade  m.mi.m^..,.  sich  herstellen  lässt  durch  successive  An-^ 
Wendungen  der  einzelnen  Transformationen  von  den  Graden  m,  m^, 
%..  etc.  Was  die  Transformationen  ungrader  Ordnung  betrifft, 
so  braucht  man  sich  auf  die  ungraden  Primzahlen  zu  beschränken, 
aus  denen  die  ungraden  Zahlen  bestehn.  Da  eine  grade  Zahl  das 
Produkt  einer  Potenz  von  2  in  eine  ungrade  Zahl  ist,  so  reduciren 
sich  die  Transformationen  grader  Ordnung  auf  Zusammensetzungen 
von  Transformationen  ungrader  Ordnung  mit  einer,  wenn  nöthig 
wiederholten,  Transformation  zweiten  Grades.  Hieraus  folgt  dass 
sich  alle  Transformationen  aus  Transformationen  zweiten  Grades, 
combinirt  mit  solchen,  welche  zu  Primzahlen  gehören,  zusammen- 
setzen lassen. 
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Hit  Beziehung  auf  die  wirkliche  Substitution  der  Werthe  von 
Py  definirt  durch  die  Gleichungen  10)  und  13),  in  die  Differential- 
gleichung 9),  hat  Jacobi  eine  sehr  schöne  Bemerkung  gemacht, 
welche  sich  auf  eine  genauere  Untersuchung  der  Gleichung  13) 
bezieht.  Den  eigentlichen  Ursprung  seiner  ingenieusen  Idee  hat 
Jacobi  nicht  angegeben,  derselbe  beruht  darauf,  wie  schon  Legendre 
bemerkt  hat  (F.  E.  Prem.  SuppL  p.  10),  dass  die  Differentialglei- 
chung 9)  ungeändert  bleibt,  wenn  x  und  y  gleichzeitig  ersetzt  werden 

1  1 

—  und  j-,  hierauf  auf  beiden  Seiten  der  gemeinschaftliche  Factor 

\ 

-T  unterdrückt  wird 
t 

Der  von  Jacobi  gegebene  Satz  ist  folgender: 

Lassen  sich  die  Polynome  U  und  r  in  y  =  —    fftr   eine 

Transformation  ungrader  Ordnung  so  bestimmen,  dass  durch 

1  IV 

die  Substitution  von  —  an  Stelle  von  x,  r  =  tt^^^  die 

kx  '  !y        IV 

Stelle  von  y  tritt,  so  ist  von  den  beiden  Gleichungen: 

Ü+V  —  {\+x)A^,     V+IU=  (14-^^)^, 

eine  immer  Folge  der  andern. 

Durch  diesen  Satz  reduciren  sich  die  vier  Gleichungen  14) 

und  15)  auf  eine  Gleichung. 

Man  setze  zur  Abkürzung: 

j  u  «:  xfp(x^)y  ^(o:*)  «=  a  +  ai  x^  +  a^x*  +  ....  +  ö»,  x^, 

^®)     }  r=  g>(x^\  9>(a;2)  =  \  +  biX^  +  b2X^  +  ...  +  bmX^. 

Nach  13)  ist  dann: 

xip(x2) 

^         ^(0:2) 
Setzt  man  nun: 

Bo  geben  dieise  beiden  Werthe  von  y. 

/«tpfa;«)  ~  kx    /  1   \ 
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oder  rechts  Zfthler  und  Nenner  mit  x^  moltipUcirt: 

Bezeichnet  g  eine  Unbestimmte,  -  so  läset  sieh  die  vorstehende 
Gleichung  durch  die  beiden  folgenden  ersetzen: 

20)  <p{x^)  =  gx^tp(J^^, 

21)  lV>{x^)  -^  ffkx^-q>(J^^^ 
Wegen  der  Gleichungen  19)  sind  aber: 

Polynome  2m*e»  Grades  von  x.    In   20)  und  21)  ist  also  g  con- 

stant.    Vertauscht  man  in  diesen  beiden  Gleichungen  x  mit  —y 
so  folgt: 

Jede   dieser  Gleichungen   mit  den  Gleichungen   20)   und  21) 
combinirt  giebt: 

Die  Gleichungen  20)  und  21)  werden  hierdurch: 

Jede  dieser  Gleichungen  ist  Folge  der  andern. 
Nach  19)  ist: 

^     l+o;  l+;i; 

Der  Voraussetzung  nach  ist  die  linke,  mithin  auch  die  rechte 
Seite,  das  vollständige  Quadrat  eines  Polynoms  m^en  Grades  von  x. 

Man  setze  —  statt  x  und  multiplicire  auf  beiden  Seiten  mit: 
Nach  23)  und  19)  ist  dann: 


tH 


y(*4)+4^(*4-2) 


^  '^VJ  7~~T TTto 

l+Aa:' 

Ist  also  T—, —  ein  Quadrat,  so  ist  dieses  auch  mit  ,   .  ,     der 
i  +  x  ^  l+kx 

Fall,  wodurch  das  obige  TheorMn  bewiesen  ist 
In  der  zweiten  Gleichung  23),  nämlich: 


25)     tp(x^y^/t^\/!La^^(JJj 


setze  man  fllr  g>{x^)  und  ^(x^)  ihre  Werthe  aus  19).    Es  folgt 

dann: 

a  +  ttiX^  +  a^x^  +  a^afi  + +  atnX^"^  == 

k^Y  jx^(\  +  j^+  j^  + +  ]^;r^)  = 

Diese  Gleichung  giebt  unmittelbar  folgende  Relationen: 
bm    ^         bmn-ik^  bm-^k^ 

ff  ff  ff 

«m  =   -    ,  i^  =  A«-i|/7=  !/**»-'• 

Es  ist  also  nun  nach  19): 

j9>(a;i)  -=  i  +  j,a;»  +  i,Ä*  + +»«33*», 

26)    I     ,  ,.    _   »«+»^1  A»x»  +  »>-»  A«j;«  + . .  +  P"  .r»"» 

Diese  Werthe  von  ^{x^)  und  ^x'^)  setze  man  in  die  Gleichung 
24)  und  femer: 

27)     .I±i^-=  (l  +  o,a;4.a,a;2  + Omaw)*. 

Die  Substitution: 


in  die  Diflerentialgleiohung  9)  ist  dann  auf  die  Untersuchung  der 
Gleichung  27)  redudrt,  oder  besser  nach  24)  und  26)  auf  folgende : 


1  +  ft|  x^  +  b^x^^ +  fei»a;2"* 

.   .      b^  +  bm^ik^x^  +  b„,^^k^x^  + ...  +  bik^-^x*^^ -i- k^'^ .7^ 
29)    {  +  ^ ^Tjp^T - 

(1  +  x)(l  +  «1  ^  +  «2  3:2  +  . . . .  +  a^x^y. 
Die  Vergleichung  gleicher  Potenzen  von  x  giebt  ftr  fti,  b2.... 
bmf  2m+l  lineare  Gleichungen,  aus  denen  »irh  ohne  Schwierigkeit 
m+\  Oleichungen  zwischen  «i,  a^,  ...am  und  A*  und  / ergeben.  Die 
Elimination  von  ai,  a^,  ...Om  zwischen  diesen  Oleichungen  führt 
auf  eine  Gleichung  zwischen  k  und  /.  Es  können  fibrigens  k  und  l 
beliebige  Quantitäteti  sein,  da  die  vorhergehende  Deduotion  keine 
Annahme,  weder  über  die  Grösse^  noch  über  die  Bealitftt  von  k 
Qiid  /  voraussetzt. 

Setzt  man  nach   19)  V  —=  9ix^)j    U  «=  x^ipc^)^  so  ist  nach 
27)  und  29): 

30)     V+U  ^  {\+x){\^-a^x  +  a^X2  +  ....  +  amXn:)\ 
Hierin  — x  statt  x: 
31)     V—ü~  {\—x)[\  —  a^x  +  aiX^^...  +  {—\Yam^]^. 

Die  Gleichung  30)  giebt,  x  mit  t-     vertauscht,     darauf    mit 

KX 

0^**+^  multiplicirt  : 

32)  r+/ü  — j/^,  {\+kx){am+CL^ikx....  +  l^o(r)\ 
Hierin  — x  statt  x\ 

33)  V—W^  y j^^{\—kx)(am-am^xkx+...  +  {-\Yk^:xf-)\ 

Mittelst  der  Gleichungen  30)— 33)  und  y  =  p  wird  die  Glei- 
chung 9): 

(c  +  a«_i  *.r  + . . .  +  *"a*)  (««—...  +  (—  l)"A-a;'»). 
Durch  diese  Gleichung  ist  M  definirt    Für  .-c  =  0  ist  ü  •=  0, 

F  -=  l,  ^  -=    ,  *"     .    Die  Gleichung  34)  giebt  ftr  a;  =  « : 


35)     /I^.^J==    =  «S.l/_4- 
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Die  Vergleichung  der  Factoren  von  x**^^  in  der  Oleichung 
29)  giebt:  

36)      «S.  ^  (/^'. 

Aus  25)  folgt  hierdurch: 

37)     — ^  =  1 

wodurch  die  Bestimmung  von  M  von  derjenigen  von  bm  und  /  ab- 
hängig gemacht  ist. 

Im  Vorstehenden  sind  die  wesentlichsten  algebraischen  Httlfs- 
mittel,  nebst  einigen  Erläuterungen ,  mitgetheilt/  deren  sich  Jacobi 
zuerst  bei  seiner  Behandlung  des  Transformationsproblems  bedient 
hat  Eine  Andeutung  hiervon  enthalten  die  Auszttge  zweier  Briefe 
Jacobi' s  an  Schumacher  vom  Jahre  1827,  enthalten  in  „Astronomi- 
sche Nachrichten"  t.  7.  p.  33—38.  (Nr.  123).  Ebendaselbst  p.  133— 
142  (Nr.  127)  findet  sich  eine  weitere  Mittheilung  von  Jacobi  unter 
dem  Titel:  „Demonstratio  theorematis  ad  theoriam  functionum 
ellipticarum  spectantis'',  zu  welcher  Ze^^n^^  (p.  201 — 208,  Nr.  130) 
eine  Anzahl  interessanter  Bemerkungen  gemacht  hat.  Bedeutend 
erweitert  erscheinen  die  rein  algebraischen  Untersuchungen  auf 
p.  1 — 20  der  „Fundamenta''.  Ein  weiterer  Erfolg  in  dieser  Richtung 
ist  wegen  der  steigenden  Gomplication  der  Rechnungen  nicht  zu 
erwarten.  Die  Anwendung  der  Gleichungen  26),  28)  und  29)  auf 
die  Gleichung  9)  ist  schon  für  m  =  1  und  m  »=  2  nicht  ohne 
Weitläufigkeiten,  welche  bald  durchblicken  lassen,  dass  auf  diesem 
Wege  die  Bestimmung  der  Constanten  ftj,  b^y...bm  der  Gleichungen 
26)  und  28)  ftlr  den  allgemeinen  Fall  nicht  gesucht  werden  kann. 

Um  zum  Ziele  zu  gelangen  fahrt  Jacobi  den  Begriff  der  ellip- 
tischen Functionen  ein  und  beginnt  auf  p.  36  der  „Fundamenta** 
mit  Hülfe  derselben  die  Lösung  des  allgemeinen  Problems  der 
Transformation.  Während  bisher  die  Deductionen  eine  grosse  legi- 
sehe  Schärfe  zeigen,  tritt  auf  p.  36  plötzlich  eine  vollständige  Dis- 
continuität  der  leitenden  Ideen  auf,  Jacobi  stellt  sein  Theorem  auf, 
ohne  die  mindeste  Andeutung,  wie  er  dazu  gelangt  ist.  Man  könnte 
hier  der  Vermuthung  Raum  geben,  wie  dieses  auch  schon  geschehn, 
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daBB  Jacohi  durch  glflckliche  Versuche  auf  aeinen  Satz  gekommen 
ist  In  Nr.  130  der  „Astron.  Nachr. '^  finden  sich  folgende  Worte 
von  Legenäre: 

„Ici  on  doit  regretter  que  Tauteur  remplisse  la  t&che  qu'U  s'est 
impoB^  par  une  sorte  de  divination,  sans  nous  mettre  dans  le 
Beeret  des  id^es  dont  la  filiation  Ta  amen6  progressivement  ä 
la  forme  que  doit  avoir  1  —  y  pour  satisfaire  aux  conditions  du 
problöme.  Au  reste  cette  suppression  des  idtos  intermödiaires 
s'expHque  asBez  naturellement  par  la  n^cessitä  de  ne  pas  donner 
trop  d'ötendue  ä  une  dömonstration  qui  devait  Stre  insöröe  dans 
un  Journal  scientifique;  et  il  est  ä*eroire  que  quand  Tauteur 
donnera  un  libre  cours  au  däveloppement,  de  ses  idäes,  dans 
un  ouyrage  composä  ad  hoc  il  rötablira  les  intermödiaires  dont 
Fabsenee  se  fait  remarquer.^ 

Dieser  Wunsch  ist  leider  nicht  in  Erfüllung  gegangen,  die 
„Fundamental  zeigen  in  diesem  Puncte  eine  sehr  bedauerliche 
Lttcke^  welche  dem  Studium  dieses  ausgezeichneten  Werkes  eine 
nicht  leicht  zu  Überwindende  Schwierigkeit  entgegenstellen  musste. 

I  36.    Das  Problem  der  Transformation  naeh  Abel. 

Während  Jacohi  sich  darauf  beschränkt  hat  die  rationale  Glei- 
chung zwischen  x  und  y  hinzustellen,  in  der  Form: 

\\        =  Ofi  +  aiX  +  aiX^  +  .^.  +  an.af 

welche  der  Differentialgleichung^ 

dy  i  dx 


2) 


i/o  — y^O  — ^')  ^  l/(l— a?2)(l-A:2x^ 
genügt,  ist  Abel  mehrfach  auf  die  Integration  der  vorstehenden 
Differentialgleichung  zurttckgekommen.  J€uu>bi  hat  Zähler  und 
Nenner  der  rechten  Seite  der  Gleichung  1)  als  Producte  von  Fac- 
toren  in  Beziehung  auf  x  dargestellt  (Fund.  p.  36).  Wird  der  so 
erhaltene  Ausdruck  in  Partialbrttche  in  Beziehung  auf  x'^  zerlegt, 
so  ei^ebt  sich  fQr  o:  ein  Ausdruck,  welcher  den  Ausgangspunct  der 
ersten  Untersuchungen  von  Abel  bildet,  enthalten  im  §  IX  seiner 
„Becherches    sur    les    fonctions   elliptiques^    (Grelle.  Jouin.  t.  3. 
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p.  169—181,  Oeuv.  1 1.  p.  230—242).  Diese  erste  Behandlung  dm 
Problems  der  Transfonnation  ist,  wie  bei  Jacobiy  rein  synthetisch-, 
der  Ausdruck  fttr  y  wird  ohne  weitere  Begründung  auf^edlellt  und 
dann  bewiesen.  Die  weiteren  Untersuchungen  von  Abel  über  diesen 
O^enstand  zeigen  eine  Tiefe  der  Auffassung,  verbunden  mit  einem 
Reicfathmn  überrafichender  Ideen,  welche  allein  hinreichen,  die  Er- 
innerung an  sein  wunderbares  Ghenie  in  der  €resehichte  der  Mathe- 
matik lebendig  eu  erhalten.  Wird  die  Gleiehung  13)  des  votiier- 
gehenden  §  angenommen,  so  findet  Abel  fftr  eine  ungrade  Zahl 
2iii+l,  d.h.  nach  Jacobfs  Bezeichnung,  f&r  eine  Transformation 
von  der  Ordnung  2i9}  + 1 ,  dass  k  und  /  durch  eine  algebraische 
Oleichung  vom  Grade  2m  +  2  verbündet  sind^  welche  Oleiehnng 
sich  mit  Hülfe  von  Gleiohimgen  niedrigeren  Grades  lösen  lisst, 
wenn  2m  + 1  keine  Primzahl  ist  ESerbei  setzt  /Ael  in  der  Olei- 
chung 2)  /  und  k  als  beliebige  Qaanftitäten  voraus.  (CreUe.  J.  3. 
p.  177.)  In  dem  folgenden  §  X  wird  ein  besonderer  Fidl  der  Glei- 
chung 2)  behandelt,  wenn  /  =  Ar  und  ^  eine  complexe  Zahl  ist 

Uebrigens  hat  die  Form,  deren  sich  Abel  fQr  y  bedient,  später 
Jacobi  binutst  in  dar  Abhaiidlang:  ^De  funetianibas  ellipläßis  com< 
mentatio  altera^    (Grelle.  J.  1 6.  p.  397—403.) 

Eine  Begründung  der  Lehre  von  den  elliptisdien  Integralen, 
nach  Art  der  Behandlung  von  Legenäre^  hat  Abei  in  dem  „Prteis 
d'une  thöorie  des  fonotions  «llipliqiieB''  gegeben.  (Grelle  J.  t4. 
p.  236—277,  309—348,  Oeuvr.  I.  p.  326— 408.)  Diese  söharfsinnige 
Abhandlung,  w^he  in  Folge  des  frühen  Todes  des  Verfassers 
unvollendet  geblieben  ist^  enthält  nicht  im  eigentlichen  Sinne  eine 
Lehre  der  elliptisehen  Functionen,  deren  nur  in  der  Eixdeitnng 
gedacht  ist  Die  Untersuchungen  beziekn  sich  wesentUeh  auf  die 
elliptischen  Integrale  und  basiren  in  dem  Theile,  welcher  sieh  auf 
die  Transfonmitien  dieser  Integrale  bezieht^  auf  einer  sehr  geist- 
vollen  Anwendung  des  Additionstheorems  von  Euier,  Das  Problem 
der  Transformation  bildet  den  Inhalt  von  Gfaap.  IV  und  Y.  Die 
evsten  algebraischen  Betrachtungen  sind  denen  von  JacM  (vergL 
f  85)  analog.    Abel  betratehtet  nun  in  der  Gleichung  1)  umgekekrt 


1» 

X  als  Function  von  y,  wodurch  sich  m  Werthe  für  x  ergeben.    Sind 
.r  und  X]  zwei  dieser  Werthe,  bo  muss  jeder  derselben  der  Diffe- 
rentialgleichung 2)  genügen,  man  erhält  so  zwei  Gleichungen,  deren 
linke  Seiten  einander  gleich  smd.    Hieraus  folgt  unmittelbar: 
^1 1^ 

l/(l— a:i2)(l  — Ä2a:ii)  ~  \[(\—x^){\—kh£^) 

Diese  Gleiebung  integrirt  gidi>t: 

_  a;/(l— aa)(iII^V)  +  at/(i— a;a)(l_;^ 

wo  a  eine  Constante  ist.  Auf  diese  Relation  basirt  Abel  seine  Un^ 
tersuchungen,  welche  wesentlich  die  Multiplicationsformeln  der 
elliptisehen  Functionen  voraussetzen,  d.  h.  die  Ausdrücke  von 
sinamni/,  cosamnii  und  J  am  nu.  Diese  Ausdrücke  lassen  sich 
durch  wiederholte  Anwendung  des  i^M/^'schen  Additionfitheorems 
herstellen.  So  ungemein  interessant  die  von  Abel  gefundenen  Re- 
sultate sind,  namentlich  in  den  Theilen,  welche  Anwendungen  von 
der  Lehre  der  algebraischen  Gleichungen  enthalten,  lässt  sich  der 
befolgte  W^  nicht  wohl  übersichtlich  angeben,  ohne  die  Abhand- 
lung selbst  einem  grossen  Theile  ihres  Inhalts  nach  reproduciren 
zu  müssen.  Eine  meisterhafte  Behandlung  des  Problems  der  Trans- 
formation ist  enthalten  in  dem  Au&atze: 

„Solution  d'un  problöme  g^n^ral  concemant  la  transformation 

des  fonctions  elliptiques".    (Astronomische  Nachrichten,  Band  VI 

p.  365—388  Nr.  138.     Altena  1828.    Oeuvres,  tl.  p. 253— 274.) 
Eise  Folge  hiertu  bildet: 

„Addition    au    memoire  sur    les    fonctions   eUiptiques''.    (A.  N. 

t. VII  p. 33— 44,  Nr.  147.  Altena  1829.  0.  tl.  p.275— 287.) 
Es  ist  namentlich  diese  letzte  Abhandlung,  von  welcher  im 
Folgenden  die  Rede  sein  soll,  welche  bei  dtr  Transfermation  Prin- 
cipien  anwendet,  die  von  den  algebraischen  Betrachtungen  wesent- 
lich verschieden  sind.  Einige  supplementäre  Formebi  hierzu  sind 
enthalten  in:  „Note  sur  quelques  formides  eUiptiques''  (Grelle  J. 
t.4.  p.86— 93,  Oeuv.  L  p.  299— 308). 

Der  Complementftrmodul  von  /  sei  /^,  so  dass  P^-^rV^  <»  1. 
Die  entepreobenden  Integrale  bezeiche  man  dureh  L  uad  L%  also: 
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./       l/l-Z^sin^ir'  ^      i/i_ririii»ir 

Nach  den  algebraischen  Betrachtungen  des  Torhei^ehenden  % 
aber  die  Transformation  grader  und  ungrader  Ordnung,  kann  man 

in  der  Gleichung  1)  die  Constanten  Oq,  Ot,..  o;.,  \^ hm  als 

bestimmt  ansehn.  Die  Werthe  derselben  hängen  von  algebraischen 
Gleichungen  ab,  einem  bestimmten  Systeme  von  Werthen  derselben 
entspricht  ein  Werth  ron  y  in  Function  von  x.  Das  allgemeinste 
Problem  der  Transformation  nach  Jacohi  besteht  üun  darin,  die 
sämmtlichen  Werthe  der  bemerkten  Art  von  y  zu  find^  welche 
der  Differentialgleichung  2)  Gtenflge  leisten.  Abel  formulirt  das 
Problem  in  etwas  anderer  Weise,  indem  er  die  Aufgabe  stellt: 

Trouver  tous  les  cas  possibles  dans  lesquelles  on  pourra  satis- 
faire  k  V^uation  diffSrentielle  2)  en  mettant  pour  y  une  fonction 
alg^brique  de  or,  rationnelle  ou  irrationnelle.'' 

Es  sei  f{y^  x)  =  0  die  gesuchte  algebraische  Relation  zwischen 
X  und  y,  welche  der  Differentialgleichung  3)  genflgt  Der  Einfach- 
heit halber  soll  angenommen  werden,  dass  x  und  y  gleichzeitig 
rerschwinden.    Setzt  man  in  der  Gleichung  2): 

X  =  sinam(t<,  k),  y  =  sinam(t«i,  /), 

so  folgt: 

du 
äut  =  -^, 

also :  tt|  =  •^,  da  t<i  mit  ii  yerscbwinden  soll    Die  Werthe  Yon  x 
und  y  sind  folglich: 

4)  X  =  sinam(u,  Ar),    y  =  sinamf-^  l\ . 

Die  algebraische  Gleichung  /(y,  ar)  =  0  geht  durch  Substitu* 
tion  dieser  Werthe  von  y  und  x  Aber  in: 

5)  /"sin  am  \j^^  l\  >  sinam  f  M,/rj    —  0. 

In  dieser  Gleichung  ist  u  allein  yariabel,  dieselbe  muss  also 
für  einen  beliebigen  Werth  von  u  bestehn.  Man  vertausche  u  mit 
u-y\pK  und  mit  u+ip  KH^  wo  p   eine  ganze  Zahl  bedeutet 
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Da  BinSim(u  +  4pF,k)  =  sinam(tt,A:),  Binam(tt  + 2/?A^'i,  Ar)  == 
»inam (uyk)y  so  leitet  man  aus  der  Gleichung  5)  die  beiden  fol- 
genden ab: 

6)  /    sinamf — 1^~~>m>  sinamfw,/:]    =  0, 

7)  /  sin  am  (^      ^ — -j  /  J,  sin  amf  w,  /r  j    ==  0. 

Die  Gleichungen  5),  6)  und  7)  zeigen  nun,  dass  der  algebraischen 
Gleichung  f{y^x)  =  0  für  o;  =  sinam(w,^)  die  Werthe 


smam 


[w'y  Bmam^— /~,/j,  sinam(^— |— ,/j 


von  y  entsprechen.    Wegen  der  Unbestimmtheit  der  Zahl  p  ist  die 
Anzahl  dieser  Werthe   unendlich   gross,  da  aber  die  Anzahl  der 
)  Werthe  von  y  eine  endliche  sein  soll,  so  muss  dieses  auch  mit 

den  obigen  Werthen  der  Fall  sein,  d.  h.  dieselben  können  nicht 
alle  unter  einander  verschieden  sein.  Sind  (i^  fi^,  Vj  v^  ganze  Zahlen, 
so  erfordert  die  aufgestellte  Bedingung  die  Gleichungen  : 


sin  am 


sin  am 
oder: 


8)       -^ -'~r+AgL  +  2g'LUy—^ ~+AhL+2h'L% 

wo  g,  h,  g*,  hf,  ganze  Zahlen  bedeuten  und  Z,  L\  durch  die  Gleichungen 
3)  definirt  sind.  Setzt  man  einfacher  (i* — (i  =  p  und  v^ — v  =  p% 
wo  also  p  und  p^  ganze  Zahlen  bedeuten,  so  gehn  die  Gleichungen 
8)  über  in: 

9)      ^  ^AgL  +  2hLU,    ^^  ^  Ag'L+  2WL i , 
^^     M~  pK^2pW    M       p'Krp'K'' 


Der  doppelte  Werth  von  M  giebt: 


pK  '  2p  K        p*KH  ■  p' 
Kimmt  man  zuerst  mit  Abel  an,  dass  k  und  /  ächte,  positive 

Enneper,  elllpt  Fimotlonen.  16 
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Brüche  sind,  also  K,  K',  L  und  L'  reelle,  positive  Quautitätep  be- 

»  '       '   '  * 

deuten,  so  giebt  die  Gleichung  11)   durch  Trennung  der  reellen 
und  imaginären  Theile: 

oder: 

^     p^        p'L'     pKL  p'' 

Diese  Gleichungen  bestehen  entweder  gleichzeitig,  oder  eine 
derselben  verschwindet  identisch,  so  dass  sich  die  beiden  Gleichungen 
auf  eine  reduciren.  £s  werde  zuerst  dieser  zweite  Fall  betrachtet. 
Dann  ist  /  =  0,  ä  =  0  oder  ^  =  0,  ä'  =  0.  Für  g'  =  0,  ä  =  0 
giebt  die  erste  Gleichung  9)  in  Verbindung  mit  der  ersten  Glei- 
chung 12): 

i^\   L  -  rL     iE  ^  KJl 

•'     M        pK'       pK  p'L' 

Fflr  den  vorstehenden  Werth  von  M  wird  die  Differential- 
gleichung 2): 

14)  ^- =  ^  ^ 

Die  Annahme  ^  ==  0,  A'  =  0,  fuhrt  aus  den  zweiten  Gleichungen 
9)  und  12)  auf: 

\K\    1  _  V^      Ml  =  _Vif 
l    M       p^K'i'    pL  yW' 

I 

Für  den  vorstehenden  Werth  von  M  wird  die  Differential- 
gleichung 2):      • 

16^  ^y  ^  V^  äx 

J     |/(l_y2)(l_/iy2)        yÄ'iY(l— x2)(l— A:2a;*y 

Setzt  man  in  der  Gleichung  16): 

•  » » 

17)       X   =    7^=:, 

/l— z» 
so  geht  dieselbe  über  in: 

'  dy  2/i,  dz 


l/(i  — y*)  (1  —  ^y^)       ^'  *^'  l/(l — z*)  (1  —  fC^  i*) 
Diese  Gleichung  unterscheidet  sich  von  der  Gleichung  14)  nur 
durch  Vertauschung  von  k  mit  Ar',  durch  dieselbe  Vertauschung  geht 
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die  zweite  Gleichung  13)  in  die  zweite  Gleichung  15)  über.  Der 
Fall  ^  «*  0,  Ä'  =  0  läsßt  sich  also  mittelst  der  Gleichung  17)  auf 
den  Fall  /  =  0,  ä  =  0  reduciren. 

Bestehn  die  Gleichungen  12)  gleichzeitig,  so  ergeben  sich  fftr 

—  und  ^  constante  Werthe;  mithin  auch  ftlr  die  Moduli  k  und  /, 

Ld  Mm. 

welche  nicht  mehr  ganz  beliebig  sein  können.    Man  findet  leicht: 


! 


^^'     K   ^  ^p'  1/        gh^ 
WO  g^  oder  h  negativ  sein  muss.    Wenn  dieser  Fall  nicht  die  Be- 
deutung der  vorhergehenden  Fälle  hat,  so  ist  doch  die  von  Abel 
angewandte  Behandlung  von  grossem  Interesse.    Nach  10)  ist: 


da  nun  nach  12): 


so  idt  auch: 


1  =  iL,hI^ 


hU  .^       2g'L 
2pK  p'K' 


1   ^  ?L  _^  V^ 


M       pK^  prK'i 

Setzt  man  diesen  Werth  von  M  in  die  Differentialgleichung 
2),  s6  ist: 

Man  setze  nun  mit  Abel: 

2QN  ^t;  ^  gL^  dx 

[    |/(1— t;2)(l'-W27^        pI^]/(\—x^){\—k'^x^y 

2.x  ^  ^   2^Z  dx 

^     1/(1  — «;2)(i  JIp^  ""  p'K'i  /(l_a:2)(l  — ;t2a;2)' 

dann  wird  (fie  Gleichung  19): 

dy  dv  dw 


Hieraus  folgt  nach  dem  Additionstheoreme  von  Euler: 
v\/{l—w^)(\—l^w^)  +  w]/{i—v^){l—Pv^) 


^^)    y  =  1       12  2    » 

^    '  1 — /^t/^^i 


16* 
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Lassen  sich  v  und  w  aus  den  Gleichungen  20)  und  21)  in 
Function  Ton  x  ausdrücken,  so  giebt  die  Gleichung  22)  y  in 
Function  von  x.  Die  Gleichungen  20)  und  21)  fallen  mit  den 
Gleichungen  14)  und  16)  zusammen. 

Sind  k  und  /  positive,  ächte  firilche,  so  hangt  die  Transfor- 
mation wesentlich  von  der  Integration  der  DilBerentialgleichung 
14)  ab,  mit  der  Bedingung  nach  13): 

L' 

Da  nun  /,  1%  L  auf  dieselbe  Art  von  e  abhängen,    wie 

k^  k'  K  von: 


und  nach  23): 


q  ^  e 


so  folgt,  dass  der  Werth  von  /  sich  aus  dem  Werthe  von  k  ergiebt, 

wenn  in  demselben  q  ersetzt  wird  durch  q'^ ^  wo  ^  und  v  positive, 
ganze  Zahlen  sind.  Dieses  ist  das  Resultat,  zu  welchem  Abel  in 
der  bemerkten  Abhandlung  gelangt.  Dass  die  Bedingung,  enthalten 
in  der  Gleichung  23),  nicht  allein  noth wendig,  sondern  auch  hin- 
reichend  ist,  beweist  Abel  auf  eine  sehr  schöne  Art  durch  Anwendung 
des  Satzes  von  Cotes  auf  die  Factoren  der  unendlichen  Producte, 
welche  die  Zähler  und  Nenner  der  elliptischen  Functionen  bilden. 
Die  hierbei  nöthigen  Betrachtungen  sind  im  folgenden  §  ausführlich 

behandelt 

Um  von  vorneherein  eine  unnöthige  Complication  der  Rech- 
nungen zu  vermeiden,  sollen  einige  Vereinfachungen  bei  der  Be- 
handlung des  Transformationsproblems  angemerkt  werden,  unter 
der  Voraussetzung,  dass  die  in  23)  enthaltene  Bedingung,  zur 
Integration  der  Differentialgleichung  14)  hinreicht. 

Dem  Modul  h  und  seinem  Complemente  h'  mögen  die  Integrale 
Li  und  Li'  entsprechen.  Man  ersetze  die  Gleichung  23)  sowie  die 
Gleichung  14)  durch  die  folgenden: 
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«)    ^  -  ,yf ,      J5)    ^  -  »'4'. 


27) 


Der  Voraussetzung  nach  läest  eich  nach  24)  in  26)  t  algebraisch 
durch  X  ausdrücken,  und  ebenso  ist  nach  25)  aus  27)  t  eine  alge- 
braische Function  von  y.  Die  Gleichsetzung  beider  Werthe  von  t 
führt  auf  die  gesuchte  Gleichung  zwischen  x  und  y.  Die  Gleichung 
14)  folgt  aus  der  Gleichung  26)  für  /  =  /i  und  p  =  1.  Es  soll 
im  Folgenden  der  Einfachheit  halber  p  ^^  \  genommen  werden. 

An  Stelle  der  Gleichungen  12)  und  14)  treten  dann  die  fol- 
genden : 

^ L  dx 

L'  K' 

I  ="  ^T' 

wo  g  eine  ganze  positive  Zahl  bedeutet.    Ist  g  ein  Product  von 

Factoren,  so  sei: 

g  *=  ni.n2.W3...n^, 

wo  nx,n^...n    Primzahlen  sind. 

Die  Integrale,  welche  einer  Reihe  von  Moduln  /, /i,  ^2>«»^y_i 
und  deren  Coniplementen  entsprechen,  seien:  i,  Li^  Li...  L  _j  und 

Die  Gleichungen  28)  ersetze  man  durch  die  folgenden: 

dy  _  „  ^  ^1      


|/(l-yi)(l  -Py^         ^  Lk  \/{S-y,^^{\-h^y^^ 

V  L\ 


Li  L^ 


•    •    •    • 
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=  n 


l/a-yVi)(V-P,_lt/2^^l)  "     ^     i/(i_a:2)(i_A:2.r2)' 


r — 1 

Lassen  sich  diese  Differentialgleichungen  algebraisch  integriren, 
so  reducirt  sich  die  Herstellung  der  Gleichung  f[y,oc)  =  0  auf  die 
Elimination  der  Quantitäten  j/i,  t/2}--*  t/  _i  zwischen  einem  Systeme 
Von  V  algebraischen  Oleichungen.  Der  einfachste  Fall  der  Gleichung 
28)  setzt  also  g  als  Primzahl  voraus;  da  sich  alle  andern  Annahmen 
auf  diesen  Fall  reduciren  lassen,  so  bleiben  nur  die  beiden  Voraus- 
setzungen übrig  ^  =  n,  wo  n  eine  ungrade  Primzahl  ist,  und  g  =  2. 

Vertauscht  man  in  den  Gleichungen  28)  x  und  y,  ferner  k 

und  /,  so  folgt: 

dy  L  dx 

L        gk' 

1 
Es  ist  also  ^  in  —  übergegangen.    Für  die  einfachsten  reellen 

Transformationen  geht  also  q  über  in: 

j_      

wo  n  eine  ungrade  Primzahl  bedeutet 
Die  von  Abel  gefundene  Relation: 

Z'  K' 

Z  =  ^X 

findet  sich  auch  bei  Legendre  auf  anderem  Wege  dargestellt  (Fonct 
eil.  Supplement,  p.  1 7, 1 9.  u.  f.) 

$  37.    Die  Theta-Functionen^  für  welche  q  durch  q"  ersetzt 

Ist.     Die  erste  reelle  Transformation  von  Jacobi. 

Uebergang  vom  grosseren  znm  kleineren  Modul. 

Setzt  man  zur  Vereinfachung: 

5=1 
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so  ist: 

1)       ^{x,q)  =  g){q)  ][  (1— 2^2,-1^08 2x  +  ^'-^*). 

In  dieser  Gleichung  werde  x  durch  nx  und  q  durch  9'*  ersetzt. 
Es  ist  dann: 

2)    ^  {yix,  ^»)  =  fp  {<t)  II  (1  —  2^«(*'-i)  cos  2nx  +  ^*'-«) ). 

Der  Einfachheit  halber  sei  n  eine  ungrade  Primzahl.  Bei 
dieser  Dai*stellung  drängt  sich  fast  von  selbst  der  Gedanke  auf, 
jeden  Factor  des  unendlichen  Products  auf  der  rechten  Seite  der 
Gleichung  2),  mit  Hülfe  des  Theorems  von  Cotes  zu  zerlegen. 
Die  Ausführung  dieser  geistreichen  Idee  hat  zuerst  Abel  gegeben, 
die  ungemeine  Leichtigkeit  auf  diesem  Wege  das  Problem  der 
Transformation  zu  behandeln,  hat  Jacohi  schon  sehr  frühe  erkannt, 
wie  ein  Brief  desselben  vom  Jahre  1828  an  Grelle  zeigt,  welcher 
unt^r  dem  Titel:  „Suite  des  notices  sur  les  fonctions  elli^tiques" 
im  dritten  Bande  (p.  303  —  310)  vom  Journal  für  Mathematik  ab- 
gedruckt ist. 

Nach  dem  Theorem  von  6V)fe5  ist  bekanntlich: 

3)  1  — 2/?'»  cos2wa;  +!>**  = 


Jl  [^l_2pco82(x  +  ^)+;,»] 


1^-1 


//  ^[^l_2pcos2(.;  +  ^)+7>^]. 


' 2 

Durch  einige  einfache  Transformationen  lässt  sich  auch  fol- 
gende Doppelgleichung  aufstellen: 

4)  1  —  2jw"  cos  2n  x  +  p^""  = 

j^[l-2;;cos2(a:  +  ?^)-fp^]  = 
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Wendet  man  die  Gleichung   3)    auf  die   Gleichung   2)   an, 

80  folgt: 

r-n-l  «-<»  • 


n — 1 


»• « 


Man  erh&lt  hieraus  unmittelbar: 

n-l 
5)       Hr^,^)  =  ^n-nH^  +  -^-,9) 


g>(QY'^Z-i  n 


Jt 


iBt  n  nun  eine  ungrade  Zahl,  setzt  man  ^  +  -^  i^tatt  o;  in  den 
Gleichungen  5)  und  6),  bo  gehn  dieselben  Qber  in: 

7)    Mnx,r)-=^^JlMx+''^ra), 


nr-l 

2 


8)      *s(«a:,«-)  =  |@//*3(^  +  ^,(/). 


»--1 
2 


Es  ist  allgemein: 

Für  ;z  =  na  und  q  =  q'  folgt: 
10)     *3^na:  +  -^log?»,  qA  =  *3  f  »ix  +  ^  log/»,  «-»j  = 


In  der  Gleichung  7)  setze  man  a; +  -^  log  ^  statt  a:.    Das  rechts 

stehende  Product  der  Functionen  ^3  geht  in  das  analoge  Product 
der  Functionen  ^2  ^^^^  ^^^  ^^^  folgenden  Factor  multiplicirt : 


M9 


n \ 

Da  nan  n  ungrade,  also  — ^-^  ganzzahlig:,  80  iBt 


m 


TT! 


*•        -(-1)  *. 

Hit  Rflcksicht  auf  die  Gleichung  10)   erh&lt  man   auB  der 
Gleichnng  3): 

11)    »,(nx,g')^(-l)^^jj»,(x  +  ':^,qy 

Auf  ganz  analoge  Weise  leitet  man  aus  der  Gleichung  8)  die 
folgende  ab: 

12)     *.(-:,  *•) -^^jg  *«(-  +  ?,«)• 


Es  ist  »Jz +^"*^  *  jr^  =  _(_l)«.ö.,(i),  oder  Äi  +  1  —  n 
gesetzt: 


*>(^+y) (-1)'  *.(4 


In  den  Gleichungen  11)  und  12)  lasse  man  x  um  -^zunehmen. 

Da  nun  n  ungrade,  so  ist  ( — !)•  =  — 1.    Es  ergeben  sich   so 
unmittelbar  die  beiden  folgenden  Gleichungen: 

13)    *,(,«:,,.)=_2g)//|..(.+^,,), 


0 

I»— 1 
2 


14)  *.(-,^-)=  Ig  7/ *.(.«+?,«) 


»-1 

3 


Aus  den  Gleichungen  5),  7),  11)  und  13)  erhält  man  durch 
Division: 
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15) 


1^1  (na?;  y") 


Unx,q')   _    -t^l-^  +  T 


Zu  einem  analogen  Systeme  geben  die  Gleichungen  6),  8),  12) 
und  14)  Veranlassung,  nämlich  zu  den  folgenden: 

d-ijiXj  q^) 


16) 


(-  1)  -^    //  -L       "      J 


»ijnxy  g")   ^ 
*(na;,  ^) 


Geht  q  in  ^»  über,  so  mögpn  Ar,  /:',  jST  respective  in  /,  /'  L 
Übergehn.  Diese  Quantitäten  sind  dann  durch  folgende  Gleichun- 
gen definirt: 


^^{nx,  q")    ^ 
^(nx,  q^) 


f  =  ^»'(O,  q'). 


^     "^  *3(0,<?")'^'  ^(ÖT?)' 

In  den  Gleichungen  15)  ersetze  man  die  Quotienten  der  Theta- 
Functionen  durch  die  elliptischen  Functionen,  also: 

^lOu:,  g»)         ,/-  .         r2nLx    .1 


^^{nx,  ^») 
&inxj  ^) 


\ß 


cos  am 


[InLx     ] 


m 


Jam 


[^.'] 


1/7 


Der  Einfachheit  halber  boU  der  Modul  k  nicht  mit  angemerkt 
werden.    Die  Gleichungen  15)  lassen  sich  nun  schreiben: 

2ä' 


18) 


Bin  am 


1/ 


—   it — 1 


Bin  am 


coBam 


J.am 


2ä> 


Nimmt  man  zur  Vereinfachung  =  u  und  ^etzt  mit  Jacobi: 


19)    f  =   * 


yV' 


Bo  nehmen  die  Gleichungen  18)  folgende  Fonnen  an: 


20) 


Bin  am 


[-;• '] 


—  fi-i 

A- 


<^  rr  •      r    .  2rÄ"i 

-y/»,nam|_«+    -J, 


cosam 


[i' ']  -  <-  ■> 


~2 


«// 


/Ar"» 


«— 1 


0 


h¥]. 


^Ks.']-l/*^/i^M«  +  ^] 


Auf  ganz  analoge  Weise  erhält  man  aus  den  Gleichungen  16): 


21) 


n-\ 


wnain|^^, /J  ^  (--1)  '    1/  -^7/  sin  am  1^/^  +  *-^-   , 


s 


cos  am 


am 


«.+ 


2rK 


n 


l 


u  + 


2rK 

n 


Es  lassen  sich  ohne  Schwierigkeit  Gleichungen,  aufstellen,  in 
welchen  die  rechten  Seiten  der  Gleichungen  20)  und  21)  in,  etwas 
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anderen  Formen  auftreten.  Dieses  ist  z.  B.  der  Fall,  wenn  man 
den  Satz  von  Cotes  auf  das  unendliche  Product  für  d'{nxj  ^)  in 
Anwendung  bringt,  in  der  Form,  wie  derselbe  in  der  Gleichung  4) 
enthalten  ist.  Es  soll  nur  ein  System  hier  angemerkt  und  direct 
abgeleitet  werden. 

Unterscheidet  man  je  nachdem  r  grade  oder  ungrade  ist,  so 
folgt  leicht: 


7'              r    ,  2rK'] 
J I  sm  am  u  -< 


J 


»  I-  .      r7--l       » 


'     .         r   ^  4r/r1    *      .         r    .  2(2r-l)g-l 


Da  sin  am  {w  +  2K)  =  —  sin  am  Wy  so  kann  man  auch  setzen : 


*      .  r     .  2(2r  — 1)^1 

/7-smam[u+   ^     ^    ^    J  == 


» — 1   "~j~ 


/     i\~    rr  *         r    .  2(n  +  2r— 1)Ä''| 
(—1)      JJ Bin  am  |^m+-^ ^ ^J. 

Nun  nimmt  n+2r — 1  die  graden  Werthe  von  n+\  bis  2(n — 1) 

an,  wenn  r  die  Werthe  von  1  bis  — s—   durchläuft.     Es  ist  also 
auch  : 

JL  .  r     .2(2r— l)ir"l        .     ,>rJ^  rr  '         T    .^^^1 

JJmnB.m\u  +  -^ — j^-^—    =  (—1)      //^smam   w+-^   , 

9 

und  folglich: 

//sin am   m4--^    =  (—1)  *    //sin am  m+-^   • 

Wendet  man  dasselbe  Verfahren  auf  die  beiden  übrigen  Glei- 
chungen 20)  an,  so  lassen  sich  diese  Gleichungen  durch  die  folgen- 
den ersetzen: 


— I 


22) 


253 


Bin  am 


GOBam 


[^<]-(-n-l/*y//-.».[«+?^, 

[7i-']-\/w--II'°"°'[''*^\ 


-•"[»-'] -^'^iy^•■"h^1 


Nach  19)  ist  —  «;=  nL    Man  hat  ferner  8inam[(2m+l)Z^/] 

=  ( — 1)"»,  also  2m +1   =  «  geBetzt,  sin  am  (n/^/)  *?=  ( — 1)  *  . 
Mit  Rfleksieht  hierauf  giebt  die  erste  Gleichung  22),  u^=  K  gesetzt : 

Arir 

TZ  n—i  COS  am  — 


0  0       Jam 

n 

Die  erste  Gleichung  22)  differeutiire  man  nach  u^  setze  darauf 
21  SS  0.  Zur  Bestimmung  von  M  crgiebt  sich  hieraus  folgende 
Gleichung : 


24)    l   =   (-l)^yf  ^^i 


sin  am 

n 
1 


Die  beiden  letzten  Gleichungen  22)  endlich  geben,  u  =  0 
gesetzt : 

0  0 

In  den  Gleichungen  23)  und  25)  kann  die  Multiplication  in 
Beziehung  auf  r  von  r  »=  1  beginnen,  da  dem  Wei-the  r  «=  0  nur 
die  Einheit  als  Factor  entspricht 

Wendet  man  dasselbe  Verfahren,  welches  zur  Herstellung  der 
Gleichungen  23),  24)  und  25)  diente,  auf  die  Gleichungen  21)  an» 
so  findet  man  leicht: 


%4 


26) 


i»~i 


1 


«— 1 

2 


1  11  sm^eoam—  =  y  j  JJ 
1  1 


'  IrK 

coß  am  — 
n 


Jam 


2rl^ 


n 


1 


2rÄ^ 


sin^am 


2rK 
n  ' 


2r^ 

2* 


W 


am 


2rÄ' 


n 


Diese  Gleichungen  geben  unmittelbar: 


27) 


/  =  Ä:' 


2ä^              ^K                  n—\  ^,\^ 
CO»  am  —  cos  am  — cos  am K 

n  ri  n 


J  am  —  zJ  am  — J  am K 

n  n  n 


r  ^ 


(  A    \^^^ 

\n  n 


Ar'» 


Jam  — ....Jato KV 

n  ^       / 


1 


1K  .         4K 
sm  am  —  sm  am  — 
n  n 


smam K 

n 


sm  coam  —  sm  coam  —  ....  sm  coam  K 

n  n  n 


Durch  diese  Gleichungen  sind  /,  /'  und  M  in  Function  von  k 
bestimmt  Trennt  man  in  den  Gleichlingen  21)  die  positiven  und 
negativen  Werthe  von  r,  so  lassen  sich  diefeelben  mittelst  der  Glei- 
chungen 26)  auf  folgende  Art  schreiben: 

28) 


smam 


(*') 


—  sin  am  ( \-u ]  smaml u  ] 

smam 24  j-^  \  n        ) \  n j 

1  sm*  am  — r 

n 


M 


coi^^m 


I 


n^i  (IrK      \  (IrK  ,    \ 

,       .  -j-cosam w  cosami hw) 

lu    \  Y^.  \  n        )  \  n         ) 

\M'^)  ^  ^^^^^^'11 


Jam 


a-')- 


1 

"5"  zlam 
A9kmu  IT 


coö^am 


cos  am 


(^H 


n 


J^am 


Jam( 
2rfi^^ 


rK      \ 

n        ) 


n 


2Si5 

Die  rechten  ßßiten  dieser  GleichungeB  iHSBeB  «iob  mittelst  der 
yonneln  des  S  24  ftr  8iixam(a+2^).8inani(a — u)  etCw  transformireu. 
^tzti  ™^^  ^^  Yerejufachung : 

y  =  sin  am  f  —  ,  /),    x  =  sinam(2i,  k), 

oder: 


folglich: 


0 

so  geben  die.  (^l^iphungen  28).  zwischen  x  und.  j/i.rolgcaida  Relatio- 
i^en,  in  deneii  zwi^en  /,  l\  M^  k  und  k'  diQ.  Oleiohunge»  27)  statte 
finden: 

.2 


30) 


1— 


X 


"«■  sin^  am  — 

X      -m-r  w 


1     1 — k^x^  sin*  an), — 

n 


1 


1— 1      *        .  ,  2rÄ^ 
~8"           sm*  coam  - — 

1     1  —  /r^o:^  sin^  am  — 

n 

T*  1 — Ar^^sin^coam 


|/l_/iy2  ^  ^i_jcWjj^ 


n 


lr-ÄVsi»2am?^ 


Diese  Beziehungen  zwischen  d^n  Yariabeln  x  und  y  hat  zu- 
erst Jacobi  aufgestellt  in  ei;nsr  seiner  frttjiefitep  Publicationen  über 
die  Theorie  der  elliptischen  Fttncti<)pi$n»  in  d^r  sabon.  erwfthntenü 
Abhandlung  „Demonstratio  thef remat^  ,ad  theor.  ftinct.  ellipt.  spec- 
tantis"  (Astron.  Nachr.  iVI.  1828  p.l83).    Da: 


^+V"  +  ..' 
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f&r  wachsende  n  abnimmt,  also  /  gegen  KuU  convergirt,  so  wird 
durch  die  Transformation  der  Modul  yerkleinert,  wie  auch  aus  der 
ersten  Gleichung  27)  hervorgeht  Aus  diesem  Grunde  nennt  Jacobi 
den  Uebergang  von  q  zu  q*  die  Transformation  des  grösseren 
Moduls  in  den  kleineren  (Fund.  p.56).  Aus  allgemeineren  Unter- 
suchungen hat  Abel  die  eleganten  Besultate  von  Jacobi  hergeleitet 
in  einem  Zusatz  zu  den  „Recherches  sur  les  fonctions  elliptiques'' 
(Grelle.  Journal  t3  p.l87.  Oeuvr.  tl  p.249).  Weitere  Betrach- 
tungen und  Anwendungen  der  Gleichungen  30)  findet  man  bei 
Legendre,  (Supplement  p.3  u.  f.).  Die  obige  Art  der  Herleitung 
der  Gleichungeu  27)  und  30)  aus  der  Theorie  der  Theta-Functionen 
verleiht  denselben,  in  Folge  der  Entwickelungen  des  §  21,  eine  be- 
deutend grössere  Allgemeinheit,  hinsichtlich  des  Werthes  des  Moduls, 
als  dieselben  nach  den  Untersuchungen  von  Abel  haben.  In  den 
Theta-Functionen  hat  q  nur  der  Bedingung  für  die  Gonvergenz  der 
Reihen  zu  genügen,  kann  also  auch  einen  complexen  Werth  haben. 
Hieraus  folgt,  dass  die  Gleichungen  27)  und  30)  nicht  nothwendig 
für  k  einen  reellen  Werth  voraussetzen.  Es  soll  fllr  das  Folgende 
angenommen  werden,  dass  der  Werth  von  q  nicht  nothwendig  reell 
ist  und  nur  der  Bedingung  unterworfen,  dass  lim^  =  0,  wenn  n 
unbegränzt  zunimmt  Diese  Annahme  gestattet,  einige  Betrachtun- 
gen, welche  sich  auf  Transformationen  beziehn,  sehr  zu  vereinfachen. 

Die  Producte  auf  den  rechten  Seiten  der  Gleichungen  30)  lassen 
sich  in  Beziehung  auf  x^  =  sin^amt«  in  Partialbrttche  zerlegen. 
Da  eine  directe  Rechnung  sehr  beschwerlich  ausfallen  wttrde,  so 
soll  ein  einfaches  Verfahren  angegeben  werden,  die  bemerkte  Zer- 
legung mit  Leichtigkeit  ausführen  zu  können. 

Die  beiden  Gleichungen: 

q  =  e         ^    ^  ^e 
und  die  Gleichung  19),  nämlich: 

K        M' 
geben : 
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Für  u  =  K'  ist  also  —  =  Z'.    In  den  Gleichungen  30)  setze 

M 

man  wieder: 

a:  =  sin  amw,     y  =  sin  am  (  t^,  /)  • 

Aus  der  ersten  Gleichung  folgt  durch  Zerlegung  in  Partialbrüche : 

sin^amu 


MBin  am  f  — ,  /  j  2  sin^  am 


32)    .       ^^    ^  =    1/ 


n 


sin  am«  1     4       19  •  *>  •  *       2lriif 

i     1  — k^Ain^Bmu  sm'am  — 

n 


1    1  —  k^  sin*  am  m  sin*  am 

n 

Um  y^r  zu  finden  multiplicire  man  auf  beiden  Seiten  mit: 

.      ,0-0          -n      "^^       A  sin^amw 

1  — k*  sm*  am  2/  sm*  am =  1  — 


""  8in*am(^+iJ^') 

und  setze  u  = h  %K\    Man  nehme  zuerst  w  «»  c  H f-  »i^'i 

also  nach  31): 

J=^+2rZ  +  fZ'. 

Man  erhält  dann,  £  >»  0  gesetzt,: 

i¥sin  am  (-^+  2rL  +  iZ', /) 

Ar  =    lim ^ ^^ r-^X 

sin  am  Uh J-  il"  j 

1 — Ä*sm*am(fH h«^  )sin*am —    , 

oder  einfacher: 


>4r  ==  lim 


sin*  am(6+  —  j  —  sin*  am 

/sinamfe+-^  j  sinamf—,  n 

Nach  leichter  Bechnung  folgt: 

33)    Ar  =  2(— 1)*^-— cosam — Jam 

'  l  n  n 

Enneper,  eUlpt.  Fnnotionen,  17 
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Multiplicirt  man  in  der  Gleichung  32)  auf  beiden  Seiten  mit: 

JJ {^ — fflmfKOku  sin^am— ], 

und  vergleicht  die  CoefSdenten  von  (Binamu)"~"\  so  folgt  fllr  Aq 

die  Oleichung: 

»— 1  »--1 


n 5::p  -  AolIk^Biu^^m—, 


1    rin^am  —  i 

n 


oder: 


2J^  .        \K 
sm  am  —  smam  — ... .  mnam 
n  n 


'-^A 


In  Folge  der  Gleichungen  27)  ist  einfacher: 

SetEt  man  diesen  Werth  von  A^  und  den  Werth  yon  Ar  aus 
33)  in  die  Oleichung  32)^  multiplicirt  mit: 

jj^smamu, 
so  erhält  man  schliesslich: 

35)    ^rinMu(^,/)- 


%  smamticosam — Jam  — 

sinamu  +  22(~0'' gip- 

1  1  — Ar»  sin^am«  sin' am  — 

n 

Die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  lässt  sich  auf  folgende  Art 
noch  etwas  transfbrmiren.    Man  setze  zur  Abkürzung: 

—  smamticosam — Jam  — 

35)    5-22(-l)^ J? ^. 

1  1  — /r*  sin'amu  sin'am 

n 

In  dieser  Gleichung  setze  man  r  —  n—s^  dann  ist: 


^ämmsfsif^ssssasssT. 


1 


S59 

n— 1  sm  am  u  COS  am  (21' )Jam(2J' ) 

36)  5-=22(-l)^- ^  "  ' "  ^ 


1  — k^  sw^amu  ain^am 


K^ 


Da  n  ungrade,  m  ist  (—  l)--'  —  (—1)"+'  =  —  (—  !)'•    Setzt 
man  rechts  in  36)  wieder  r  statt  Sy  so  ist  auch: 

»—1  «m  am u  cos  am — Jam  — 


^  1— *?si 


2rK 
A?  siu^amu  sin^am  — 

»  n 

Diese  GHeichung  zur  Gleichung  35)  addirt,  dann  durch  2  divi- 
dirt;  giebt: 

»— 1  sm  amu  cos  am  —  A  am 


37)    S-2(-0 


n  n 


1 — /r^sin^amu  sin^am 


Trennt  man  in  der  vorstehenden  Summe  die  graden  und  un- 
graden  Werthe  von  r,  so  ist  auch: 


*~"^  \rK         ArK 

A  sinamt^cosam — Jam  — 

n  n 


i; 


i     1  — k^  sin^amu  sin^am  — 

n 

?=:!   .                       2(2r— l)ir   .       2(2r— l)i^ 
«   smami«  cosam— ^ — Jam— ^ ^— 


-s 


r         I      1U5    •  5            •  ^       2(2r— 1)1^ 
1  1  —  k^  sm*  am  w  sm*  am  -^ ^— 


n 


In    der    zweiten  Summe   setze   man:   cos  am   >  ^     «= 


n 

^  ana- 


.     /or.     2(2r— l)jr\  2(n— 2r+l)Ä'      , 

—  oosam(2ir ^ ^--  )  =  — cosam-^ — ^-  und 

V  n         /  » 

log    transformire    man    die    Argumente    von    A  am  -^ —       ^   > 

Bin  am  -^ —      ^    .    Es  nimmt  dann  n — 2r  +  1  alle  gradzahligen 
n 

Werthe  an  yon  2  bis  n — 1 ;  die  zweite  Summe  ist  also  gleich  der 
ersten,  und  mithin: 

%  sin amu  cosam  —  /jam  — 
38)   S  -  22  "  " 


4rJJr 
1     1  —  k^  gin«  am  w  sin*  am  — 

n 


17" 
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Wegen  der  Gleichungen  35),  37)  und  38)  lässt  sich  die  Glei- 
chung 34)  auf  eine  der  folgenden  Formen  bringen : 


t-i  smamu  cosam — Jam  — 

BinamuH-  ZL.(— ir TY ' 

1 — **  ßin^  amw  sin^  am  — 

n 


40)    ^Bmam(^,/)  = 


BinamM+2^^ 


—  4r£         ArK 

s    sinamu  cosam  — Jam 


n  n 


ArK 

i     1  —  A^  sin^amusin^am 

n 


Es  ist: 

.     .     ,,    .         /         V         28inamn  cosama  Jama 

%mz,m{u  +  a)  +  wx9iBi{u — a)  =  ; rr-r-z r-^; 

^         '  ^         ^         1 — A:*  sm^amw  sm^ama 

ArK 
Nimmt  man  a  «=  — ,  so  giebt  die  Gleichung  40): 

41)    ;t^8taam(^,/)== 

«h-1  11— 1 

+  ^Bmam(w4 j  +  ^smamf  w 1. 


smamu 


Da  nun  sin  am  (it^  +  4i^)  »»  sinam;^,  so  ist  auch: 


-1  »-1 


sm am  hl =  ^smam  ^  +  4^^ = 


n— 1 

%  ^  _         n— 1 


^sinam  u  +  A k\  =  ^  »ü^ani  w+-^    • 

Die  Gleichung  41)   lässt   sich  hierdurch  auf  folgende  Form 
bringen: 

42)    ±8inam[j,/]  =  ^ «i°am[«+l^]. 
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Die  beiden  letzten  Gleichungen  30)  laBsen  sieh  ganz  auf  die- 
selbe Art  wie  die  erste  transformiren ;  da  eine  Ausfthrung  der 
vorkommenden  Beehnungen  eine  fortwährende  Wiederholung  der 
Operationen  sein  würde,  welche  zur  Herstellung  der  Gleichungen 
34),  39),  40)  und  41)  dienten,  so  sollen  die  betreffenden  Gleichun- 
gen, in  Verbindung  mit  deu  bemerkten  Gleichungen,  ohne  weitere 
Ableitung  aufgestellt  werden. 


43) 


kM 


smam 


M- 


n—l 

2 


sin  am  w  +  2  j^  ( —  1)' 


sin  amti  cos  am  —  Jam  — 

n  n 


1  —  k^  sin^  amu  sin*  am 


kM 


cos  am 


M 


TrK 
n 


cos 


amu  +  2^(—\y 


cos  am  u  cos  am 


2rK 
n 


1 — k^  sin'amu  sin*  am 


2rK 


ljam[|,/]  = 


n 


Jamu  +  2 


V 


zfamu  Jam 


2rK 


n 


1  —  Ar*  sin*  amw  sin*  am 


2r£  • 
n 


Der  Gleichung  42)  entsprechen  folgende  Gleichungen: 

»—1 


44) 


4sinam[^,/]=  2«taam[u+^^], 


kM 


cos  am 


i./am[^,/]  =  2^am[«+if] 


Nach  31)  ist  —  =  wZ;  lässt  man  in  der  Gleichung  40)  u  um 


Z  zunehmen,  so  geht  die  linke  Seite  über  in: 
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[^-']-(-.)^4^- 


kM^^'^\  M '■'"'' \         -     ''     kM 


Jam 

Durch  die  bemerkte  Aenderung  des  ArgumentB  ergiebt  sich 

auB  der  Gleichung  40)  die  folgende: 

■1 


(— l)*/eogam[p/] 


9     cosamu  Jamt«  sincoam  — 
Acosamu  .  A,  v^  ^ 

1     1  —  ]ci  gin»  am  u  sm»  coam  — 

n 

Nun  ist  aber: 

,i     1  +  A:sinamu 

Ar  cos  am u        1       °1 — Asmamu 

Jamu  2  du  ' 

folglich : 

l+(— l)~/sinamr^, /1 

^  diog ^5^ L^LJ 

(-i)'/cosam[|,/]       ^  l-(-l)^/sinam|'^,/] 


Jtf^  Jam 


du 


Durch  Integration  und  Uebergang  von  den  Logarithmen  zu  den 
Zahlen  erhält  man  aus  45): 


1 +(—!)"  /sinamT^, /1 


«— 1 


1/ 


1— (— 1)  "'/Binaml"-^, /l 

^  ,  ,    . •     »      1  +  A:  sinamu  sin  coam  — 

1  +A:sinamu   jr n 

1  —  /rsinamw-*/     .      »•«»«:   ^  ^     4rÄ' 

1      1  — k  smamu  smcoam  — 

n 


Man  bilde   das  Quadrat  der  vorstehenden  Gleichung,  lasse  u 
um  iK\  also  ^  um  iL\  zunehmen.    £s  folgt  dann: 


am  am 


smain 


siBaiDu+  1 


Bmantf 


-'^ 


sinamu  +  sincoam 


n 


nnamtf  —  smcoam 


n 


oder  aneh: 


»— 1 


1  +(— 1)  *  cdnam 


M 


l-(-l)*  rinam[^,i] 


l  +  gjpanm 
1  — sin  amu 


n 

1 


ArK 

gin  coam H  Bin  amu 

n 


4rJP 
cdncoam sin  amu 


Dnrch  Ansziehung  der  Quadratwurzel  folgt: 


47) 


-l^ 


s     sin  coam f-  sin  amu 


n 


n 


1  +  sinamu 

1 — sinamli  -^--^  4rK 


1      sin  coam sinamu 

n 
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In  dem  Vorstehenden  sind  die  weseniliohsten  Besultate  enthal- 
ten, welche  Jacobi  unter  dem  Titel  „Formulae  pro  transformatione 
reali  prima"  (Fund.  p.  51)  aufgestellt  hat.  Ausser  den  von  Jacobi 
gegebenen  Gleichungen  sind  noch  weitere  hinzugefügt,  deren  Anzahl 
sich  mittelst  der  Entwiekelungen  des  §  24  ohne  Schwierigkeit  ver- 
mehren Iftsst 
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{  38.    Die  Theta-Fnnetlonen^  fftr  welche  q  dureh  aq""  ersetzt 

Ist,  wo  a«  =  1. 

Die  Beziehungen  zwischen  den  Theta- Functionen  mit  reellen 
und  imaginären  Argumenten,  enthalten  in  den  Gleichungen  1 8)  von 
§  17,  gestatten  mit  einer  bemerkenswerthen  Leichtigkeit  die  im 
vorhergehenden  §  enthaltenen  Resultate  zu  weiteren  Untersuchun- 
gen zu  verwenden.    Wird  die  Gleichung  7)  des  §  17  nämlich: 

1)    log ^. log ^'  =  jr2 
mit  n  multiplicirt  und  durch  n  dividirt,   so   lässt  sich   dieselbe 
Bchi^eiben: 


1 


2)      log^.logär'*    =   Jt\ 


Geht  also  q  in  ^*»  über,  so  geht  q'  in  g'*  über.  Führt  man  in 
die  Gleichungen  des  §  37  imaginäre  Argumente  ein,  so  ist  das 
zweite  Argument  der  vorkommenden  Theta -Functionen  respective 

^"  und  qf.    Setzt  man  darauf  wieder  q  statt  q\  so  folgt,  dass  sich 


i_ 


9^{x^q  )  durch  ein  Product  von  Factoren  von  der  Form  ^{x-\-a^  q) 
ausdrücken  lässt^  wo  a  unabhängig  von  x  ist.  Diese  Behauptung 
lässt  sich  auf  folgende  Art  sehr  einfach  darthun  und  erweitem. 


Es  ist: 


3)    ^2(0;,  q) 


1/ 


/  ^     ßgq 


log— 


^ 


JtXl 


,9' 


Setzt  man  nx  statt  x  und  g"  statt  q,  also  ^'"  statte',  so  folgt: 


4)    *j(«x,  «")  = 


/       JT 


1/ 


}ogg 


wloff— 


* 


JtXl 


1 


log 


V 

q 


rx 


In  der  Gleichung  3)  werde  x  mit  x-\ vertauscht.       Da 


n 


jt 


2 


logg 


=  logg'  in  Folge  der  Gleichung  1),  so  ist: 
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r*     X*    .  Irnx 


*{x+^,  ?]  =       / 


/ _3i       ^n'  log^     nlog^ 


log| 


^'     e 


n 


log—  : 


Mit  Hülfe 'dieser  Gleichungen  lasRen  sich  die  Gleichungen  11) 
und  12)  de8  §  17)  auf  folgende  Formen  bringen: 


Unx.  ^)  =  (^1)  '   ^Mll.  /—i  ^Z*^^''"'  '  "''^'X 


n— 1 


-r 


0 


log- 


log— 


*.(->  *•)  =  !S  Ä" 


9>(^)' 


»— 1 


2 


^-/'*%^®^^     '^^^^^X 


logi 


»—1 

i 


Jtxi       ir  los  f/    , 
log- 


oder: 


j»~i 


(-  n~  2(i") 


&2  (WX,  Ö'")    = 

(n— l)(2w— 1)   «ir»+(w  — l)7ra: 


jr    li 


6n 


logg 


»— 1 

//* 

0 


jcxi       ir^       ,     \ 


log 


y(!?") 

9(^)« 


jr 


1^4 


»'— 1    na:»      »— ' 


ft — 1 

2 


log- 


1 — r^'^ 


Diese  beiden  Werthe  von  ^lijix^  q'')  vergleiche  man  mit  dem 
entsprechenden  Werthe  aus  der  Gleichung  4).  Setzt  man  zur  Ver- 
einfachung: 


*) 


"« -  'M ,.,.. 


•VV, 


i*«! 


1  »^ 


•\/^, 


■0  erhflit  mui  anmittdbMr  die  b^en  folgenden  Glodnmgen: 

1  »I— 1  (n—l)itx 

-  (-1)   *    ^(9)e~^^  X 


6)    » 


0       (log- 

l        q 


7)         * 


jcan 


log— 


In 


-  vi9)n«- 


XXI       tr,       ,    , 
J-  — -logg',^ 


Die  beiden  Constanten  ^{q)  aad  ^  (9)  lassen  sich  auf  Formen 
bringen  y  welehe  ftlr  die  folgenden  Untersuchungen  ttbersichtUeher, 
wie  die  in  5)  aufgestellten  Definitionen  sind.  Die  vierte  der  Olei- 
ehungen  18)  von  §  17,  nämlich: 


.  V  < 


(XXt      . 

log-r 


werde  nach  x  differentiirt  und  dann  op  •—  0  gesetzt.    Hierdurch 
folgt: 


8)      ^'1  (0,  q)  - 


log 


4Ht{0,q^). 


Es  ist  nun  nach  f  20,  oder  auch  in  Folge  der  Gleichungen 
10)  von  §  15  und  2)  von  $  16): 


OD 


*^(o,^)-2(y*/l^(l-^'•)^ 

1 


oder  da: 
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9)      9(9)  -  IK^-^^)» 

1 

ao  ift: 

*'i(0,«)  -  2«*^  (ff)». 
Die  Gleiehung  8)  nimmt  hierdnreh  folgenOe  Form  an: 

4 


«>(«)' 


»««{, 


«^9(«0». 


Dnreh  Aosaehung  der  Gabikworzel  folgt: 

10)       q^^iq)  -  /_*-\V^«P(«0. 

In  diener  Gleichung  ersetze  man  q  durch  ^^  alio  ^  durch 
9^".    Es  ist  dann: 


11)      ff»9.(«-) 


i  ^U» 


Vnlog-/ 


Die  Gleichung  10)  zur  nten  Potenz  erhoben  giebt: 

X 


n       n 


«V(?)*-/-^y«'"9>(«o-- 


9 
Axm  der  vorstehenden  Gleichung  und  der  Gleichung  11)  leitet 

man  durch  Division  die  folgende  ab: 


»'-1 


2^ 

n 


Nach  5)  ist  die  linke  Seite  dieser  Gleichung  ^(^X  fo^gUch: 


Die  Gleichangen  5)  dividirt  geben: 


^5T 


Mit  Rflekrieht  auf  12)  ist  alao: 
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(n-l)* 


13)     Mi)=-i'  -  ^. 

Die  Werthe  von  V?i(^)  und  y>{q)  aus  13)  und  12)  substituire 

man  in  die  Gleichungen  6)  und  7);  ferner  werde  einfach  x  statt 

Jt  xi  jt  X 

— r ,  also  xi  statt , gesetzt    In  den  vorkommenden  Theta- 

logl  ^"»^ 

Functionen  ist  ^'  das  zweite  Argument     Vertauscht  man  q^  mit 
Qy  so  nehmen  die  Gleichungen  6)  und  7)  folgende  Formen  an: 

14)      »{x,q-)  =  (-1)  V  *-   |^^^'^^^"J7*(^-~log^^^^^ 


«--1 

2 


15)      *(a:,^»)  =  ||^^//*(x-Jlog(^,«). 


2 


Die  Gleichung  15)  gilt  auch  flir  die  Functionen  ^3,  ^1  und  ^2- 

Setzt  man  ^  +  -^   statt  x^  so  erscheint  auf  beiden  Seiten  die  Func- 
tion ^3, 

Aus  den  Gleichungen  8)  des  §  16  folgt  für  n  =  2m  + 1 : 
^(a:  +  ^log^,  ^)  =  {—iyq'^^e^d^iixyql 

oder  q  "  statt  q  gesetzt: 

1  1  2. 


Lässt  man  in  der  Gleichung  15)  o:  um  -^  log  q  zunehmen,  so 
folgt,  dass  d-  durch  ^1   ersetzt  werden  kann.    Durch  Aenderung 

des  Arguments  um  -^  erhält  man  dann  weiter  die  Gleichung  fftr 

_L 
^2G^?^"  )•   I^*  diese  vier  Gleichungen  besondere  Fälle  allgemeinerer 

Gleichungen  sind,  so  soll  ihre  weitere  Ausfllhrung  unterbleiben. 

Die  Gleichung  15)  schreibe  man  auf  folgende  Art,  welche  eine 

directc  Verifioation  dieser  Gleichung  gestattet 
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^      -i' 


16)       *  {x, q  •)  =.  ^^  ^/  (*  -  ''•^**^ *  " '  *> 

Diese  Gleichung  lässt  sich  auf  folgende  Art  erweitern.  Es  sei 
t  eine  positive  oder  negative ^  ganze  Zahl;  welche  nicht  durch  n 
theilbar  ist    Nimmt  man: 

SO  ist  log^»  = 1 — logp  und  q=^p.    In  der  Gleichung  16) 

i  2im    i 

vertausche  man  q^   mit  e  **  ö'",  dann  ist: 

n—l 

2i7ii    1  2 

17)      Hx,e~q^)  ^  Q,  nH=^  +  r„'^\q), 

»-1  ^ 


2 

wo  zur  Abkttrzimg  gesetzt  ist: 


%in%  1 


18)      ß,  »^(ilfli. 

Nach  der  obigen  Bemerkung  gilt  die  Gleichung  17)  fUr  jede 
der  vier  Theta-Functionen.  Hierdurch  ergiebt  sich  folgendes  System 
von  Gleichungen: 

n—l 


19) 


»-1  » 


8 

2tm 


#,(ar,  e  «  r)  =  OillM^  +  r  HffLlzilSI«,  5), 


—   1 

Die  Herstellung  dieser  Gleichungen  basirt  auf  der  einfachen 
Betrachtung,  dass  bei  dem  Uebergange  von  q  in  q**    die  letztere 


\ 


870 

Quantität  n  verschiedene  Werthe  hat,  welche  Bämmflich  enthalten 
sind  in: 

2<7rt    1 

e^  q^  ftir  t  —  0,  1,2,. ,.»1—1. 
Die  Gleichungen  19)  lassen  sich  direct  beweisen,  wenn  die 
rechts  stehenden  Theta- Functionen  in  Form  unendlicher  Producte 
dargestellt  werden.  Sowohl  mit  Kficksicht  auf  die  grosse  Bedeutung 
der  Gleichungen  19),  wie  auch  einer  allgemeinem  Darstellung 
derselben',  soll  der  Beweis  auf  die  angegebene  Art  ausgeführt 
wer^n«  Das  anzuwendende  Verfahren  ist  von  Jacobi  ngeigßh^ 
worden.  Die  erste  gedruckte  Notiz  hierftber  findet  sich  bei  Sohnke: 
Aequationes  modulares  pro  transfonoiktione  Funotionum  EUipti^arvun. 
(Grelle.  Joum.  1 16  p.  104  vu  t). 

Mit  Bttduich«  auf  die  in  9)  gebrauchte  Bezeichnung  g>(q)  ist: 


OD 


Man  setze  hierin: 

n 
wo  fi  eine  ganze  Zahl  bedeutet,  welche  nicht  dureh  n  tfaeühar  ist; 
daiiselbe  finde  für  die  Zahl  t  statL    Es  ist  dann: 


20)      »(^-f.r^^-*H^g) 


n 

00 


1 

Es  ist  nun: 


oder: 


q  »   -a  (e  *  q^)  e      * 


2rfmi 


da  e^^^'^^^^  —  1,    Die  vorstehende  Gleichung  mit  e"    »      multi- 
plicirt  jpebt: 

21)      q  ^  e      ^     mm  (e  ^  q^)  e         * 
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Es  IftMt  sidi  Ar  ein  gegebenes  n  immer  i  so  bestimmen,  dass 
V — (i  dnrcb  n  theflbar  ist^  also: 

22)  2^  ^  /f(modn). 

Mnn  kann  z.  B.  2^ »»  ^  -f  n/i  »=  (n  +  l)/<  nehmen..  In  diesem 
FaUe  ist: 

Hierdnreh  wird  die  Gleichung  21)  einfacher: 

q      "*e^   *•     —  (^  «  ^»)^       '-    . 
Setzt  man  zur  Vereinfachung: 

23)  ij  "    «.  ö, 
so  ist: 

Die  Gleichmig  20)  itast  skh   hierdurdi   anf  fcdgende  Form 
bringen: 

^(^)/]|r(l_(ag«)«(2*--n+^^[l_(a^*)«(^-^)--«^e-"toi]. 

1 
Ist  n  eine  ungrade  Zahl,  nimmt  $  alle  ganzaahligen,  positiren 

WerChe  an^  femer  r  alle  ganaiaUigen  Werthe  ?on ^  bis 

^   I  so  durehlAuft  jeder  der  Ausdrucke  n(2^ — 1)±^  i^  v»* 
gradtn,  posiÜTen  Zahlen«     Man  findet   dieses  leieht,  wenn  in 


n(2f--l)  +  2r  suceessive  «— >1, 2,...  gesetzt  wird  und  in  jedem 
der  so  erhaltenen  Ausdrfteke   r   die  ganzzahligen  Werthe  von 

^~    Ins  ^*^  annimmt    Auf  diese  Art  ergiebt  sieh  folgendes 


2     —      2 
Schema: 

Werthe  von  n(2*— l)  +  2r. 

f  «B  ly  ii+2r  »»  1,3  .•*.  2n — 1^ 
#—  2,  8ii  +  2r  mm  an+1,  a»  +  3,  ...•  4»— 1, 
#  —  3,  6n  +  2r  —  4fi  +  l,  4n  +  3,  ....  6ii--l, 
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Legt  man  in  der  Gleichung  24)  r  alle  ganzzahligen  Werthe 

n —  1     •    n——\. 
von ^ —  bis  —^   bei,  bildet   das   Product    der    erhaltenen 

Gleichungen,  so  ist: 


n— 1 
2 


//»(x  +  r^^-;^^g,,)=^ 


<T— .OD  1  1 

a  =  l 

Abgesehn  vom  Factor  9)(«^")  ist  das  unendliche  Product  auf 

der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  d-ipCy  aq"").     Hierdurch  ergiebt 

sich  folgende  Gleichung: 

1    »--1 

'>K\      sLt    '     -^\        £WZ)    fr  ^,     ,     (iit—Üogq      . 
25)      *(a?,a?»)  =    «/-«>    JJ  »(x  +  r!^ -— ^,  «)• 


yC*) 


—1  « 


8 

Diese  Gleichung  wird  mit  der  ersten  Gleichung  19)  identisch^ 
wenn  links  der  Wei-th  von  a  aus  23)  substituirt  wird  und  man  als 
Lösung  der  Congruenz  22)  einfach  fi==^2t  nimmt.  Ganz  analog 
lassen  sich  die  übrigen  in  19)  enthaltenen  Gleichungen  darstellen^ 
oder  einfacher,  durch  Aenderung  des  Arguments  x  aus  der  Gleichung 
25).    Um  Wiederholungen  zu  yermeiden,  sollen  die  Gleichungen  fUr 

J-  -L  i. 

M^y^Q'')^     ^l(^,«^'*),    M^y^^Q"") 

weiter  unten  aufgestellt  werden,  da  die  rechte  Seite  der  Gleichung 
25)  sich  mit  Hülfe  sehr  einfacher  Betrachtungen  auf  eine  allgemeinere 
Form  bringen  lässt.  Es  sei  g  eine  ganze  Zahl,  welche  nicht  durch 
n  theilbar  ist  Zur  Vereinfachung  werde  n^  «=  2m  + 1  genommen. 
Das  Product  P  definirt  durch  die  Gleichung: 

26)    />=     //^(.  +  ,.^-£=jip,,) 

ist  gleich  dem  Producte  der  Theta- Functionen  auf  der  rechten 
Seite  der  Gleichung  25),  multiplicirt  mit  einem  Factor,  welcher  von 
X  unabhängig  ist. 
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Die  kleinsten  Reste  der  Multipla  in  Beziehung  auf  2m +1 
sind  zwischen  — m  und  m  enthalten.  Bezeichnet  man  diese  Beste 
durch  ±(>i,  ±(^  ••••  ±.Qmy  so  kann  man  setzen: 

9  =  (2m+l)Äi  +  (»i,         —g (2^+1)^1—^1, 

2g  =  (2m+l)Ä2  +  p2,       —2^  =  — (2»»+ l)^^  — pa, 
27)    ' 

mg  =  (2m  +  1)  Am  +  pm,     —mg  =  — (2m+  i)Äm— ()«. 

In  diesen  Gleichungen  sind  hi,  ^; . .  Am  ganze,  positive  oder 
negative  Zahlen.  Es  stellen  qi^  Q2}  •  •  (>m  die  Zahlen  1,  2,  ...  m  in 
beliebiger  Reihenfolge  dar. 

Wegen  der  Gleichungen  27)  ist: 

Man  bilde  das  Product  dieser  beiden  Gleichungen.    Da  nun: 
SO  folgt: 

*Äft^    A.r^Mn  /^^— ^'^Qgg  ^\Ar^     n  f^—^^^SQ  ^n  „ 

28)    ^(^  +  ^p     2m  +  l     >^}^y^—^P     2m  +  \     '^^ 

^'^^     *2m+l    "■*  2m+l  ^^ 
q  ex 

^^^  +  ^P    2m+l    ^^^^^^~<^^    2m  +  l    '  ^^• 

Der  Ausdruck  für  P  in  der  Gleichung  26)  lässt  sich  hierdurch 
auf  eine  Form  bringen,  welche  der  rechten  Seite  der  Gleichung 
25)  analog  ist  Da  in  der  Gleichung  28)  Qp  die  Werthe  1,  2,...m 
annimmt,  so  nehme  man  einfach  r  statt  Qp.    Ferner  werde: 

Äl^  +  V  +  ...  +  Ä2m=-SA^  ..piÄi  +  e2Ä2+....+PmAm=-2()A, 

(>l^  +  p2^+..-+(>^«   ==   £(f\ 

gesetzt.    Die  Gleichung  26)  wiitl  dann: 

Ennoper,  eUlpt.  Fnnctloiien.  18 
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r  i— — m 

Es  ist  nun: 

30)    ^[Ä^  +  ä^T-iJ^^       (2m  +  l)^    '-^(2m  +  l)^ 
In  Folge  der  Gleichungen  28)  ist: 

Es  ist  ferner: 

.     o       (2w  +  l)(»i  +  l)w 
i-p2  =  12  +  22+..  +m^  =^ —        6  ' 

Die  Gleichung  30)  wird  hierdurch: 

öl)    i|^Ä  +2m+lJ  6(2»»+ 1) 

Die  Gleichungen  27)  quadrirt  und  addirt  geben: 
^2(12  +  2»  +  . .  +m2)  —  (2«  +  1)«  2:A2  +  2(2»»  +i)i:kQ  +  SqK 

Da  nun  ^p»  =  1«  +  2»  +  . .  +  «*,  so  folgt: 
(g^-l)(2»»+l)»»(m  +  l)  _  ^2»»  +  1)»  2A«  +  2  (2»,  +  1)  Shg. 

Diese  Gleichung  giebt: 

o  v_5£_  _  (g^-l)>»(m+l) 

-^-^S^r+l  ~        6(2« +  1) 
Mit  Bttcksicht  hierauf  ist : 

32)    e         ■^"•+^  =e         '<^'"+'^         , 

da    e~^^^''*"*  ==  1.    Wegen  der  Gleichungen  31)  und  32)  nimmt 
die  Gleichung  29)  folgende  Form  an: 

fiTti         1       —  »Km+Oly'— >)    m 


— m 


Substituirt  man  ftr  P  seinen  Werth  aus  26),  nimmt  wieder 
2m +\  =  n,  also  m  =  — ^ ,  so  .folgt: 
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f»— 1 
3" 


y/^(,+  ^,^JI=ite,,) 


»— 1 


{e      q   )  IJ^ix  +  r^ jj— s-,  ^). 


n— 1 


2 

Diese   Gleichung   endlich  in  Verbindung   mit   der  Gleichung 
25)  giebt: 


1  '^. 

3 


1 


33)    »ix,  ««")  =  Q  Jl»(x  +  gr(^^^^=^,  q), 

2 

wo: 

34)     0=^(.%-)  «  .^. 

Nun  ist  2^  ^  ju  (med  n\  also  nach  23)* 

IT  .       n 

e       =  ±e       =  ±0. 

Mit  Ausnahme  der  Zahl  3  ist  jede  ungrade  Primzahl  in  der 
Form  6a +1  oder  6a — 1  enthalten.    Es  ist: 

^5^^^  =  2a«  +  «(a±l). 

Die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  ist  offenbar  eine  grade  ZahL 
Für  w  =  3  ist: 

(n^— l)Or^— 1)        2Gya-l) 
12  3 

Da  nun  g  nicht  durch  3  theilbar  ist,  so  l&sst  g  einen  der 
Seste  1  oder  2,  in  beiden  Fällen  ist  dann  g^  —  \  durch  3  theilbar, 

also      ^  ^ — ^  eine  grade  ZahL    Für  eine  ungrade  Primzahl  n  und 

^                                                                   fn^— 1)  (^^— 1) 
eine  nicht  durch  n  theilbare  Zahl  g  ist  also  immer  ^^ j^^ ' 

eine  grade  Zahl.    Nimmt  man  folglieh  in  34): 
so  folgt: 

18* 
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35)     (>  =  («.'•)  ''  •^. 

Da  g  und  fi  nicht  durch  n  theilbar  sind,  so  kann  man  gfi  =^ 
vn  +  m  setzen,  wo  »i  <  n  ist.    Mit  Beziehung  hierauf  folgt  : 

^(x  +  gr^ z—^y  ^)  =  H^+vjt  +  r ^ — ^-^,  q)  = 

Die  Gleichungen  21  =  (i  (modn),  gfi  ^==^  m  +  vn  zeigen,  dass 
'2^^  =  m  (modn)    ist.     Der   Symmetrie    halber   bezeichne   man  g 
durch  m'^  so  dass  also  2mU  =  m  (mod  n)  ist  und: 

9^\x  +  gr ,  q)  =  ^(x  +  r ,  q). 

Die  Zusammenstellung  dieser  Gleichungen  mit  den  Gleichungen 
23),  33)  und  35)  giebt: 

36)    Hx,ag^)^Q.     JX     »(x  +  r"^-f '^"^^  g). 

r  — j- 

1 

2»i'^  =  1»  (mod  n). 

Die  Gleichung  36)  lässt  sich  noch  auf  verschiedene  Formen 
bringen,  von  denen  die  beiden  folgenden  erwähnt  werden  mögen. 
In  der  Gleichung: 

»(z,  q)  =  (—  1)^'  ^"^^  e^'"'^'  ^{z  +  mjt—mH logq,  q) 

setze  man  z  =  x—r —,  lege  r  die  Werthe  1,  2, . .  — ^- 

bei  und  bilde  das  Product  aller  so  erhaltenen  Gleichungen.    Eine 
leichte  Bechnung  ftlhrt  dann  auf  folgende  Relation: 
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-1 

'2  _y..  1 1 


1  '^  _ll;-l  L  ^  J 

3 

=  (—1)  tf    "^        ^     ö'  ^  X 


«—1 

2 


J/H^  +  in—r) ^ sl,  q]. 

1 

Da  nun  allgemein  ftlr  eine  beliebige  Function  ^(t)  von  t: 

1  »+i 

2" 

80  läset  eich  die  Gleichung  36)  auch  schreiben: 

0  '^ 

39)    /•(^)  =  (_1)      2       y      ^«       ,  4»  ^ 

In  dem  Product  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  39)  trenne 
man  die  graden  Werthe  und  die  ungraden  Werthe  von  r.  Es  ist 
dann,  auf  beiden  Seiten  mit  ^— »>'(»— i)a^'  multiplicirt, : 

40)    d'{x^  aq    ).e        ^        '      = 

n— 1 

F{q)]jH^  +  ^r jj — as?,  ^)x 

0 

»1—1 

0 

In  der  Gleichung: 
HhO)  =  (— 1)^'^'%-^'^'^*  H^—mJt  +  mfi\ogq,q) 

nehme  man  z  =  a;  +  (2r— 1)^^~^^  ^^^,    lege  r    die    Werthe 
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»— 1 

^r  %  •'        2~" 


bei  und  bilde  das  Product  der  00  erhaltenen  Glei- 


chungen.   Hierdurch  folgt: 


5—1 
9 


//-»[^  +  (2r-l)'»"-"^*^^^g] 


1  « 


m'(»— 1)  m^C»— 1)  — wm'(n— iy»t 


(_1)      2       ^-mt«-l)ati^      2n      ^  2n  X 


-I 


1  '* 

Mit  Rttcksicht  auf  die  Gleichung 

«—1  1»— 1  n—l 

geht  die  Gleichung  40)  in  folgende  über: 


1  "» 


41)    »(x,«g^)  ^  A^)  TT^^C^  +  ^r'^-f '^"g^g), 


-1  » 


wo: 

m'(it— 1)  m'\n— 1)      matt»— 1)*  . 
r(q)  =  (-1)       2^2«^  2«       '^•.^(^). 

Für  /'(^)  werde  der  Werth  aus  39)  substituirt.    Da  n — 1  eine 

grade  Zahl,  also: 

(_  i)w'(n— 1)  _  i 

ist,  so  folgt: 

42)     r(s)  ^  Qq      ^"^      e         ■-    ^»         4i»  J     ^ 
Nun  ist  identisch: 

(n— 1)2  .  n2  — 1        (n—l)«  .  n«— 1      n«— 1  ,      n«— 1 

2n      ^     An  2n      ^     2n  4«  An    ' 

also,  da  n — 1  grade: 

,««— 1   . 

mm'— 7 — nt 
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In  Folge  der  Gleichung  37)  ist  aber  m  s  2«»'/  (modn),  femer 
ist  — ;; —  eine  grade  Zahl,  wenn  n  ungrade  ist.    Hieraus  erhält  man : 


»i'«(n»— 1) 


2n  4n    J        ___  ^  4»  ,_. 


Der  Werth  von  f{q)  aus  42)  lässt  sieh  nun  einfitcher  schreiben : 

d.  i.  nach  37) : 

1  (n«-l)(4m''~l)  ^ 

43)      A.)  =  («.^)  ^^  •^. 

Die  Gleichung  41)  lässt  sich  auch  direct  aus  der  Gleichung 
36)  ableiten,  wenn  man  m  und  m'  nicht  ohne  gemeinschaftUchen 
Factor  annimt  Setzt  man  2m  und  2m^  statt  m  und  m^ ,  so  wird 
die  Gongruenz  2m'  t  =  m  (mod  n)  nicht  geändert.  Die  Constante 
Q  in  37)  nimmt  dann  die  Form  f{q),  bestimmt  durch  43)  an, 
während  in  dem  Producte  der  Theta- Functionen  auf  der  rechten 
Seite  der  Gleichung  36)  r  in  2r  ttbergeht. 

Man  kann  die  Gleichungen  36)  und  41)  in  Formen  darstellen, 
welche  etwas  einfacher  wie  die  angegebenen  sind  und  zu  ähnlichen 
einfachen  Betrachtungen  Veranlassung  geben ,  wie  die  Unter- 
suchungen von  §  37. 

Es  ist  nach  37)  m  =  2mU  (modn),  also  wenn  h  eine   ganze 

Zahl  bedeutet:  m  =  2mU  +  hn,  mithin: 

mjt—m'ilogq        ^_  .  _^2tJt—ilogq  _ 
n  n 

2tni    1^ 
Ä;r--m'i^5£i±j££Li  =.  hjt  +  m^ilog{e  «   ^'»), 

oder  da: 

2tni 

e  "^     =  a, 

so  folgt: 

l 

2^  =  hx — m'rlog(a^"). 
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Setzt  man  zur  Vereinfachung: 

44)       aq*^ 
BD  ist: 

mx  —  m^ilogq 


—  q^ 


45) 


n 


hx  —  mUlogqi. 


In  die  Gleichung  41)  fUhre  man  aus  44)  ^i  statt  q  ein,  so  dass 
q%  wegen  der  Gleichung  45)  ist  dann: 

46)    #(x,  ft)  =  fig)  JI  »Qc—2rmUlogqi,qr). 


Zu  einer  analogen  Gleichung  giebt  die  Gleichung  36)  Veran- 
lassung, welche  auch  direct  aus  46)  durch  Vertauschung  von  f(q) 
mit  Q  und  2r  mit  r  folgt,  nämlich: 


9 


47)       *(x,  qi)  =  0  n  &(x  —  rm'i\ogq,,qfy 


»— 1 


In  41)  x  +  -^  statt  o;  gesetzt  giebt: 


2    - 


48)     »,(a:,«g")  ^  /(g)  //  h(x  +  2r"''-'^'^'^^ ,  g). 


Es  ist: 


l 


1 


#3(a:  +  Y^og^,a^^)  -  ^s(^+  ylog^",«^'*)  = 
^zlx—^^oga+^\og(aq''),aq''l 


Da  nun  a 


mithin: 


2i7ii 
e  ^  ,  also  logce 


=  ,  so  ist  allgemem 
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Wegen  a"  >==  1  folgt  schlieBslich: 

In  1 

<^s(x  +  -^log?,  «?«)  =  q     4  ««*»■  *i(x,  aq"). 

Mit  Bttcksicbt  auf  die  vorstehende  Gleichung  giebt  die  Olei- 
chang  48)  durch  Zunahme  von  x  um  -^  logg: 

4  n — 1 

49)  H^,  aq^)  =  /(«)  t  *^(^  +  2r»^-f^^g.  ,). 

_»— 1 

Lässt  man  hierin  x  um  -ö-  wachsen,  so  folgt,  da  ( — 1)**'^ 
-  1, 

50)  ^K*,««")  =  m  U  »i(^  +  2r"^-f^"g^  g). 

»—1 

2 

Analog  der  Gleichung  36)  kann  man  die  rechten  Seiten  der 
Gleichungen  48),  49)  und  50)  ausdrücken,  wenn  /(g)  mit  Q  ver- 
tauscht wird  und  r  an  die  Stelle  von  2r  unter  dem  Producten- 
zeichen  tritt 

%  89.    Die  n  Transformationsgleichungen  der  elliptteclien 

Functionen^  welche  dem  Uebergange  von  qi^aq^  der  Theta- 
Fnnctionen  entsprechen.  Die  zweite  reelle  Transformation 
Ton  Jacobi.    Uebergang  Tom  kleinern  zum  grosseren  Modnl. 

Die  Resultate  des  vorhergehenden  §  geben  zu  allgemeinen 
Transformationsgleichungen  der  elliptischen  Functionen  Veranlas- 
sung, wenn  man  die  unnöthige  Beschränkung,  dass  der  Modul  einer 
reelle  Quantität  sei,  wegfallen  lässt.  Die  Begründung  der  Lehre 
von  den  elliptischen  Functionen  mit  Hülfe  der  Theta-Functionen, 
setzt  nur  voraus,  dass  die  in  der  Rechnung  auftretenten  Reihen 
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convergent  sind.    In  Folge  der  Bemerkungen  auf  pag.  80  ist  die 

hinreichende  und  nöthige  Bedingung  der  Convergenz  von  d-(x,  q)y 

dasB  f&r  einen  complexen  Werth  tou  q^  der  reelle  Theil  desselben 

kleiner  wie  die  Einheit  ist    Die  allgemeine  Transformation  der 

elliptischen  Functionen  beruht  auf  der  Gleichung  11)  ron  §  36,  wenn 

man  nicht,  wie  es  Abel  thut^  diese  Gleichung  durch  Trennung  der 

reellen  und  imaginären  Theile  in  zwei  Gleichungen  zerlegt.    Uebri- 

gens  hat  Abel  in  andern  Arbeiten  die  sämmtlichen  Transformationen 

betrachtet,  welche  den  Formeln  des  §  38  entsprechen. 

Es  bedeute  n  eine  ungrade  Primzahl,  ferner  sei  a  eine  Wurzel 

der  Gleichung: 

1)    a"  =  1. 

Den  Gleichungen: 

^*  -  slf^  ^  -  .^' 1/?  -  *'<«"^ 

entsprechend  setze  man: 

OD  1    /2j— i\a 

i/r  =  »»(<>>  «g)  _  ^^ 


2) 


1  (X> 


*8(0,a«''')  Sc«?")'* 


OD 


,7  _  »(o,«y^)  _  S(-iy(«g")' , 


1/ 


n  n 


^      J      l/l—Psin««;  "     '  y      l/l  -  /'»  sin» it;  " 

Jeder  Wurzel  a  der  Gleichung  1)  entsprechen  nach  2)  be- 
stimmte Werthe  von  /  und  /',  und  wiederum  diesen  Werthen  be- 
stimmte Werthe  von  L  und  V  aus  3). 

Die  Gleichungen  50)  und  41)  des  vorhergehenden  §  geben 
durch  Division: 
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Wendet  man  auf  diese  Gleichung  die  Principien  des  §  16  an^ 
sowie  die  in  2)  und  3)  enthaltenen  Bezeichnungen^  so  folgt: 


4)    V/Tsinam^?^, /) 


n — 1  -y- 


/      4\'T"  ./TT  •          2A!a;  rr  •          /a  w^^^  —  w'ilog^  ,  2Kx\    ^ 
(— 1)  ^     t/A:»sinam — JjmnamlAriC ^^H Ix 


2 


TT  •  /^   rr^wr — m^ilog^     2A?i;\ 

//  Bin  am    ArIC 2^ )  • 

1  \  n  jt  ) 

K* 
In  dieser  Gleichung  setze  man  log^  «^  — jr~,  also: 

„m:^ — m'i  log  g        mA^  +  m'i  K' 
K  — — — ^   SÄ  __— . . 

not  n 

Zur  Abkürzung  flihre  man  folgende  Bezeichnung  ein: 

^)   ;; —  =  ^' 

n 

Setzt  man  weiter =  i^,  go  nimmt  die  Gleichung  4)  die 

einfachere  Form  an: 


«)    l//8inam(^,  /)  = 


ll—l 

n— 1  3 


( —  1 )  ^    i/ä*  sin  am  u  JQT  sin  am  (4r co  +  m)  sin  am  (4r<ö — w). 

1 

Nimmt  man  statt  der  Gleichung  41)  die  Gleichung  86)  von 
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§  38  und  die  entsprechende  Gleichung  ftr  ^t  (^^  ^9  "  )>   so   erhält 
man  analog  wie  die  Gleichung  6): 


7)     l/Tsinamf  — ,  Ij  = 


n— 1 


3 


( — 1)   ^  |/Ä*^8inamM^7^8inam(2rcö  +  w)  ßinam(2rG> — u). 

1 

Ebenso  wie  flir  Sinus  Amplitudinis  lassen  sich  aus  den  Glei- 
chungen 41),  49)  und  48)  des  vorhergehenden  §  die  entsprechenden 
Gleichungen  für  Cosinus  und  zf  Amplitudinis  herleiten.  Man  er- 
hält so  ohne  die  geringste  Schwierigheit: 


')i/i 


flu 
cos  ani  ( -jp 


.') 


»— 1 

2 


1/  P»  ^^  ^^^  n  cosam(4rcö  -|-  u)  cosam(4rco — w), 


Jam 


9) 


M. 


)/T' 


2 


JJ  A  am  (4rco  +  w)  J  am  (4rc» — ti). 


In  dieser  Gleichung  kann  man  ähnlich  wie  in  der  Gleichung 
7)  unter  dem  Productenzeichen  auf  den  rechten  Seiten  2r  durch  r 
ersetzen.  Mit  Rücksicht  hierauf  geben  die  Gleichungen  8)  und  9)^ 
wenn  m  =  0  gesetzt  wird: 


10) 


3 


I/f""  l/^»/7cos2am4ra>  =  |/|?^i/'cos2am2ra>, 

11  1 

-TT  =  -7=   ITj2am4r<»  =  -7=  // J^am  2r(ö. 


Die  Gleichungen  6)  und  7)  diridire  man  auf  beiden  Seiten 
durch  sin  am  u  und  setze  u  =  0.    Für: 
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11)    ^  =  1 
ergiebt  sich  dann  folgende  Doppelgleichung: 

Durch  Gombination  der  Gleichung  10)  und  12)  folgt: 

_/^  anr  /cos  am  4ra>y  yy- /cosam2ra>y 

k^  ~  -^f  \  Jam4rcö  /    ~     i    \"JiSm2rSr/  ' 


13) 


1/  ^»         "  ( J  am  4ra>)2        "  ( J  am  2r<ö)2 ' 
it— 1 

( — 1)  ^     yy/  sinam4rcp   V yy/   8inam2rco   V 

ilf  ■*  ^  \  sin  coam  4rcö  /  .~  ■*  ■*  \  sin  coam  2r(o  ) 

In  der    letzten  Gleichung    ist  zur  Vereinfachung    sincoamu 

cos  am  u 
statt   "j gesetzt    Die  Gleichungen  6),  8)  und  9)  lassen  sich 

mittelst  der  Gleichungen  10),  11)  und  12)  auf  folgende  Formen 
bringen : 

2 

(u     \        sin  amu  /  r  sin  am(4rco + m)  sin  am  (4r<p — u) 
M'  7  ~  ~r~  Y  Bin'am4ra>  ^^ 

(u    \                    T-r  COS am(4rco+«)  cos am(4rco — w) 
coBam(^-^,  /j  ^ooB^muJJ co8»am4ra>    ' 

Jam  fl,,  /)  =  4am«//  ^j^(lr«>  +  «)  ^am(4ra>-u) 
\i!f'  /  ^^  J^am4rcö 

Auf  den  rechten  Seiten  dieser  Gleichungen  kann  man  auch  r 
statt  2r  nehmen.  Für  einige  Entwickelungen  scheinen  indessen  die 
Gleichungen  14)  sich  am  einfachsten  verwenden  zu  lassen.  Die 
Gleichungen  7),  8)  und  9)  von  §  24  auf  die  Gleichungen  14)  ange- 
wandt geben: 

15)     sinamf— ,  /]  =  y,     sinamt«  «=  x 

gesetzt: 


14) 
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16) 


~2 


1 £!— 

X   rr  Bin^am4rco 


k^x^  BiEfl  am  4rc»  ^ 


1 


X' 


8in^coani4rc9 


l/l_y2  =  \/\—x^J7- rr^-^ T-      , 


Die  Producte  auf  den  rechten  Seiten  der  vorstehenden  Glei- 
chungen lasBcn  sich  in  Bedehang  auf  x^  in  Partialbrtiche  zerlegen. 
Statt  hierbei  ein  ähnliches  Verfahren  anzuwenden  wie  bei  den 
Gleichungen  28)  von  §  37  um  schliesslich  auf  die  dort  erhaltenen 
Gleichungen  44)  zu  kommen,  möge  der  umgekehrte  Weg  einge- 
schlagen werden.  Es  werden  bei  diesem  umgekehrten  Yerfithren 
einige  difficUe  Betrachtungen  vermieden,  deien  directe  Anwendung 
in  diesem  Falle  die  Rechnungsoperationen  zu  weitläufig  machen 
würde. 

Da  nach  5)  na>  »=:  mK+mHK%  so  ist  sinam(z  +  4m)o)  »" 
sinam;;,  also  auch: 

3  S 

JJ  «isxwiifi  —  Arm)  «-  JJ Biatiia[u  +  4(n — r)coJ 
1  1 

oder  einlach: 

3  n — 1 

17)    /T^  sin  am  (w  —  4rco)  «=  //sinam(u4-4r<ö). 

1  n±l 

Die  Gleichung  6)  wird  hierdurch: 
yl  sinam(f ,  /)  -  |/jj.  Binam(j,  /)  =  //sinam(u-h4rc«). 


Auf  diese  Art  lassen  sich  die  Gleichungen  6),  8)  und  9)  durch 
die  folgenden  ersetzen: 


18) 
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,-  n— 1 


Sin  am 


cos  am 


(S'V  ^  |/7//8inam(tt  +  4ra>), 

Wegen  nco  »»  mK+mHK'  bleiben  die  rechten  Seiten  dieser 
Gleichungen  ungeändert,  wenn  u  ersetzt  wird  durch: 

w  +  4c9,  w  +  8co,  •..,  w+4(n — l)a>. 

Aus  den  Gleichungen  13)  folgt: 
»--1  »—1 

1  1  ^^ 

Hierdurch    lAsst    sich    die    erste    Gleichung    16)    fQr    y  »* 

sinamf—,  Ij  wie  folgt  darstellen: 


8 


19)    X  Jjf  (x^ — sin*  am  4ra>) — rjvBin  am  ( ^,  n  x 


n— 1 

% 


1   ^ 


1-.-^  =  0. 


Af*  sin*  am  4ra»/ 

Diese  Gleichung  wird  identisch  fUr  a:  =  sinamv.    Da  nun 

sinamf-^y /j  unverändert  bleibt,   wenn   t<  +  4^(o  statte  gesetzt 

wird,  wo  g  eine  ganze  Zahl  bedeutet,  so  wird  die  linke  Seite  von 
19)  auch  identisch  fbr  die  n  rerschiedenen  Werthe  von  x 

sinami^  sin  am  (t«  +  4a>) ,  . .  sinam[t(  +  4(n — ^)<o\. 

Man  kann  demgemäss  setzen: 

X  JJ  (x* — sin*  am  4rco) — j^^^  **i  \^f  ^]  X 

2  2 
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Die  Vergleichung  der  Factoren  von  a:»-^  giebt: 

^®^    ^sinamfj,/j  =  ]^8inam(M  +  4rcö). 

Behandelt  man  die  beiden  andern  Gleichungen  16)  auf  ähnliehe 
Art,  BO  folgt: 


21) 


»— 1 

kM 


COS  am 


0 
n— l 


(-^iA-Jam(j,/)=  2Jam(u+4ra.). 


£b  ist: 
n— 1 


2 


22)     2  ein  am  (ti  +  4rc»)  =  sin  amt«  +  ^S\  sin  am(w  +  4ra>) 


n— 1 


+  "V  sin  am(w  +  4ra>). 


3 


W^en  der  Gleichung  sin  am  (z — 4no))  =  sinamz;  ist  auch: 
n-l  n— 1 

^  sinam(w  +  4rco)  =  ^  sinam[M  +  4(M — r)(o]  = 


M-l 

»+1 

s 

n—1 
2 

2 

^  sin  am  (u  —  Arm). 
1 

Die  Gleichung  22)  wird  hierdurch: 

n— 1 

^  sin  am  (u  +  Arm)  = 


9 


sin  amu  +  ^  [sin  am  (w  +  4ra>)  +  sin  am  {u  —  4rQ>)l , 


oder,  wenn  man  rechts  das  Additionstheorem  der  elliptischen  Func- 
tionen anwendet: 


»— 1 


^^  Binam(2<  +  4r(»)  = 


0 

2 


smamu 


+  22']^' 


sin  am  u  cos  am  irco  A  am  4r€D 
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Setzt  man  die  links  stehende  Smnme  auf  die  rechte  Seite  dei 

Gleichung  20),  so  erhält  man  sin  am  f-^,  n  rational  durch  sin  amu 

ausgedrückt.  Diese  Methode  ist  von  Jacobi  (Fund.  p.  47  u.  48)  an- 
gegeben worden.  Es  leuchtet  ein,  dass  man  die  rechten  Seiten  der 
Gleichungen  21)  ganz  ähnlich  transformiren  kann.  Auf  diesem 
Wege  ergeben  sich  die  folgenden  Gleichungen,  welche  der  angedeu- 
teten Zerlegung  in  Partialbrttche  der  rechten  Seiten  der  Gleichun- 
gen 16)  entsprechen: 


23) 


kM 


smam 


&')- 


w— 1 

% 


smam 


^^sinamucosam4rQ>Jam4r<p 
^  1 — /:^sin^amttsin2am4r<o  ' 


(-l)M 


kM 


cos  am 


cos  am 


eil 


«--1 


M 


Jam 


(5-')  - 

^  '^in  COS  t 


cosamucosam4rcp 
k^  sin^  am  t<  sin'  am  4r  co ' 


.  ,  rtV^  JamtiJam4rc]9 

Jamw-f2^5 -o  .  o =-5 5 — • 

-^■1 — /:^sm2amusm2am4rco 


Aus  der  ersten  der  vorstehenden  Gleichungen  kann  man  leicht 

eine  neue  Gleichung  ableiten,  welche  der  Relation  46)  des  §  37 

1         L 
entspricht    Nach  1 1)  ist  -^^  "*=  -p»  nimmt  also  ti  um  if  zu,  so  geht 

-rz.  Aber  in  -=^  +  1.    Durch  Zunahme  von  u  um  IC  geht  die  erste 

la  Ja 

Gleichung  23)  über  in: 

Ennep«!»  elUpt.  Fnnottonen.  19 
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coBun 


keoBSLmu  .  ^.  ^^^   cosanm  JamuBineoam4rcp 

sin^  am  u  sin^  coam  4r  o»  * 


eosanm     o/^V^   cosami 
Jamu  -^  1  —  /r^  si 


Beide  Seiten  dieser  Gleichung  sind  YoUständige  Diffiirential- 
quotienten  in  Beziehung  auf  u.  Durch  Integration  folgt  ähnlich 
wie  in  §  37:  

^1  +/8inamf-^,/j 
/•  l-/8inam^J,/) 


24) 


1/ 


9 


1  +  Arsinamu  77  1  +  Ar8inamu8incoam4ra> 


1  —  /rsinamu-*^  1 — Ar8inamu8incoam4rto  * 

Fttr  einen  gegebenen  Modul  k  entsprechen  nach  2)  den  n 
Wurzeln  von  a"  >»  1  eine  gleich  grosse  Anzahl  yon  Wortl^eiL  von 
/  und  /^  £b  ergeben  sich  also  mit  Rficksicht  auf  die  erste  Glei- 
chung 16)  n  verschiedene  Werthe  von  y  m  Form  rationaler ,  ge- 
brochener Functionen  von  x,  wdche  gleichzeitig  mit  x  verschwinden 
und  der  Differentialgleichung  genügen: 

25)  ^y  _  ^     

l/(l— j/»)(l— /^y2)       jif]/(\—x^){i—ic^x^y 

Diese  n  Werthe  von  y  entsprechen  den  verschiedenen  Werthen 
von  CD  enthalten  in: 

26)      CO  =  • 

Es  hai)en  m  und  m'  weder  unter  einander  noch  mit  n  einen 
gemeinschaftlichen  Factor.  In  Folge  der  Betrachtungen  in  §  38 
(z.  B.  Gleichung  26)  kann  m  verschwinden,  aber  nicht  m\  Nimmt 
man  m'=  1,  so  kann  in  26)  m  die  Werthe  0, 1,2,  ...n — 1  an- 
nehmen. Die  verschiedenen  Werthe  von  <o  sind  dann  in  folgender 
Beihe  enthalten: 

^"^t  t  1  •  •  •  • 

n^         n      ^  n        '  n 
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^ 1 

Die  letzteu  — ^  dieser  Argumente  in  umgekehrter  Ordnung 

geschrieben  sind: 

71+  1 

(n—\)K+iX'     (n—2)l^+iX'         22"^"^'^' 
oder : 


n  ^  n  ' "  n  ' 


XL  -~~"       '  y      XL  ■  y  •  •       A  —— 


^      ^  K—iK' 


n  n  n 

Da  nun  allgemein  sin2am(4if — v)  =  sin^amt;,  so  lassen  sich 
statt  der  letzten  ^  Werthe  von  oo  der  obigen  Reihe  in  den 
Gleichungen  2)  und  16)  die  folgenden  annehmen: 

9  .    •  •  •  — — — — — ^— —   ^ 

n      '  w  n 

Die  n  Werthe  des  Arguments  o>  sind  also  auch  in  folgender 
Reihe  enthalten: 

iK^      K±%K*      2K±iK'  -Y'K±tK' 

n  '  w      '  n        '  n 

Man  kann  die  Werthe  von  <o  aueh  noch  auf  andere  Art  dar- 
stellen ^  welche  natürlich  zu  denselben  Functionalwerthen  der  yor- 
kommenden  elliptischen  Functionen  fähren,  wie  die  eben  bemerkten. 
In  26)  nehme  man  «1=1  und  w'  =  1,  2,  ..  n — I.  Hierzu  tritt 
noch  der  Werth  für  m  =  0.  Die  Reihe  der  Werthe  von  C9  ist  dann 
folgende: 

Durch  eine  ähnliche  Betrachtung  wie  yorhin  lassen  sich  statt 
der  letzten  Werthe  die  folgenden  nehmen: 

w      '  n  n 

Es  ist  dann  die  Gesammtheit  der  n  Werthe  von  w  der  Glei- 
ohwHgen  2)  und  16)  in  folgender  Reihe  enthalten: 

19* 
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y  I  "        fjp' 
i£'     K±iK'     K±%K'  ^2 

•'         «  '  )  I   ••         ————————  , 

Die  elliptischen  Funetionen,  welche  Multipla  dieser  Werthe 
von  CO  zu  Argumenten  haben,  sind  mit  einer  Ausnahme  complexe 
Grössen.  Nur  in  einem  Falle  geben  die  Gleichungen  2)  fbr  /  und 
Vy  also  auch  für  L  und  Uy  reelle  Werthe,  wenn  nämlich  a  «=  1  ist 

Dann  ist  co  =  — ,  wie  z.  B.  aus  den  Gleichungen  19)   von  §  38 

fUr  r  »=  0  folgt.    Mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  7)  von  §  8 

iK* 
geben  die  Gleichungen  13)  und  16),  wenn  o»»»  —  gesetzt  wird,: 

%-\  II— 1 

l/Z_  TT—XJLU.—  TT  \  «       / 

Bin^aml ,*')  sm>am( ,*') 

1  ^    TT \   n        J    ^    TT \  n    '    J 

sin^coaml ,hf\  8in*coaml ,k\ 

l+x*oot»amf^^,*'^ 
y  ==  £/T V   "      /     . 

^        l  +  **a;»tangiam(^,A') 

Die  vorstehenden  Gleichungen  constitairen  nach  Jaeobi  die 
zweite  reelle  Transformation.    Nach  Gleichung  4)  des  %  22  ist: 


^  -  4G^-)' 


1^ 

Nimmt  man  q^  statt  (jr,  so  folgt: 


OD 


1  +  ^  " 
Die  vorstehende  Gleichung  zeigt,  dass  ftlr  ein  wachsendes  n 
der  Complementftrmodul  V  unbegränzt  abnimmt,  mithin  der  Modul 
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/  gegen  die  Einheit  eonvergirt  Aus  diesem  Grande  bezeichnet 
Jacobi  die  Transformation  als  diejenige  des  kleineren  in  den 
grösseren  Modal,  im  Gegensatz  zu  der  in  §  37  behandelten  Trans- 
formation. 

Die  Vereinigung  der  Kesultate  des  vorstehenden  §  und  des 
§37  zeigt,  dass  f&r  eine  ungrade  Primzahl  n,  der  Differential- 
gleichung 25)  durch  n+\  Werthe  von  y  in  Form  rationaler,  ge- 
brochener Functionen  von  x  genügt  wird.  Die  n  +  1  Werthe  von 
/  werden  aus  k  erhalten,  wenn  q  ersetzt  wird  durch: 

i.  Jl  i.  i. 

WO  a  eine  Wurzel  von  a*  —  1  ist 

Dieses  schöne  Resultat  findet  sich  zuerst  in  einem  Briefe  von 
Jacobi  an  Crelle  vom  Jahre  1828,  welcher  unter  dem  Titel:  „Note 
sur  les  fonctions  elliptiques''  im  dritten  Bande  von  Crelle's  Journal 
(p.  193)  abgedruckt  ist  In  demselben  Bande  befindet  sich,  mit 
Beziehung  auf  die  Mittheilungen  von  Jacobi^  der  Aufsatz  von  Abel: 
„Sur  le  nombre  des  transformations  diff^rentes,  qu'on  peut  faire 
subir  ä  une  fonction  elliptique  par  la  Substitution  d'une  fonction 
rationelle  dont  le  degr6  est  un  nombre  premier  donn&  (p.  394 — 
401.  Oeuvr.  t  L  p.  309  —  316).  Abel  giebt  Beweise  der  von  Jacobi 
einfach  aufgestellten  Theoreme,  wobei  die  schon  frtther  erwähnten 
meisterhaften  Untersuchungen  in  Nr.  138  der  „Astr.  Nachr.^  (Band 
6.  p.  365  —  388,  Oeuv.  1 1.  p.  253 — 274)  zur  Anwendung  kommen. 
Eine  spätere  Arbeit  von  Abel:  „Note  sur  quelques  formules  ellip- 
tiques^  (Crelle  J.  t  4  p.  91,  Oeuv.  1 1.  p.  305)  behandelt  denselben 
Gegenstand,  fUr  den  Fall,  dass  der  durch  /  bezeichnete,  transfor- 
mirte  Modul  k  eine  reelle  Grösse  ist 

In  der  Abhandlung  „De  fonctionibus  ellipticis  commentatio 
altera''  (Grelle  J.  t  6.  p.  397 — 403)  hat  Jacobi  eine  neue  Herleitung 
der  in  den  Gleichungen  16)  enthaltenen  Transformationsformeln 
gegeben,  welche  auf  Betrachtung  der  drei  Beihen  basirt  ist,  welche 
die  rechten  Seiten  der  Gleichungen  20)  und  21)  bilden.  Auch  in 
diesem  Falle  enthalten  die  Untersuchungen,  wie  die  j^Fimdamenta^ 
nur  eine  Yerification  der  aufgestellten  Formeln«    Die  beiden  reellen 
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Transformationen  Jacohfs  hat  Legendre  im  ersten  und  zweiten 
Supplement  zum  Gegenstande  sehr  eingehender  Untersuchungen 
gemacht.  Die  Substitutionsgleichungen  werden  ähnlich  wie  bei 
Jacobi  verificirt.  Ungeachtet  einer  Menge  sehr  nützlicher  Detail- 
untersuchungen bleiben  die  Resultate  innerhalb  der  Gränzen  der 
„Fundamenta".  Auf  pag.  32  des  „Premier  Supplement"  wird  die 
Relation  zwischen  k  und  /  durch  die  ganzen  elliptischen  Integrale 
gegeben,  davon  aber  keine  Anwendung  auf  die  Transformation 
selbst  gemacht.  Nur  auf  pag.  127  (DeuxiÄme  Supplement)  wird 
eine  sehr  kurze  Anwendung  des  Satzes  von  Cotes  gemacht,  auf 
welche  schon  früher  Jacobi  hingewiesen  hatte.  (Grelle  J.  t.  3.  p.  305). 
Die  grosse  Allgemeinheit  der  von  Jacobi  gefundenen  Transforma- 
tionsgleichungen veranlasste  bald  nach  ihrer  Publication  mehrere 
Beweise  und  Darstellungen  derselben,  von  denen  die  folgenden 
angemerkt  werden  mögen,  welche  die  ersten  Versuche  sind,  die 
Wichtigkeit  der  Lehre  der  elliptischen  Functionen  in  verschiedenen 
Ländern  hervorzuheben. 

Plana:  Methode  616mentaire  pour  decouvrir   et   dimontrer  la 
possibilite    des   nouveaux   theor^mes   sur    la  thäorie  des 
transcendantes  elliptiques  p.  p.  Mr.  Jacobi  dans  le  Nr.  123 
du  Journal  allemand  intituie   ^  astronomische  Nachrichten^ 
(Memorie  della  reale  Academia   delle  scienze  di  Torino. 
1829.  t  XXXII  p.  333  —  356).. 
Als  Fortsetzung  dieser  Abhandlung,  welche  nur  reelle  Trans- 
formationen  in  Betracht   zieht,  enthalten   die   „Memorie  d.  r.  Ac. 
d.  s.  di  Torino.    Serie  seconda.    Toms  XX.  1863.  (p.  207  u.  f.)  von 
demselben  Verfasser  „Memoire  sur  la  throne  des  transcendantes 
elliptiques". 
Poisson:  Rapport  sur  un  ouvrage  de  Mr.  Jacobi,  intituld:  Funda- 
raenta  nova  functionum  ellipticarum.    (Mömoires  de  FAca- 
d^mie.  1830  t.  X.  p.  73— 117.) 
Ivory  On  the  Theory  of  Elliptic  Transcendentes.    (Philosophical 
Transactions.  1831.  p.  349— 377). 
Diese  Abhandlung,  welche   nur   reelle   Transformationen   zu 
Grunde  legt,  zeichnet  sich  durch  Untersuchungen  der  Transformationen 
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grader  Ordnung  aus.  Es  ergiebt  sich,  dass  in  dem  bemerkten 
Falle  der  Differentialgleichung  25)  durch  einen  Werth  von  y  genügt 
werden  kann^  welcher  in  Beziehung  auf  x  nicht  rational  ist. 

Die  Darstellung  der  Ftmdamenia  findet  sich  ziemlich  Tollständig 
reproducirt  in  dem  Artikel  „Elliptische  Functionen"  ron  Sohnke, 
enthalten  in  dem  Werke;  Allgemeine  Encyclopaedie  der  Wissen- 
schaften und  Künste  herausg.  y.  Ersch  u.  Gruber.  Erste  Section 
A— G.  Vierzigster  TheiL  Nachträge.   Leipzig  1844.  (p.  77  —  135). 

%  40.   Die  Theta-Füiietioiien^  in  welchen  q  durch  q^  oder  l/^ 

ersetzt  Ist  und  die  entsprechenden  elliptischen  Functionen. 

Die  Theta -Functionen  mit  dem  zweiten  Argumente 

ni 

Aehnlich  wie  in  den  §  37)  und  38)  lassen  sich  mittelst  des 
Satzes  Ton  Cotes  die  Theta-Functionen,  in  denen  das  zweite  Argument 
q  durch  q^  oder  \/q  ersetzt  ist,  durch  die  ursprünglichen  Functionen 
ausdrücken.  Man  kann  hierbei  verschiedene  Wege  einschlagen 
z.  B.  sich  der  Gleichungen  14)  und  16)'  des  §  18  bedienen,  welche 
die  Darstellung  der  Theta-Functionen  in  Form  unendlicher  Producte 
nicht  Toraussetzen.  Dieses  Verfahren  bietet  indessen  keine  Vor- 
theile  gegen  die  Anwendung  unendlicher  Producte.  Für  die  fol- 
genden Untersuchungen  mögen  einige  Gleichungen  vorangesetzt 
werden,  welche  auch  in  weiterer  Beziehung  sich  als  sehr  nützlich 
erweisen  werden. 

In  den  Gleichungen  1),  2),  3)  und  4)  auf  pag.  104  nehme  man 
n;  «=  o;  =  y  =  z,  also  rv'  =  2a;,  o;'  =  y'  =  z'  =  0.  Man  verbinde 
darauf  die  Gleichungen  1)  und  2)  durch  Addition  und  Subtrac- 
tion,  ebenso  verfahre  man  mit  den  Gleichungen  3)  und  4).  Hierdurch 
folgt  : 

1)  2/^3  (a:)4  =  *3(0)»*3(2a;)  +  *2  (0)^  *2  (2x)  +  *(0)»{^(2x), 

2)  2*2  [xY  =  *3  (0)3  *3  (2a;)  +  *2  (0)3  *j  (2a;)  —  *  (0)«  »  (2a;) , 

3)  2i>  {xY  =  *3  (0)8  i>3  (2a;)  —  »^  (0)»  ^j  (2a;)  +  *  (0)»  *  (2a;), 

4)  2{^i  {xY  =  *3  (0)3  *3  (2a;) — »^  (0)3  »^  (2a;)  —  *  (0)3  *  (2a;), 
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5) 


Fflr  X  =  -j  geben  die  vorsteheoden  Gleichungen: 
2*,(f)*=  2*(|y  -  *s(0)»*(0)  +  #(0)»*3(0), 

2*1  {jf  =  2*«  (f )*  =  *»  (®)'  *  (0)  -  *  (0)»  »3  (0) , 
Nimmt  man  hierin  *(0)  ==  *j(0)l/F,  so  folgt: 

,,(i)*-,(£)'-l+£^,.(«)., 


Für  X  =  Y^<>84'>  *»W  ="  *j(0)|/^  leitet  man  aus  den  Glei- 
chungen 1) — 4)  die  folgenden  ab: 

In  den  Gleichun^n  5)  Bind  die  vorkommenden  Theta-Functionen 
sämmtlich  reell  und  positiv^  dasselbe  ist  mit  den  Functionen  ^3, 
&2  und  *  in  den  Gleichungeu  6)  der  Fall.  Was  die  Function  *i 
betrifity  so  ist  dieselbe  imaginär  ftlr  imaginäre  Argumente.  Die 
Gleichung  (§  17  GL  18): 


X' 


/    jc      \ogq 


log-  Mof^ 


giebt  a;  =«=  —  log^  gesetzt: 


m 

7)  *.(>,,,)  ==  -ii^/j^r^'*.(j,*'), 


WO 


log ^ log ^  =  jr2.    Da  ^1  (~,<2r'j  positiv,  so  ist  in  dem  Werthe 
*i  (x^^S^j  *^^  6)  d^®  vierte  Wurzel  der  Einheit  gleich  — i 


von 

zu  nehmen. 
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Die  Gleicbangen  10)  von  §  22  geben: 
d'(2x,q^)  =  17(1— g*Oß(l— 2^^^'^^^00ß4a:+^^«^-i)). 
Man  wende  rechts  auf  jeden  Factor  die  Belation: 

l—2p^eoBix+p^  =  (1  — 2pcos2a;+/?2)(l  +  2pcoB2a;+p^) 
an«    Mit  Bttcksicht  auf  die  Bedeutungen  von  &lx)  und  ^3(0:)  lässt 
Bich  die  obige  Gleichung  schreiben: 

&{2x,  q^)  =  n^l~^yH^  q)  *3(x,  q). 
Nimmt  man  zur  Abkürzung: 

so  ist^  wenn  rechts  das  zweite  Argument  q  der  Einfachheit  halber 
nicht  angemerkt  wird: 

9)    ^(2a:,  g«)  =  Q»{x)  »^(x)  =  Q&(x)  d^(x  +  ^). 

Ganz  auf  dieselbe  Weise  folgt: 

10)    *i(2a:,  q^)  =  OM^)  »2ix)  =  OM^)  *i(^  +  f ). 

wo  ()  wieder  durch  die  Gleichung  8)  bestimmt  ist    In  den  Glei- 
chungen  9)  und  10)  lasse  man  o;  um  -j  zunehmen.    Nun  ist: 

folglieh : 

Auf  die  rechten  Seiten  dieser  Gleichungen  wende  man  die  auf 
p.  108  unter  6)  und  8)  aufgestellten  Belationen  an,  nämlich  die 
folgenden : 

1  ^(0)2  »,{x + y)  M^-y)  =  *i(^)'  Hyy-H^y  Hyy- 

Die  Gleichungen  11)  lassen  sich  dann  auf  nachstehende  For* 
men  bringen: 


Sotet  mao  hierin  *(0)  —  ♦«(O)  |/F,  ferner  ftr  *f  jj  und 
#i[y)  ihre  Werthe  aus  5),  so  erh&lt  man  schliesslich: 

Geht  ^  in  9*  ttber,  so  mt^en  Ar,  k',  K  und  A?  respective  in 
/,  /'  L  und  Z'  flbei^hen.    Es  ist  dann  also : 

Aus  den  Gleichungen  13)  folgt  fllr  a;  >=  0: 

15)    (  ^   1. 

Durch  Division  folgt  hieraus,  mit  Rttcksicht  auf  14): 


16)    l//  -  |/L-|  oder  /  - 


X—k 


+  **  l+if 

In  der  ersten  Gleichung  15)  nehme  mau  wieder  l^(0)> «-  Ar^#3(0)^ 

«=  — hf.    Dann  ist: 

jr  

17)   *,(o,  g»)  -  0^  [/4^l/F. 

Die  letzte  Gleichung  6)  auf  pag.  121  giebt: 

1/2^  ^  ^1^ 

d.i  nach  ft): 

1     xfm/^ 


-V 
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Man  setze  hieraus  P  in  die  Gleichung  17),  ferner  nach  16) 
*j(0,  j-i)  ~  1/^.    Es  folgt  so: 

'   l/f-l/?l/^ 

oder  einfacher: 

Die  Gleichungen  9)  und  10)  dividirt  geben: 

d.i. 


|//8inam[  — ,  n  =  k 


2Kx            2Kx 
sin  am cosam 

J€ 3t 

.       %Ex 
4am  — 


oder  =«  u  gesetzt: 


19)    v/78inam(?|^,/)-Ä?i 


Binamueosamu 


idamu 

Substituirt  man  noch  links  ftlr  /  und  L  die  Werthe  aus  16) 
und  18),  so  folgt: 

(1  +  ArO  sinamt«  eosamu 


smam 


[d+^'K^rl] 


Jamu 


Auf  dieselbe  Art  leitet  man  aus  den  Gleichungen  9),  11)  und 
13)  die  folgenden  ab: 


20) 


sinamfo  ^k^u,  J^l  -  (i+^i^amu  cosam« 
L^  '    '  1  +  Ar'J  Jamu 

amu 


cos  am 


fd  +AA„    Lz*:]  _  l-(l+*OBin« 

A      fz-i  .  ,.A      1— *n        1— (1— AOsin^amM 
Jam|^(l +*')«,  j^ppj ^-^1^^^^^ , 


Aus  der  ersten  dieser  Gleichungen  kann  man  auch  die  beiden 

folgenden  direct  herleiten,  man  muss  dann  die  Gleichung  19)  seu 

K 
Grunde  legen.    Setzt  man  w  =  — ,   so   folgt  die  Gleichung    16). 
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DifferentUrt  man  femer  nach  n,  setzt  darauf  u  »«  0,  so  flSIgt  — 

=  -yr  und  hieraug  der  in  18)  gefundene  Werth  fllr  L.*) 

Man  kann  sich  der  Gleichungen  20)  bedienen  um  die  Tran»- 
formationsgleichungen  herzuleiten,  welche  dem  Uebergange  von  q 
in  \/q  der  Theta-Functionen  entsprechen.  Wird  u  durch  ui  ersetzt, 
führt  man  femer  darauf  statt  der  elliptiBchen  Functionen  mit  ima- 
ginärem Argument  die  entsprechenden  Functionen  mit  reellem 
Argument  und  dem  Complementärmodul  ein,  so  ergeben  sich 
schliesslich  durch  Vertauschung  von  k*  mit  k  die  in  Rede  stehen- 
den Relationen.  Für  manche  Zwecke  ist  es  besser  von  den  Theta- 
Functionen  auszugehn,  da  sich  hierbei  Gleichungen  ergeben,  die 
nicht  bei  der  Transformation  allein  ihre  Verwendung  finden. 

Die  in  den  Gleichungen  10)  von  S  22  enthaltenen  Producte 
geben : 

^{x)  »xix)  =  2^1  einor  17(1  —^0^  ^(^  —  2^  cos 2a:  +  q^").     • 

Nun  ist  aber: 

17(1  — 2ö^  cos  2a: -1-^*0  =  /7[1— 2(l/^)*^cos2a:-h(/^)*^]. 
Das  Product  der  beiden  Theta-Functionen  lässt  sich  hierdurch 
auf  folgende  Art  darstellen: 

21)     fr(a:)*,(a:)  =  gi^j=^'*,(a:,l/^). 

Trennt  man  die  graden  und  ungi-aden  Werthe  von  r,  so  ist: 

n{\—if)  —  n{\—q^)n{\—q^% 

folglich : 

n(\—q^)        ^i  —  q^-^' 
Setzt  man  zur  Vereinfachung: 

1  1  _  /y2r-l 

22)     -,n-:^^Ou 


*)  Die  Gieichnng    Jamv  Jam(J^— ti)  -»  k'  giebt  ^  =  y  gesetst: 

j^  j{        \ k*  \  K  k' 

z|3am  Y  =  k',  hieraus  Bin* am  y  =  —^  =  ^i^.»  coB'am  ^  =  j-p^  • 

Mit  Hülfe  dieser  Gleichungen   findet  man  ohne  Schwierigkeit  die  Relation 
Ewischen  k  und  l 
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so  erhalt  man  aus  der  Gleichung  21): 

23)  *i(x,  \/q)  =  Qi,  *(x)  *i(a;). 

Die  Vertauschung  Ton  x  mit  -^  +  x  giebt: 

24)  *i(x,  l/^)  =  p,  *,(a;)  <^i(a:). 
Es  ist: 

*t(x  +  ^  log  jf) iq-^er^  »(x), 

m 

oder  X — -jlog^  statt  x  gesetzt: 

*i(x  +  j  log«) iVr"*(x— -J-  log«). 

In  der  Gleichung  23)  werde  x  mit  x  + x^^^^  yertauBcht    Die 
rechte  Seite  lässt  sich  nach  dem  Vorstehenden  schreiben: 

—iQi  e^d-{x  +  jlogq)  *(«— jlcgj-). 

Die  linke  Seite  geht  Aber  in: 

■  • 

Durch  die  bemerkte  Aenderung  des  Argumentes  leitet  man 
aus  23)  folgende  Gleichung  ab: 

25)    »(x,  ]/q)  =  «i  ßi*(x  +  ^log?)  »(x-^\ogq). 
Hierin  x  +  -^  statt  x  gesetzt  giebt: 
26)    »aix,  |/^)  =.  «*  Qt&iix  +  j\ogq)  »„{x—jlugq). 

m 

In   der  ersten  Gleichung   12)   nehme   man  y  »=  -j^ogq  und 

y  ss:  ^  ^  ^  logg^  wendet  man  die  erhaltenen  Resultate  auf  die 

Gleichungen  25)  und  26)  an,  so  lassen  sich  dieselben  auf  folgende 
Formen  bringen: 

H^M  =  ^J*(*)»*({logtf)*-*,(x)»*,({log«)»], 


m 

Kimmt  man  ^(0)  <»  l/F  ^3(0),  racUictrt  die  rorat^nden  Glei- 
chungen mittelst  der  Gleiehiuigen  6)  und  7),  so  ei^ebt  sich  einfacher: 

27)    {  \J. 

Geht  q  in  ^g  über,  so  mögen  k,  k",  K  und  K'  respectiTe  flber- 
gehn  in  /|,  Vx,  Ly  und  L\f  so  dass  also: 

In  den  Gleichungen  27)  werde  x  =  fi  gesetzt,  der  Quotient 
der  so  erlMtooen  Glddiongen  giebt  nach  28): 


i/''»  =  l/rpÄ' ''» °°  r+A' 


mithin: 

«q^     7  2/Ä" 

Die  zweite  GleidiuDg  27)  giebt  ;t;  >=-  0  und  4>(0)<  »°=  /^^s^O)* 
■gesetzt: 

*3(0,l/^)  =  ft*3(0)*l/^^l/*• 

Die  durch  22)  bestimmte  Quantität  Qx  lässt  sich  in  Folge  der 
Gleichungen  6)  von  §  22  auch  definiren: 

Da  mm  ^s(0,  \/q)  =-  l/^.  *s(0, «)  -=  l/^,  bo «rhäU  man: 

oder: 

31)    1  =  1  +  Ä- 
IXe  Qwtienten  der  GleiehuBgen  23),  '24)  und  27)  fähren  auf 
elliptische  Funßtiancin  mit  den  Argumenten  : — ^,  .^  den  Moduln 


^  " 


SOS 

k  UBd  /f    Zur  Yereinfaehung  setze  inaa  —  =  u,  werden  die 

Werthe  von  /i  und  Lx  aus  29)  und  31)  substituirt,  so  «fi^bt  sieb 
folgendes  System  Ton  Transformationsgleichungen: 


32) 


smam 


cos  am 


A      f/«  .  ,^      21/*"!        1— Ar  sin» 


amu 
amii 


Aehnlich  wie  die  Okaehungen  20)  lastea  «leli  däe  Torstebenden 
Gleichungen  aus  einier  derselben  herleiten,  ode^  besser,  auB  dem 
Quotienten  der  beiden  Gleichungen  23)  und  24). 

Zu  den  vorstehenden  Darstellungen  über  einige  besondere 
Theta-IVinctionen  mögen  noch  die  folgenden  Formeln  angemerkt 
werden,  welche  sieh  leicht  aus  den  bisherigen  Resultanten  ergeiben. 

Trennt  man  die  graden  und  ungraden  Werthe  ron  r,  «o  iiA 
n{\\-^)  -  17(1  -(T)  (1  +  q')  = 
n{\  -q^{\-  q^'^)  (1  +  q^)  (1  +  q^^ 
also: 

d.  i  nach  22) : 

l  -=  ^i n{\-q^)  (1  +  ^)<1  +  *»^-^). 

1 
Geht  q  über  in  ^^  «»  -^q^  so  jgekt  -^  ttber  in: 

1?^  g*  JI(1  — g*0  (1  +  q^)  {\—q^^). 

In  Folge  der  Gleichungen  10)  von  §  22  ist  dieser  Ausdruck 
gleich : 

^teU;^  Aber  m  9i0^^  so  geht  ^(/r)  ühc^r  in  /^(os)  oiid  umgidEielHit. 
Die  Functionen  #t(^)  und  ^sC^)  kehren  in  sich  jHNefiiAy  ^^idtifdUiiliat 
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mit  e^.     Durch  diese  Aenderung  von  q  geben  die  Gleichungeu 
23)  und  24): 

*/ —  ni  ni 

^  *,(0) *t(x,  e^]/q)  =  « «^*,(x)  *.(x), 

33)  l    ^^ 

li^  *,(0)  *,(x,  «^  l/^)  =  «'S"  *(x)  l^,(a;). 

In  den  Gleichungen  27)  substituire  man  den  Werth  von  Q^  aus 
30),  setze   1/—  =  *3(0)  und  Ar'  -=  \/l—k  \f\+k.    Dann  ist: 

34)  j  l/*^'^*»^  *(*'  l/^)  =  *(*)*  +  *i(^)*' 
|l/r=:**3(0)*3(a;,l/^)  =  *(x)«— *,(x)«. 

■  _ 

L&sst  man  nun  q  in  q^^  =  —  (2^  übergehn,  so  gehn  in  Folge 

1-        ik 
der  Gleichungen  4)  von  §  22  k'  und  k  respective  über  in  p  und  p- 

Es  geht  ^»(0)  über  in  *(0)  =  l/F*s(0).   An  Stelle  der  Gleichun- 
gen 34)  treten: 

in 
l/F+l^*3(0)  &{xye'^  \fq)  =  ^^{xy  ^^  i^xix)\ 

in 
yF^=7Ä:#3(0)^3(a:,e^  l/^)  =  ^^{xf  —  %^^(x)\ 


35) 


$  41.  Die  Transformationen  zweiter  Ordnung.  Historische 
und  literarische  Bemerkungen.  Landen^  Leg'endre^  La- 
grange^  Gauss^  Jacobi.  Lineare  Relationen  .zwischen 
elliptisehen  Integralen  erster  nnd  zweiter  Gattung.  Ettpper^ 

Bichelot^  Schroter. 

Die  im  vorhergehenden  §  behandelten  Transformationen  ge- 
hören zu  den  sogenannten  Tremsformationen  zweiter  Ordnung.  Die- 
selben sind  die  ältesten  Resultate,  was  die  Transformation  elliptischer 
Integrale  im  Allgemeinen  betriffiL  Beinah  ein  halbes  Jahrhundert 
vor  den  bahnbrechenden  Arbeiten  von  Abel  und  Jacobi  sind  diese 
ebenso  einfachen  wie  nützlichen  Formeln  zuerst  entdeckt  und  bald 
darauf  Gegenstand  der  Untersuchung  der  ausgezeichnetesten  Mathe- 
matiker geworden« 


l 
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In  den  Gleichungen  20)  und  32)  des  vorhergehenden  §  setze 
man  amu  »=  % 


am 


[(!+*')«,  [q:-]  =  9P.,  am[(H- A)«,  M  j  =  ^. 


Die  bemerkten  Gleichungen  lassen  sieh  dann  auf  folgende  For- 
men bringen: 

wo  zur  Abkürzung  J(9>)  ==  |/l — Ar^sin^  9)  gesetzt  ist.  Die  Winkel 
q)  und  9^1  als  obere  Grftnzen  elliptischer  Integrale  sind  durch  fol- 
gende Gleichung  verbunden: 


2) 


*>8m»w 


Zwischen  den  Winkeln  tp  und  9)  finden  die  Gleichungen  statt : 

(l+/r)sin®  eoBwJ(g>) 

^         l  +  Arsm^^)'  ^        1+Arsm^9?' 


4) 


Wegen  Ä^  =  1  -Ar'^  ist  J-=5  -  /TTTAi    -   ^• 


/r^sin*» 


X+k*  ~  (i  +  ky  ''•0+*0^' 


1 Je' 

äIbo  .   .  - ,  <  Ar.    Es  ist  femer: 

1  +Ar 


1^  >  Ä  oder  2  >  1/T+  A:l/T, 


da  Ar  <  1  ist.  Werden  die  Winkel  (pi  und  V'  mittelst  der  Glei- 
chungen 1)  und  3)  berechnet,  so  lässt  sich  das  elliptische  Integral 
mit  dem  Modul  k  auf  doppelte  Art  in  ein  ähnliches  transformiren. 
In  der  Gleichung  2)  nimmt  der  Modul  des  transformirten  Integrals 
ab,  dagegen  zu  in  der  Gleichung  4). 

Bnnep«r,  ellipt.  Funottonen.  20 
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Die  Gleiehungen  1)  eothalteii  die  sogenannte  Transformation 
von  Landen,  Die  erste  dieser  Gleichungen  in  etwas  andere  Form 
hat  zuerst  Landen  in  den  „Philosophical  Transactions''  (Vol.  LXV 
p.  283)  1775  aufgestellt,  das  geometrische  Theorem,  welches  zu  der 
analytischen  Beehnung  Veranlassung  gegeben,  findet  sich  indessen 
schon  in  den  „Philospb.  Transact''  ftlr  1771  ausgesprocbeiL  (Man 
vergleiche  atich  John  Landen:  Mathematical  Memoirs  Vol.  I.  j .  32. 
London  1780).  Es  ist  wohl  wesentlich  das  Verdienst  von  Legenäre 
in  der  kurzen  AbliaAldImig  von  Landen  das  eigentiiche  Princ^  der 
Transformation  elliptischer  Integrale  herausgefunden  und  veiwerthet 
zu  haben.  In  der  »Histoire  de  FAcadimie''  (Annte  MDOCLXXXVL 
Paris  MOGCLXXXVm)  hat  Legendre  unter  dem  Titd:  „Memoire 
sur  les  intägrations  par  d'arcs  d'ellipse'^  (p^  ^16 — ^^^)  Unter- 
suchungen über  eUüptische  Integrale  gegeben,  welche  die  ersten 
Spuren  seiner  späteren  bedeutenden  Forschungen  enthaltet.  An 
diese  Abhandlung  schliesst  sich  unmittelbar  (pag.  644  -^  683)  eine 
weitere  an  unter  dem  Titel:  „Seeond  memoire  sur  les  int^grations 
par  d'arcs  d'ellipse'^,  welche  sich  nur  mit  dem  von  Landen  gefun- 
denen Theoreme  beschäftigt  und  dasselbe  aus  eigenen  Formeln 
herleitet  In  dieser  zweiten  Abhandlung  erscheint  auch  zum  ersten 
Male  bei  Legenäre  der  Name  Lagrange  in  Verbindung  mit  Unter- 
suchungen über  elliptische  Integrala  In  seinem  grossen  „Trait^^ 
erwähnt  Legenäre  der  tiefen  und  klaren  Untersuchungen  des  grossen 
Mathematikers  nur  selir  vorübergehend  und  in  Worten,  welche 
mit  dem  reichen  Inhalte  der  Arbeit  von  Lagrange  in  keinem  rechten 
Verhältniss  stehn. 

„Enfin  Lagrange  se  signala  de  nouveau  dans  la  mSme  carri^re 

en  donnant  une  m^thode  g^n^rale  pour  trouver  par  iq)proximation 

PPdx 
les  integrales  dela  forme  /  -^."    (Fonct.  eil.  Introduction  p.  3). 

8o  sehr  auch  Legenäre  die  Entdeckung  von  Landen  bewundert^ 
kann  er  oieht  umhin  zu  bemerken,  dass  derselbe  nur  einen  unbe- 
deutende Gebrauch  von  derselben  gemacht  habe.  ( —  qui  d'aSIeurs 
n'en  a  tirä  qu'un  mödiocre  parti).  Am  Schlüsse  von  Chap.  XIX 
(Fonct  elL  1 1.  p.  89)  bemerkt  Legendrei 


307 

,^n  tenniiiant  ces  obBervationB  nous  signalerons  comme  an 

fait  digne  de  remarque,  qu'Euler  n'ait  neu  öcrit  k  roecasion  du 

Memoire  de  Landen,  imprim^  dans  les  TranBactions  philosophiques 

de  1775,  d'oü  il  faut  eonclare  que  oe  Memoire  n'est  pas  par- 

yenu  k  sa  connaisganoe ;  ear  dans  Thypothöse  eontraire,  cet  illustre 

G^omötre  aurait  sans  doute  suivant  son  uaage,  publik  ses  propres 

röflexions  sur  une  döcourerte  analytique  qui  devait  particuli6- 

rement  rintöresaer'^ 

Es  lässt  sich  wohl  ziemlich  sicher  annefamen,  das  dem  ebenso 

gründlichen  wie  gewissenhafte^  Lagrmige  die  Arbeit  von  Landen 

unbekannt  geblieben  war,  da  sieh  dieselbe  nicht  citirt  findet  in  der 

Abhandlung  ,,Sur  une  nouveUe  möthode   de  caicul  int^al,  ponr 

les  dififörentielles  afieettos  d'un  radical  earr6  sous  lequel  la  variable 

ne  pa3se  pas  le  quatriäme  degrä^.    (Memoire  de  TAcadömie  des 

sciences.      Anntes    MDCCLXXXIV  —  MDCCLXXXV.      Seconde 

Partie.    Turin  1 786,  p.  21 8  —  290.     Oeuvres  1. 11  p.  253  —  312).  *) 

In  Nr.  7  giebt  Lagrange  folgendes  Resultat  über  die  Transformation 

elliptischer  Integrale:    Man  nehme: 

P'  =  p  +  \/p^—q\      q'  =  p  —  ^p^—q\ 


*)  Am  SchlnsB  von  Nr.  17  finden  sich  die  Worte: 

yyGomme  cette  m^thode  est  d'un  genre  asse»  nouvean,  et  qu'on  ponrndt 
rencontrer  eneore  quelques  difficalt^s  dans  son  nsage,  nous  alloB«  Tappliquer 
en  detail  k  ia  roetification  des  arcs  elliptiques  et  hypeiboliqaes". 

In  der  oben  erw&hnten  zweiten  Abhandlung  Legendr e^s  vom  Jahre  1786 
ist  der  von  Lagrange  gefundenen  Resultate  in  der  Einleitung  kurz  gedacht 
worden.  Hierdurch  erledigt  sich  die  Bemerkung  von  Eichelot  im  Vorwort 
zur  Schrift:  Die  Landen'sehe  Transformation.    (Künigsberg  1868). 

„Daes  Lagrange  in  seiner  Abhandlung  (Turiner  Memoiren  1788  p.  2\%\ 
worin  er  die  später  nach  Gauss  genannte  Transformation  der  elliptischen 
Integrale  und  den  Algorithmus  der  arithmetiscfa  geometrischen  Mittel  ange- 
geben hat,  nirgend  der  Arbeit  Landen»  erwähnt,  dürfte  weniger  auffallend 
sein,  als  dass  Legendre  nirgend  der  Abhandlung  von  Lagrange  erwähnt, 
obgleich  er  den  Zusammenhang  der  Lagrange* sehen  und  Landen'schen  Trans* 
formationsfonneln  (Theorie  d.  f.  e.  p.  89)  angiebt.** 

Legendre^  welcher  eigentlich  Landen  endeckt  hat,  scheint  diesem  Mathe- 
matiker gegenüber,  fast  mit  Absicht  die  Arbeit  seines  eminenten  Zeitgenossen 
später  ignorirt  zu  haben. 

20* 


•    •    •    • 
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ferner : 

wo  ZOT  Abkarzong  gesetzt  ist: 

Ä"  =  l/(i±i'"V)(i±«"V*),  •  •  •  • 

Es  finden  dann  die  folgenden  Gleichungen  statt: 


•  • 


•  •  •  • 


und: 

r'^  Bf         Ä" 

£8  ist  ^  <  j9  angenommen.  Die  Reihe  der  Quantitäten  PjP'^p'\ . 
nimmt  zu,  da  p'  >;?,  p'' >  p'  etc.  Wegen  g  <;>  ißt  um  so  mehr 
g<y.  Nun  igt  0^'  =  ^  — ^.^,  folglich  g"  <q.  Ebenso  findet 
man  (f'  <q%  g'"  <  g"  etc.,  so  dass  also  g,  (jr',  §'"•••  öüie  Beihe 
imbegränzt  abnehmender  Quantitäten  ist 

Diese  Gleichungen  von  Lagrange  sind  im  Grunde  genommen 

eine  Wiederholung  der  Gleichungen  1).    Setzt  man  nämlich  y  =  — 

2f 

und  ^^=—,80  folgt: 


g' 
p' 

p-)/p^- 

p  +  Vp^- 

dzf 

ö> 

-q1 

dz 

Die  vorstehenden  Differentiale  lassen  sich  nach  der  Tabelle 
auf  p.  15  immer  auf  die  Normalform  elliptischer  Differentiale 
bringen.  Nimmt  man  die  unteren  Zeichen;  so  folgen  die  Glei- 
chungen 1)  unmittelbar  fär  q  ^=  pkj  z  »=  Bin^  und  z'  =  sin  91. 

In  Nr.  11  und  12  hat  Lagrange  ein  zweites  System  von  Beduo- 
tionsgleichungen  aufgestellt;  welches  aus  dem  ersten  folgt,  indem 
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die  Reihen  der  PyP^  >  .*  und  q^q^  ..\  ttber  p  und  q  hinaus  nach 
den  entgegengesetzten  Seiten  weiter  fortgesetzt  werden,  so  dass 
diese  Reihen  folgende  sind: 

•  •  •  'P2fPi}PyP^yP^^'  •  •  • 

Zur  Bestimmung  von  pi^  P2y'  und  qi^  q^f  "  dienen  die 
Gleichungen : 

P   '^^  P\  +  ]/Pi^  —  qi^y     ^   =  Pi—\/Pi^—qi^f 
P\  =  Pa  +  l/jt?a*— ftS     Q\  =  Pa— l/p?— ^ 


•    • 


Diese  Gleichungen  geben  umgekehrt: 

P\  =  — s—  >    ü^  =  VP\9iy 


2 

•    •••  •••• 

Da  q  <Py  so  ist  pi  <  ^,  femer  ist  qi  <  p,  also  pa  <  Pt»    Die 
Quantitäten  PyPuP^ .  •  nehmen  ab.    Da  p  >  ^,  so  ist  qi  >  q.    Es 

ist  femer  p^ — q^  ==:  •^{]/p — 1/^)^   also  Pi  >  (ri>    mithin    auch 

q^  >  <7i.    Die  Quantitäten  g,  ^i,  ^2  •  •  •  nehmen  zu. 
Man  setze  nun: 

wo: 

Ä2  -  l/(l±P2»y2^)(l±(?2V2'),  •  • . . 

Diese  Gleichungen  geben: 

und: 

dy  _^  dyi  ^  dy^  ^ 
R         Äi  R% 

Um  diese  Gleichungen  mit  den  Gleichungen  3)  und  4)  in  Ver- 
bindung zu  bringen,  setze  man  y  »«  ~,  vi  =  5l  und  —  -=  /r.   Es 

p  Pi  p 

ist  dann: 
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^         2\ß      p*         t+*      £*  /- 


Nimmt  man  in  den  Aasdrttcken    dir  R^  Ry ...  di«  onter«! 
Zeichen,  so  folgt: 

5) 


dZi  1  +  Ä  dz 


l/(._,,[._(M)'.,] 


2       l/(l— «»)(!—*«  ;f»)* 


-<r^'-l  +  |/(l-z')(l-*'z») 

Fttr  z  «B  sin 9»  ist: 

1  +A:Bin*y — coBy  /l  (^) 
^1    =  2 • 

Wenn  z  »»  amu  genommen  wird^  so  giebt  die  Differential- 
gleichnng  zwischen  z  und  zx\ 

Nun  ist  aber:*) 

.  ,  1 — C0Bam2it^ 

1  +iiam2ii^ ' 
folglich: 

1— cosam|^(l+A:)M,  ^-^J 
1  +  Jam[(l+AKM] 

Setzt  man  hierin  rechts  am  (1  +Ar)t<,r4--j:     ==   tp,   so   folgt 

mittelst  der  Gleichungen  3): 

2 1  +/:sin*y — cosy/f(y) 

^1    —  2  * 

welche  Gleichung  mit  der  obigen  fttr  z^  übereinstimmt.  Die  zweite 
Methode  von  Lagrange  kommt  auf  eine  indirecte  Anwendung  der 
Gleichungen  3)  und  4)  heraus. 

Die  Gleichungen  3)  und  4)  tragen  den  Namen  der  Transfor- 
mation von  Garns.    In  nur  unwesentlich  rersohiedener  Darstellung 


*)  Die  bemerkte  Gleichung  ergiebt  sich  ohne  Schwierigkeit  ans   den 
Gleichungen  2)  und  3)  von  $  24  für  ti  —  t;  —  it^. 
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finden  sick  dieielben  in  der  inhalireiehen  Abhandlung :  Detenninatio 
Attractionis  quam  in  punctum  quodvis  positionis  datae  exercet 
planeta  si  ejus  massa  per  totam  orbitam  ratione  temporis  quo  sin- 
gulae  partes  describuntur  uniformiter  esset  dispertita.  (Gon^men- 
tationes  soeietatis  regiae  scientiarum  GottingensiSy  t.  IV.  p.  21 — 48. 
Gottingae  MDCCCXVIIL    Werke  t  ÜI  p.  333  u.  f.). 

In  den  Gleiehungen  3)  und  4)  setse  man    k  =^  — : —    und 

'^  ^  OT  +  n 

go  ar  ^^.   Dieselben  gehn  dann  tlber  in: 

»V  .  2m  sin  yi 

^^        ™^^  ~  (m  +  n)cos2tPi+2msin2tp/ 

/V' dw ^   P"^^  dtv 

\l  \nfi  cos*  n>  +  4«^  sin^  w     J       \/Jjn  +  n)'  cos^  w  +  4m  nsin^yr  * 

Setzt  man  zur  Vereinfachung — 5 —  =  m',  ymn  =  n',  so  lässt 
sich  die  Integralgleichung  auch  schreiben: 


8) 


,        m+  n      -        xf"^ 


2    ' 

In  der  Form  der  Gleichungen  7)  und  8)  hat  Gomsb  seine  be- 
rfihmte  Reduction  elliptischer  Integrale  gegeben,  Ober  welche  in 
Nr.  16  sich  folgende  Bemerkung  findet: 
„Lectoribus  autem  gratum  fore  speramus,  si   hacce   occasione 
determinationem  harum  aliarumque   transcendentium   per  algo- 
rithmum  peculiarem  expeditissimum  explicemus,  quo  per  multos 
jam  abhinc  annos  frequenter  usi  sumus,  et  de  quo  alio  loco  co- 
piosius  agere  propositum  est."    (Werke  m.  p.  352.) 
Bildet  man  die  Reihe  der  Quantitfiten: 


m' 


m" 


^  H"  **^        ML^     s»s     I  / 


•    * 


so  ist  mf"^^^  das  arithmetische,  n^^^^  das  geometrische  Mittel  der 
entsprechenden  vorhergehenden  Quantitäten  m^'')  und  n^^\ 
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Eb  ist  m'-«'  -  (k^ZÜ^,  m"-n"  =  "^^  -  /^ 


2  > 2  "»»''»' 


oder  m"—n"  =  "*'"'— (t/w^ — |/nO l/«^-   Hierausfolgt  m"—f^' 

<  ^^^^,  d.  i. «" — n"  <  (l^~l^'.  Ebenso  findet  man  m'"  — n'" 

2  4 

<  — 5 — ,  mitbin  um  8o  mehr  m'" — n'"  <  - — q      ^  allgemem: 

Für  wachsende  r  ist  folglich  lim  (m<''>  — n^»"))  =  0  A  h.  »!(••> 
und  n(^)  convergiren  gegen  eine  gemeinschaftliche  Gränze  ^,  welche 
G(mss  das  arithmetisch -geometrische  Mittel  der  beiden  Quantitäten 
m  und  n  nennt  lieber  dieses  arithmetisch  -  geometrische  Mittel 
enthält  der  dritte  Band  der  Werke  von  Gauss  p.  361 — 404  aus 
dem  Nachlasse  des  grossen  Mathematikers  eine  Reihe  ungemein 
scharfsinniger  und  interessanter  kleiner  Aufsätze  und  Notizen. 
Durch  fortgesetzte  Transformation  wird  die  Integralgleichung  her- 
gestellt: 

dfv 


-r 


/ 


\/m^  cos^w  +  n*  sin^  w 

V' ^ ^' 

\/ffl  cos*  w  +  fi^  sin*  w        /i ' 


wo  ^'  der  Werth  ist  gegen  welchen  der  Winkel  tpr  convergirt, 

wenn: 

.    ^  msintpi  .  m'sintp2 

sintp  =s  -T — 5 .       .  , — ,    smtpi  =  --7; — z — ,    ^  .  ,     .... 

^        m'  cos*  ipi+m  sm*  tpi '         ^*        m"  C08*!p2 +»»  sm*tp2 

Zu  der  Methode  Ton  Gauss  hat  /oco&i  auf  pag.  96  und  97  der 
„Fundamental  folgende  weitere  Ausführungen  gegeben. 

In  den  Gleichungen  3)  setze  man  9  =  ipi  und  k  =  — •. — ,  also 

m-f-n 

2m  sin  tpi 

SmtD    s»    / r s ~ r-s 9 

^        (»»+ w)  C08*tpi  +  2m  sm*  tpi ' 

costpj|/(in  H-  n)*  cos*  tpi  +  4w  n  sin*  tpi 

cosv?  _         ~(j^  »)cos*  V?i  +  2m8in*v>i         ' 

,/-ö ö-r-;^ — o  '  o  m  +  «  —  (m — n)sin*tpi 

l^m*  cos*  ti?  +  w*  sm*  tp  =  m — r-) (  -  ^     - 

^  ^  ^  m  +  n  +  (m — n)sm*tpi 


■*•"     -  .-»<— -.J— «-«-JM»..    - 
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Aus  der  letzten  der  rorBtehenden  Gleichungen   ergiebt  sich 
ohne  Schwierigkeit: 

„  m  +  n  m  —  \/m^  cos^  tp  +  n^sin*  tp 

m.tang^ipj o— '77  /   ,.^    ,  »  ^   — '^ 

^      J/m*cos*tp  +  n^Bm^rp — n 

oder  auch: 

.       «  m+«.       „     n  +  l/w^cos^fp  +  n^sin^tö 

m.tang^v^i  =  --^tang^tp        ^    ."T^   2  -  . T ' 

Für  — 5 —  =  w'  und  l/w  cos^  +  n^  pin*  ip  =  zf  ist  einfacher : 


tangtp,  =  ^^Y 


mm  — \ — > 
m  +  A 

Setzt  man  mit  Jacobi: 


^        m  +  n       ^         .  j —        .^        I  /       ^n  +  A 


^   =  — - —      n'   ==  ymn.    /r  =    /  mm'     -      ., 


w" 


_  üi+i:,  ^-  _  ^.,  ^.  _  t/,»-»"i±^, 


•        •        • 


femer : 


tangv,,  =  **^J',  tangtp,  «  *Ä£l^"  .  .  .  , 


m  m' 

80  giebt  das  Product  dieser  Gleichungen: 

A'  zf "      J(^> 

10)       tangv^r  —  — ,    "\r  n^"gV^- 
^  ^^  mm\..m^^-^>      °^ 

Nun  ist  aber  nach  Gleichung  9)  fttr  ein  unbegränzt  zuneh- 
mendes r:  limipr  =  V>^*    Setzt  man: 

^V'  dw 


f 


\/m^  cos^  9)  +  «^  sin2  q> 


0 

80  giebt  die  Gleichung  9)  tp'  =  /w*.    Nimmt  r  in  der  Gleichung 
10)  unbegränzt  zu,  so  dass  ipr  =  tp',  so  giebt  dieselbe: 

A*A"A''\... 


tang^4^  ==  tangtp. 


mm'm'\... 


was  die  von  /ocofri  gegebene  Gleichung  ist. 
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yg  jg 

Für  tp  «^  -^  ht  in  Folge  von  7)  auch  %  «=  -^.    Man  findet 

80,  das8  allgemein  tpr  "»  o~'  ^^  ^^^^  ^  "^  -o  >  ^^^^^  ^  "^  T ' 
Fttr  diesen  W^h  ron  ^  geht  die  Gleichung  9)  ttber  in: 


/ 


n 

T 


dw  X 


l/m*  coB^  g>  +  n^  sin'  g^        V 

"0 

durch  welche  Gleichung  das  arithmetisch-geometriBche  Mitted  der 
Quantitäten  m  und  n  allgemein  definirt  ist 

Im  Chapitre  XYII  seines  ,,Traitä  d.  F.  e/  hat  Legendre  die 
beiden  von  Lagrange  angegebenen  Methoden  in  etwas  einfacherer 
Form  auf  die  Berechnung  der  elliptischen  Integrale  erster  Gattung 
angewandt.    Setzt  man  in  der  Gleichung  6)  Z|  »»  nmg>\  so  folgt: 

11)      2sin^9>^  "■  l  +  *sin'9) — GOsg>A(g>) 
und  hieraus: 

12  cos*  g)'  «B  1  —  ic  sin^jp  +  cosgD  J  (g!)), 
2 sin 9)^ cos 9)^  »»  sin29)^  »»  sin9)[Arcosg[)  +  ^(9>)]9 
cos^j/ — sin^gp'  -=  cos  2g)'  -=  — A:sin*9  + cosg)/f(g)). 
Die  beiden  letzten  Gleichungen  geben: 

13)      fnji(2q/ — g>)  —  A:sing>. 

Fttr  z  ^^  Binq>  und  zi  >»  sing)'  wird  die  Gleichung  5): 

ä$^ 1  +  ^  ^ 

2     l/l— Ä^sin^g)' 


i/'  -(^y-v 


Da  nach  11)  g)'=« 0,  wenn  g) »» 0,  so  folgt  durch  Integration: 

WO  wieder   durch  /*(g)9  k)  nach  Legmdre  das  elliptische  Integral 
erster  Gattung  bezeichnet  ist    Fttr  g)'  »»  -^    giebt  die  Gleichung 

13)  g)  a.  ^.    Da  nun.-F(5r,  Ar)  =  ^/'f—,  *V  so  erhält  man   aus 
der  Gleichung  14): 
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Die  Gltiehimgen  1)  und  2)  geben: 
16)    tang (g»i — gj)  =  A'tang y,   fUi , |-=^  =  (l-f *0 F(% Ar). 
Setzt  man  nach  dem  Voigange  von  Legendr e: 


17) 


1 1(1 

f*i  —  j-rp»    tang(9)i— ?.)  =  A'tang?», 

1  — /f 
*»  =  fXÄ^»    tÄngC^E^— 9»i)  =  A'itang?»,, 


•        •        •        • 


lAr    —   Y+F^^      tang  (gPr  —  g)r-l)  =  Ä'r-.itailg9)r_i, 


Bo  giebt  die  wiederholte  Anwendung  der  Gleichungen  16): 

18)  Fifp,  k)  —  Y:^F{<f>,,k,\  F{(p^,ky)  =  fqr*^^(^'  *0.-m 

folglieh : 

19)  /'(y,*)  -  (i+A0(i+*-.V.-O  +  *-^x)^^^^'*^^- 

Nimmt   r  zu,   so  ist  limArr  "=  0,  also  lim /'(9:)r9  A:r)  ^-^^^  9>r- 
Für  ein  wachsendes  r  ist  mithin  aus  19): 

20)      i^(^,A:)  =  ^.^^-^^^^^^^y      ^j^^^^^^. 

In  Folge  der  Gleichung  18)  von  §  40  war  Z  =  ^-y^^;  d,h. 

1  4-  Ä' 
geht  ^  ttber  in  ^^,  so  geht  A^  über  in  —5—  A^  und  k  über   in 

i ](f 

-TTTy '    ^^  ^^'^  Gleichungen  1)  und  2)  ist  also  g>i  —  jr,  wenn  9 

a«  -K-.  Sind  A^i,  K2y  A^s  •  •  •  •  die  ganzen  elliptischen  Integrale  erster 
Gattung,  welche  den  Moduln  ki^  k^y  Ars, ... .,  definirt  durch  die 
Gleichungen  17),  entsprechen,  so  erhält  man  unmittelbar  aus  diesen 
Gleichungen  und  den  Gleichungen  18): 

^-fippÄ^i  =(l+Äi)Art, 
^1  -  Y:pp-/2  =  (l+Ar,)A^„ 


•    •    •    • 


Da  nun  lim  IV  "^  -kj  so  ist: 
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Diese  GleichuDg  mit  20)  combinirt  giebt: 

WO  rechte  r  unbegränzt  zunimmt 

Von    den   Traneformationsgleichongen    zweiter  Ordnung   hat 
Legendre  sehr  ausgedehnte  Anwendungen  in  den  Chap.  XIX — XXII 

4 

auf  die  numerische  Berechnung  der  elliptischen  Integrale  aller 
drei  Gattungen  gemacht  Bemerkenswerth  ist  das  Problem^  (Traitä 
des  fonct  eil.  t  1.  p.  92),  welches  sich  Legendre  stellt  und  durch 
Approximation  behandelt,  aus  dem  gegebenen  Werthe  des  Integrals 
F{g>^  k)  die  Amplitude  g>  zu  berechnen.  Bei  Anwendung  der 
Gleichungen  12)  auf  elliptische  Integrale  zweiter  Gattung,  gelangt 
Legendre  zu  einer  sehr  bemerkenswerthen  einfachen  Relation.  Die 
Gleichungen  12)  geben: 

Multiplicirt  man  diese  Gleichung  mit: 

tfy^ \  +  k  dg> 


i/-(^ 


integrirt  darauf,  so  folgt: 

/       2\/J\        —  y^(9>,^)  +  ^(g>,  A:)  +  Arsing) 

21)  £(9>'.  Y+ic) "  r+k  • 

Das  elliptische  Integral  erster  Gattung  F{%  k)  lässt  sich  mittelst 
der  vorstehenden  Gleichung  durch  zwei  elliptische  Integrale  zweiter 
Gattung  ausdrücken.    Setzt  man: 

22)      S  =  tang9)  A  (?))  —  £(%  k)  +  k"^  F(g>,  k)y 

so  lässt  sich  S  durch  Substitution  des  Werthes  von  F(^y  k)  aus 
21)  auf  die  Form  bringen: 

23)      S  =  tangg)zf(9))  +  £(g),  k)  +  2k%inq> 


-2(l+*)^(9>',^) 
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£s  sind  die  beiden  Grleichungen  22)  und  23),  welche  das 
Theorem  von  Landen  enthalten,  welches  bei  dieser  Darstellung  sich 
auf  eine  einfache  Anwendung  der  von  Legenäre  gegebenen  Gleichung 
21)  reducirt 

Sind  die  Winkel  %  q/  und  q>'*  durch  die  Gleichungen  yer- 
bunden  : 

sin(29>^ — (p)  =  Arsingo,  sin (2g)" — gc)')  =  k^map' 
wo:  _ 

setzt  man  femer  k<i  »>      !f  /  ,  so  hat  man  analog  wie  die  Glei- 

1  +  Ar^ 

chung  21)  die  beiden  folgenden: 

2 


(l  +  A:)J?(9:)',i8rO  =  -  VA?',  ^)  + ^(»>,  A:)  +  X:sin9>, 


24) 

(1  +  Ari)^(9>",  ^0 ^' A9>^  ^i)  +  ^(9^'.  ^i)  +  ^1  si»9>'. 

Mittelst  der  Gleichung  14): 

lässt  sich  ^'(99,  K)  zwischen  den  Gleichungen  24)  eliminiren,  es 
ergiebt  sich  dann: 

±^^E{!p,  A)-(2  +  [=~)^(9>i,  /^i)  +  2(1  +  k,)E{s>-,  k^ 

\ j^ 

+  A:.  v^siny  —  VQxfsOiap*  =  0. 

Diese  Relation  zwischen  drei  elliptischen  Integralen  zweiter 
Gattung  findet  sich  auf  pag.  85.  t  1  des  „Traitä  des  F.  011"" 
Mittelst  der  Gleichungen  1)  —  4)  lassen  sich  der  von  Legenäre  auf- 
gestellten Gleichung  21)  die  folgenden  an  die  Seite  stellen: 

25)  (1  +*')i.(^„  ;-^  =  2i?(^,*)+2*'n9>,*)-^^^^, 

tang(9i — (p)  =  /r'tanggp. 

26)  (1  +A)^(^,  ,^)  ^  2^.,.)-^^/(^,.)+^72y, 

Bin«,  =  0+^)8"*y 
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Bei  der  zweiten  Relation  zwischen  elliptischen  Integralen  ist 
die  Beduetionsformel : 

<^+*)^l+Asin^W  3^  °°  ^"^^"^^-ÄW) 

sin  9)  COS  9)  J  (9)) 

anzuwenden,  welche  sich  mittelst  der  Gleichungen  7)  und  9)  auf 
pag.  152  ergiebt  Durch  EinAhrung  elliptischer  Functionen  und 
der  auf  pag.  163  unter  Gleichung  16)  aufgestellten  Definition  von 

i^fam ]  lassen  sich  die  Gleichungen  25)  und  26)  auf  andere 

Formen  bnngen.  Die  etwas  weitläufigen  Rechnungen  sollen  nicht 
weiter  ausgeftlhrt  werden ,  nur  sei  bemerkt,  dass  bei  diesem  Ver- 
fahren in  beiden  Gleichungen  die  Variabein  verschwinden,  ein 
Umstand,  der  sich  a  priori  erwarten  lAsst  Die  Relationen  zwischen 
Gonstanten,  welche  übrig  bleiben,  folgen  direct  aus  den  Gleichungen 

25)  und  26)  fllr  9)  =  ^,  9)1  ==  jr  und  ^  ■"  ^' 

Eine  kurze  geometrische  Ableitung  der  Transformation  von 
Landen  findet  sich  in  einem  Briefe  von  Jacobi  an  Bermite  (Grelle 
J.  t  32  p.  178  und  Jacobi' s  Werke  1 1.  p.  359).  Das  von  Jacobi 
angewandte  Verfahren  findet  sich  weiter  ausgedehnt  bei: 

Küpper :  Dämonstration  göom^trique  de  cette  proposition,  qu^  toute 
fonction  elliptique  de  premiöre  espöce  peut  Stre  remplacäe 
par  deux  fonctions  elliptiques  de  seconde  espöce,  et  Dave- 
loppement  d'une  formule  relative  k  la  rectification  de 
rhyperbole  (Borchardt  Journal,  t  55.  p.  89 — 93). 

Die  vollständigste  Arbeit  über  die  sogenannten  Transforma- 
tionen zweiter  Ordnung  ist: 

Eichelot:   Die   Landen'sche   Transformation   in  ihrer   Anwendung 

auf  die  Entwickelung  der  elliptischen  Functionen.    Aus  einer 

Gorrespondenz  mit  Herrn  Professor  Schröter.    (Königsberg 

1868), 

In  dieser  Schrift,  deren  Titel  den  ebenso  werthvollen  wie  reichen 

Inhalt  nicht  ganz  errathen  Iftsst,  hat  Richelot  die  Transformation 


2) 


319 

Ton  Lande»  auch  dan  angewandt  die  elliptischen  Functions  in 
Form  unendlicher  Beihen  darzuftteUen.  Eine  analoge  interessante 
Anwendung  der  Transformation  von  Gauss  kat  Schröter  auf  sehr 
einfache  Art  ausgef&hrt 

(  42.    Die  Miiltiplicatlon  der  eUiptlselieii  FunetiOBeii. 
Theorem  to«  JacobL    Llterarisehe  Notizen. 

Nimmt  man  in  den  Gleichungen  1),  2)  und  3)  von  §  24  u^^Wy 
dann  successive  v  =  w,  2«;,..,  setzt  zur  Abkürzung  sinamir  =»  x, 
so  folgt: 

i>2sinam2ir  «=  2x\/i—x^\/\—k'^x'^y 
Aco8am2»  —  \  —  2x^^k^x^j 
^    jZ)!aJam2ii;  ^  \—%k^x^  +  k^x^y 
\i>j  =  X—k'^xK 

/>38inam3iv  —  x\^—^{\+k^)x^  +  U^x^—k^jfi), 

i>3Cosam3w  =  {\^Ax^  +  %k^x^—Ak^iifi  +  k^x^]\/\—x^, 

D^äBrnZw  —  (1  —  4*^0?«  +  e/r«  x^—  4Ar«  a:«  +  Ar*  a;«]l/l  — *«a:« 

Eine  weitere  Fortsetzui^  dieser  Formeln  ist  nicht  wohl  thunUch, 
wegen  der  ungemein  raschen  Zunahme  der  Anzahl  der  Tenne. 
Setet  ttan  flaigemetn: 

3)      sinamnn^  «=  -jr-,  cosamnii'  =  -^,  Asjunw  —=  ^, 

■t'n  Vn  X/« 

SO  erhält  man  leicht  dureh  Induction  folgende  Resultate.  Bezeichnet 
allgemein  Pijai)  ein  Polynom  von  x  vom  Grade  m,  so  findon  fttr 
eia  grades  n  folgende  Gleichungen  statt: 

^.      An  —  1/(1 — X»)  {1—k^  x^)  Pin^—^l    Bn  =  Pin^)y 

Cn  —  P{n^l    Dn  —  />(n>). 
Flir  ein  ungrades  n  hat  man: 

An  ^  P{n^),    Bn  —  /^n*— l)l/r:^, 
Cn  —  /^(n*— 1)1/1—^^0:2,    /?,  —  iP(n>— 1). 
Es  ist  selbstverständUchy   dass  die  symbolisch  angedeuteten 
Bdynome  P{n^)  etc.  Ar  die  versehiedenon  Ausdrücke  An^  Bny  Cn 
und  i>»  yerschieden  sind.    Die  Allgemeinheit  der  Gleichungen  4) 
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und  5)  läBBt  sich  leicht  darthun  durch  Bildung  der  Ausdrficke  für: 

Mny    ^9»}    Cuy    -^to« 
^in-\-ly   Bgn-\-ly    ftiH-l>   ^^htt^-l' 

Setzt  man  in  den  Gleichungen  1),  2)  und  3)  Ton  §  24 
u  =  V  ==  fifv,  bildet  also  sinam2nii^,  C08am2nii;,  AsLm2ntVj  so 
folgt,  mit  Rücksicht  auf  die  Grleichungen  3): 

A^  2AnBnCnDn         B^   _   B\I>\—^n(Pn 

Ih^   ^     B^n—k^A^n   '      Bu  B^n—IC^ÄK 

C^  _  (PnB\  —  k^A\B\ 

B^  B^n  —  k^A^n        ' 

oder: 

iAftn===^2AnBnCnBny   B2n   =   Bn^Bn^—An^Cn^ 
^       lC«n   =    Cn^Bn^—k^An^Bn^   B^  =   B^^  —  k^An^ 

In  den  Gleichungen  1),  2)  und  3)  von  §  24  nehme  man  u  *« 
nwy  V  ='  (n+i)fVy  bilde  also  8inam(2n+ l)ir,  cosam(2«  +  l)ir 
und  AB,m{2n+  i)w.  Ganz  analog  wie  die  Gleichungen  6)  findet 
man  unter  Zuziehung  der  Gleichungen  3): 

Af^l  =  An  Bn^i  Cnr^-l  Bn  +  An+l  Bn  Cn  Bn+lj 
Bitt^l  =  BnBu^iBnBn^i  —  A»  A»^iCn  Cf^ly 
Gu^l   =    CnC^lBnB^i  —  kUnA^iBnB^x, 

Bft^i  =  BlBl^i—k^AlAl^i. 
Ist  nun  n  eine  ungrade  Zahl,  so  reduciren  sich,  die  Gleichungen 
6)  nach  5)  auf: 

Ain  =   l/(l— 0:2)  (1—^23,2)  7>(4n2_3),  B^  =  i>(4w2), 

Cu  =  />(4n2),  B^  «=  P(Affl). 
Diese  Gleichungen  folgen   auch  direct  aus  4)  durch  Vertäu- 
schung  Yon  n  mit  2n.    Zu  demselben  Besultate  gelangt  man  ftir 
ein  grades  n. 

Nimmt  man  wieder  n  ungrade,  so  geben  die  Gleichungen  7) 
unter  Zuziehung  der  Gleichungen  4)  und  5): 

A^i  =  />[(2n+l)2],  ^«^1  =  />(4n2  +  4«)  |/r^ 

Gi»+i  =  ^(4«^  +  4n)  l/l— Ä^xS  Bft^i  =  7>(4n2  +  4n). 
Diese  Gleichungen  folgen  direct  aus  5)  durch  Vertauschung 
Yon  n  mit  2n.    Zu  demselben  Resultate  führt  die  Annahme  für  ein 
giades  TU 


7) 
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Finden  also  die  Gleichungen  4)  und  5)  für  eine  Zahl  n  statt, 
so  bleiben  dieselben  allgemein  gtUtig.  Ist  nämlich  n  =»  2m ,  so 
gelten  die  Gleichungen  fttr  2w  =  4m  und  2»  +  1  =  4m  +  1 ,  ist 
n  =  2m  +  1,  so  ist  die  Gültigkeit  für  2n  =  4m  +2  und  2n  + 1  =» 
4m  +  3  nachgewiesen.  Wegen  1)  und  2)  gelten  die  Gleichungen 
3)  und  4)  für  n  =  2  und  «  =  3,  also  auch  für  4,  5,  6  und  7. 
Durch  wiederholte  Anwendung  ergiebt  sich  auf  diese  Art  die  All- 
gemeinheit der  Gleichungen  4)  und  5).  Der  vorstehende  Beweis 
findet  sich  bei  Sohnke  (Allgemeine  Encyclopaedie.  Erste  Section. 
Theil  40.  Artikel  Elliptische  Functionen), 

Geht  man  ron  den  Additionsgleichungen  der  elliptischen  Func- 
tionen aus,  so  kann  man  sinamnu  als  besondem  Fall  von 
sin  am (wi  +  z<2  + . ••  +  w«)  flir  w^  =  t^  =  • . .  =  z/»  =  w  auffassen, 
dasselbe  gilt  auch  für  cosamnu  und  Jamnu.  Untersuchungen  über 
eine  derartige  Erweiterung  der  Additionsgleichungen  von  zwei  Argu- 
menten auf  eine  beliebige  Anzahl  von  Argumenten  finden  sich  bei 
Cayley:  „Note  sur  Taddition  des  fonotions  elliptiques  **  (Grelle. 
Journal  t.  41  p.  57  —  65). 

Um  die  Ausdrücke  für  sinamnt^,  cosamnu  und  J  am  nu 
allgemein  darstellen  zu  können^  oder,  was  dasselbe  ist,  um  y  als 
algebraische  Function  von  x  auszudrücken,  wenn: 

dy ndx 

reicht  die  blosse  Anwendung  des  Additionstheorems  von  Euler  nicht 
aus.  Die  vollständige  Lösung  des  Problems  lässt  sich  nur  ermög- 
lichen durch  Einführung  elliptischer  Functionen,  mit  besonderer 
Bücksicht  auf  das  Princip  der  doppelten  Periodicität  Sehr  be- 
zeichnend für  das  Problem  sind  die  folgenden  Worte  von 
Lajeune-Birichlet  aus  seiner  Gedächtnissrede  auf  Carly  Gastavj 
Jacob  Jacobi  (Grelle.  Journal  t  52  p.  199): 

;,Die  Theorie,  wie  Abel  und  Jacobi  sie  vorfanden,  bot  mehrere 
höchst  räthselhafte  Erscheinungen  dar,  in  deren  Aufklärung  die 
damals  bekannten  Principien  nicht  ausreichten.    So  hatte  man^ 

EnnepeTf  aUlpt.  Fanotioneii.  21 


um  nui)  einer,  dieser  Erscheinungen  zu  erwähnen^  gefunden,  dasd 
der  Grad  der  mit  Httlfe  des  Euler'schen  Satzes  gebildeten  Olei- 
chung^  von  deren  Lösung  die  Theilung  des  elliptischen  Integrals 
abklingt,  nicht  wie  in  der  analogen  Frage  der  Ereistheilung,  der 
Apzahl  d^r  Theile,  sondern  dem  Quadrate  dieser  Anzahl  gleich 
ist  Die  Bedeutung  der  reellen  Wurzeln  war  leicht  ersichtlich, 
wogegen  die  zahlreichem  imaginären  ganz  unerklärlich  erscheinen 
mussten.  Aber,  dass  hier  ein  (reheimniss  verborgen  li^e^  darüber 
hatte  mw  vor  Abel  und  Jacobi  kein  Bewusstsein;  und  ihnen 
war  es  vorbehalten,  sich  zuerst  über  diese  und  ähnliche  Erschei- 
nungen zu  wundem;  was  in  der  Mathematik,  wie  in  anderen 
Gebieten,  oft  schon  eine  halbe  Entdeckung  ist/ 

Die  Multiplication  der  elliptischen  Functionen  hat  Abel  zuerst 
in  seinen  „Becherches  sur  les  fonctions  elliptiques''  (Grelle.  Joum. 
t.  2  p.  tl4— 125  u.  146  —  154,  Oeuvr,  t  1  p.  154— 165  u.  186  —  194) 
behandelt.  Die  Untersuchungen  von  Jacobi  über  diesen  Gegenstand 
enthalte^  eine  sehr  schOne  und  feine  Bemerkung,  dass  nämlich  die 
Multiplication  der  elliptischen  Functionen  sich  durch  Transfor- 
mationen bewerkstelligen  lässt.  Auf  p.60  der  ,, Fundamental'  findet 
sich  folgendes  Theorem: 

„Itaque  post  transformationem  primam  abhibita  secunda  seu 
post  secundam  abhibita  prima,  Modulus  Ar  in  se  redit,  seu  trans- 
formationes  prima  et  secunda  successive  adhibitae,  utro  ordine 
plaeet,  Multiplieationem  praebent^. 

Zur  Vereinfachung  sei  n  ih  sin  am  ^^  ein&  ungrade  Primzahl, 
auf  diesen  einfachst^i  Fall  lassen  sich  alle  andem  redudr^i ,  in 
Verbindung,  wenn  nöthig,  mit  den  leicht  zu  bildenden  Ausdrücken 
fbr  sinam22<,  oefram2u  und  Jiun2u. 

In  den  Gldchungen  19)  von  §  38  setze  man  t  =  0  und 
— m^  statt  r.    Ist  zur  Abhürzung: 

f  •=  OD 

s  =  l 

so  gebe^  die  bemerkten  Gleichungen: 


ZEA 


9) 


Ttr  =  -— - 


In  Fol^  der  Gleichung  6)  von  §  37  ist: 


■— 1 
« 


» 


m  = 


«  •  1 


oder  q^  statt  ^  gesetzt: 

-i  - 

10)     9>(<l')'»(nx,q)  =  9>{q)    JJ      *(a:+'Il^,  ^-). 

"•== — r 
In  der  ersten  Gleichung  9)  werde  a;+  — statt  a;  gesetzt;  legt 

man  darauf  m  alle  ganzzahligen  Werthe  von  — ^lizL  big  ?Lzi 
bei,  bildet  da»  Prodüct  sÄmmmtlicher  Gleichungen,  so  fblgt: 

d.  i.  nach  10): 

Auf  ähnliche  Art  erhält  man  aus  den  Gleichungen  9): 


11) 


9(^)«*-»*3(»«=)  -  u/f^^^^+^^^^+^JImy 


21» 
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Wird  zur  Vereinfachung =«  u  gesetzt,  so  geben  die  drei 


letzten  Gleichungen  11)  durch  die  erste  dividirt: 

»-1 


n»— 1 


12) 


sinamnu  =  ( — 1)  *  Ar    ^    JJ JjBiaam\u+2^      ^^    j 


cos  am 


Jamnti  =  — iz^  ITTI  ^^^[^+^ )• 

Um  die  rechten  Seiten  passend  zu  transformiren  hat  man 
ähnlich  wie  bei  den  Transformationsgleichungen  in  §  37  und  §  39 
zu  verfahren,  nämlich  die  factorieUen  Elemente  m  und  m^  auf  die 

Gränzen  1  und  — ^  zu  reduciren,  durch  Trennung  der  negativen 

und  positiven  Werthe. 

Da  n  ungrade,  so  sind  n — 1  und  ^ — x-^  grade  Zahlen.    Die 

erste  Gleichung  12),  auf  die  angegebene  Weise  umgeformt,  wird: 

13)      sinamnu  =» 


n— 1    •■— 1 


( — 1)  ^  k    2    smamti//  smami |-wjsmam( ujx 


//  smam( ht^jemamt uj 


X 


////  sm  am (2 • f-«)  smam(2 : u)  x 

J2  JX  smam  (2 h«)  sm  am(2 u). 

In   den  beiden   einfachen   und  den  beiden  Doppelproducten 
nehmen  m  und  m'   unabhängig   von    einander   die   ganzzahligen 

Werthe  von  1  bis      ^     an.   Die  Gleichung  13)  nach  u  differentiirt, 

darauf  k  =»  0  gesetzt,  fllhrt  auf  die  Relation : 


iH-i  «*—i 


2mKTT  .  .        2m' iK' 


14)     «  -=  (—1)  «  *  2    IJsin^im^^JjBJSiHm 


n  *-*  n 


/7/7^siB'am22i^±«:M'Bin«am22t£lI^li£:. 


n  n 
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Die  Gleichung  13)  werde  mittelst  der  Gleichung  7)  in  §  24 
transformirt  Mit  Rücksicht  auf  die  Gleichung  14)  lässt  sich  dann 
sinamnt«  auf  folgende  Art  als  rationale,  gebrochene  Function  von 
sinamu  darstellen: 

15)    sinamme  »» 

sin^amu 


1 


sin*  am  — — 


nsinamw  JJ ^~^ x 

1 — Ar*  sin*  am sin*  am  u 

n 

.^      sin*  am  u 


.  „      2i»'»ir 
sm*am 


11.  2mf  xK^  ^ 

1 — Ar*  sin* am sin*amu 

n 


nn 


sin*  am  u 

sm*am2 

n 

1  —  Ar*  sm*  am  2 ■ sm*amti 

n 

. sin*  am  t^ 


X 


nij 


sm*am  2 

n 


1  — Ar*  Bm*am2 sm*amu 

n 


Die  beiden  letzten  Gleichungen  12)  geben  nach  einigen  leichten 
Umformungen  u  ^^^  0  gesetzt: 

//  // cos*am2 cos*am2 • 

17)    Ar'         «=  //  J*am //  J*  am  2 X 

TJJJ  i3*am2 : J*am2 • 
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Unter  Zuziehung  der  Gleicbfnngen  8)  und  9)  von  §  24,  sowie 
der  vorstehenden  Gleichungen  16)  und  17),  ergeben  sich  aus  12) 
f&r  cosamn!^  und  Aa,m nu  die  folgenden  Gleichungen: 

18)    cosamnu  = 

sin^amt« 


1 


2mIC 
sin*  coam 


n 


cosamM  ff ^^ X 

1 — Ar^sin^am sin^amu 

n 

. sin^amu 


.  -          2m'iir' 
sin*  ooam 

1  — k^  sin*  am sin*  am« 

n 

.               i^*amt« 
1 


sm*C0Äm2 

TT  TT ü X 

1  —  Ar*  8in*am  2 ■ sin*amM 

n 


1— 


sin*  am  u 


nn 


sin*coam  2 

n 


1  —  Ä*  sm*am  2 sm*  amw 

n 


19)    Jamni^  ^^ 
1  —  /r*  sin*  coam sin*  am  u 

äwaxu  ff ~%^ ^ 

1  — X:*  sin*  am sin*  amw 

n 

1  — A:*  sin*  coam sin*  am  u 

YY ^ n 

1  —  Ä*  sin*  am sin*  am  u 

n 

1  — A:*  sm*coam  2 sm*amu 

1 — Ar*  sin* am  2 sm*amM 

n 

1  —  Ar*  sm*  ßoapfi  2 sm*  am  u 

1 — Ar*  sm*am  2 sm*amu 

n 
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Die  rechten  Seiten  der  Gleichun^n  15),  18)  und  19)  lassen 
sich  auch  in  Form  von  Summen  darstellen,  durch  Anwdnftiing  des 
obigen  Theorems  von  Jacobi  auf  die  Resultate  von  §  37  un!d  |  39, 
In  den  Gleichungen  44)  von  §  37  setze  man  für  M  seinän  Werth 
aus  19)  nämlich: 

i        ü^ 

Die  bemerkten  Gleichungen  werden  dann: 
nlL  .         VnuL    '^        «ä»— 


20) 


smam  — ,/    =3       >      sinam  mH ,*!, 


kK 

m  n  0 


[¥,/]==2cosam[«+l2?,*], 

nJL  .      VnuL   7\        ^^n  ^      f    .  ^^^  iT 
^Jain[^_,/J  =  2Jam[w+  — ,*J. 


nlL 

-TTrCosam 

kK 

nL 


Es  Bind  %  und  L  die  entsprechenden  Werthe  Ton  k  tmd  K^ 
wenn  g^  an  Stelle  von  q  tritt. 

Wird  q  durch  ^  ersetzt,  so  mögen  k  und  K  respective  in  X 
und  A  ttbei^bn.  In  den  Gleichungen  20)  und  21)  yoü  §  39  scitse 
man  aus  11)  für  M  seinen  Werth  ein,  femer  co  »*  ;ir<'  und  r  «»  m^ 
Werden  darauf  /  und  L  respective  durch  X  und  A  ersetst,  so  las- 
sen sich  die  bemerkten  Gleichungen  auf  folgende  Art  darstellen: 


21) 


XA.        --    -        ^'^'^-^ 
kK 


,     .^XA  TuA   .1        ^^  V    .ArnUK'    .1 


«— 1 


/     A^ -^  4      M   -,"1        'V^  >.      r    ,  4m'iir'  ,1 
(-1)«   -zlam[-^,Aj  =  2^H""*'""^'*J 


In  den  Gleichungen  20)  werde  q  mit  q"^     vertauscht,  wodurch 
k^  Kj  l,  L  respective  übergehn  in  2,  J,  Ar,  K.     Nimmt  man  noch 

—  statt  tiy  80  erhftlt  man: 
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m  =  n — 1 


22) 


-jj  8mam(nM,  Ar)  =       2^     emam  («+-^  )^>  ^  . 

-^  cos  am  (»u,  Ar)  =  ^eo8amUM+^|pj-,  Aj, 

^  Jam(ww,  Ar)  >=  ^J^aml  f«+-^j;^,  ^j- 

Auf  die  rechten  Seiten  der  vorstehenden  Gleichungen  lassen 

sich  die  Gleichungen  21)  anwenden,  wenn  in  denselben  «H 

an  Stelle  von  u  gesetzt  wird.    Da  auf  beiden  Seiten  derselbe  Modul 
k  vorkommt,  so  erhält  man  mit  Weglassung  desselben: 

m  =  n — l  m'  =  n — I 


n  smamnu  =       >^  >^      smam  m+4 , 


23)    . 


m  =  0        m'  =  0 
»-1 


( — 1)  *    ncosamntt  =   >    >  cosam  w+4 , 

( — 1)  *    nAamnu  =  y^  >^i4am   u+i ■ • 

Auf  p.  62  und  63  der  „Fundamental  hat  Jacobi  ähnliche  Glei- 
chungen gegeben  wie  die  Gleichungen  22).  Die  für  einige  Zwecke 
sehr  brauchbaren  Gleichungen  23)  hat  Abel  aufgestellt  (Grelle. 
Joum.  t.2  p.l49,  Oeuv.  t.  i  p.  189). 

Wegen  sinam(i;— 4^^)  =  sinamt;,  sinam(t; — 4tÄ^')  =  sinamv, 
ist: 

y     sin  am  v  H =       ^S]     sin  am  t;  —  4 I^    = 


n— 1  --  ^  -. 

Y"  _. 1         4mA!' 


r       Ami 
^ri  smam   v i* 


Mit  Hülfe  dieser  Gleichung  folgt: 

m  =  n — l 


m==0 


smamt;+      y]      sinam(v+- — j  +  smam(r 1  • 


mssz  1 
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Nimmt  man  hierin  v  =  m  H ,  wendet  auf  das  summi- 

rende  Element  m',  wenn  m'  die  Werthe  0,  1,  2, . .  n — 1  annimmt, 
dieselbe  Transformation  wie  für  m  an,  so  ergiebt  sich  ohne  Schwie- 
rigkeit, dass  die  erste  Gleichung  23)  auf  folgende  Form  gebracht 
werden  kann: 

24)    nsmamnu  =  sinamu 


+ 


+ 


2[Bin  am  (w+  —j  +  sin  am  («-^)j 
7,1  smam(wH j  +  sinam(M 1 


+ 


+ 


smamltt  +  4 j  +  smamf  m— 4 j 

smam  (w  +  4 l  +  smamfw — 4 1  • 

In  dieser  Gleichung  nehmen  m  und  tn',  unabhängig  von  einan- 
der, alle  ganzzahligen  Werthe  von  1  bis      ^      an.     Die  rechte 

Seite   lässt    sich  als  rationale  Function  von    sin  am  t«    wie   folgt 
schreiben: 

25)    nsinamnu  =» 

4mK  .      AmK 
sinamwcosam ziam 

sm  amw  +  2  ^ 4^^ 

1 — k^  sin^amw  sin^am 

n 

smamw  cosam Jam 

+  2V - ^ 

1  — k^  sm^ am«  sm^Am 

n 

^ mK+  m'iK'  .       ^mK+  mUK' 
sinamu  cosam  4 ziam4 

1  — k^  sm^amu  sm^am  4 

n 

.  mK—  m*  %K'  .       .  mK—  m'  iE' 

sm  am  w  cos  am  4 Jam  4 

n  n 


+  2  y.  V 


1  —  k^  sm^amu  sm^am  4 


n 


»30 

n — ^1  n — 1 

Die  beiden  Werthe  von  ( — l)~^n.eöBamnM  und  ( — VjT^  nx 
Avaanu  aus  23)  lassen  sich  ähnlich  wie  nsinamnu  in  24)  und  25) 
darstellen.  Setzt  Man  in  der  Gleichung  25)  u  +  jSC  sta/tt  u,  so  geht 
nfiinammi  tlber  in: 

dlog 2^ i^ 

. .y^-  neosamnu  ^^    1 i;— (•—  \)  ^  k  sin  amnu 

^       ^         Jamnw     ""  2/r  du 

Es  lassen  sich  so  beide  Seiten  der  neuen  Gleichung  als  Diffe- 
rentialquotienten nach  u  von  Logarithmen  darstellen,  durch  deren 

Int^ration: 

-   -  ■  ■■  ■ 

l+( — 1)  ^  Arsinamnu 

H — 1 

1 — ( — 1)  *  Arsinamnw 

in  Function  yon  sin  am  t«  folgt  Da  der  reeultn^ende  Au^ruck 
etwas  weitläufig  ist,  seine  Darstellung  weitere  Schwierigkeiten  nicht 
darbietet,  so  soll  eine  Ausf&hrung  desselben  unterbleiben.  Es  er- 
geben sich  weitere  integrabele  Ausdrücke,  wenn  in  jeder  der  Glei- 
chungen 23)  u  durch  u  +  K  oder  u  +  iK'  ersetzt  wird. 

Combinirt  man  die  Gleichungeti  1)  mit  den  Gleichungen  15), 
18)  und  19),  oder  den  Gleichungen  23)^  so  lassen  sich  allgemeine 
Relationen  für  sin  am  n^  cosamnuund  Jamnu  aufstellen,  in  denen 
n  eine  beliebige  Zahl  bedeutet. 

Das  Problem  der  Multiplication  involvirt  naturgemäss  das 
umgekehrte  Problem  der  Division,  d.h.  sinamt«  algebraisch  durch 
sin  am  7m  auszudrfieken.  Die  Untersuchung  kommt  auf  die  Lösung 
der  Gleichung  15)  hinaus,  welche  in  Beziehung  auf  sin  am u  vom 
Grade  n^  ist.  Für  den  Fall,  dass  n  =»  2,  giebt  die  erste  Glei- 
chung 1): 

26)    (i  —k^x^)  sinam2«^  «=  1x\/ {\  —  x"^)  {\ —k^x^\ 

wo  o:  SS  sin  am  n^.  Da  nun  8inam2;r  ==  sin  am  (2 ji!' — 2rv)  =»= 
8inam(2ijr-h2w;)  =  sinam(2t'Ä:'-f- 2A^— 2w),  so  folgt,  dass  in: 

2x\/{\—x'^){\  —  k^x^) 

sinam2«?  =  — "— r — f^-r ^ 

1 — k^x^ 
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die  linke  Seite  ungeändert  bleibt  ^  wenn  w  durch  iT — w,  iJP  +  w, 
iK*  +  K — w  ersetzt  wird.    Sind  also  arj,  x^j  x^^  Xj^  Werthe  ron  Xy 
welche  der  Gleichung  26)  genttgen,  bo  hat  man: 
QCi  BS  Binamit^, 

x^  :=  sinam(Ä^ — w)  =  —; , 

X.  =  Bin  am  (tJS^  +  «')  ~  7—: > 

^  ^  ^        Arsinamn^' 

/.,«  ,   „       V  Jamw 

^  '        /rcosamir 

Sdizt  man  y  =^  mn^jalrv^  bo  findet  man: 

^  I  /l— C0Bam2iy  ^  I  /  l— /i— y2 

^  I  /l  +  C0Bam2jt;  _  l/  1  +  t/i— y^ 
^~  V    l+^am2w    ~  l^  i4.i/i_;tV' 


+  l/l  — ^V 
_  I  /l  +  coB  am"2^  _  |  /  l  +  l/J^ 

'^'^  ~  l^  i-jam2«^  ~  l^  i_i/i:i: 


-V' 


l/l— A:V' 


— l/i  — y^ 


_  I  /l — cosam2w; I  /  1 — ]/l^ 

^^  ~  V    1— Jam2i«^    ~  V  ]Zyj^^2- 

Zu  ähnlichen  Betrachtungen  giebt  die  Gleichung  15)  Veran- 
lassung.   Ist  sin  am nt;  «»  sinamnu,  so  hat  man  allgemein: 

nv  =  nu  +  imK+2mUK', 

oder: 

.  4wir+2m'iAr' 

n  ' 

wo  m  und  ;»^  ganze  Zahlen  sind.    Die  linke  Seite  der  Gleichung 

15)  bleibt  ungeändert ,  wenn  u  durch  u  H ^ ersetzt 

wird.     Ist  also  sinamTiu  gegeben  ^  setzt  man  x  statt  sin  am  u,  so 
sind  die  verschiedenen  Werthe  von  x  in  der  Gleichung  enthalten: 


27)    X  =  smam  u-\ ■ 


Legt  man  m  und  m^  alle  ganzzahligen  Werthe  bei,  so  kann 
die  rechte  Seite  der  Gleichung  27)  nur  n^  Werthe  annehmen,  wel- 
chen die  »^  Werthe  von  x  entsprechen.     Was  die  algebraische 
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LöBung  der  Gleichung  15)  in  Beziehung  auf  sin  am  u  betrifft,  so 
würde  eine  Ausf&hrung  dieses  Gegenstandes  zu  weit  fbhren.  Die 
ersten  und  einfachsten  Untersuchungen  über  die  Theilung  der  ellip- 
tischen Functionen  hat  Abel  in  seinen  „Recherches  aur  les  fonctions 
elliptiques"  gegeben  (Grelle.  Joum.  t2  p.  125— 146,  Oeuvr.  tl 
p.  165 — 186).  Das  Resultat,  zu  welchem  Abel  unter  Nr.  20  seines 
Aufsatzes  gelangt,  besteht  darin,  dass  sich  sin  am  u  ausdrücken  lässt 

durch  sinamnu,  sin  am —  und  sin  am .    Die  Bestimmung  dieser 

letzten  Ausdrücke  ist   aber  abhängig  von  einer  Gleichung  vom 

fi^ \ 

Grade  n  +  1  und  n  + 1  Gleichungen  vom  Grade  — ^ .    Die  n + 1 

fi 1 

Gleichungen  vom  Grade  —^ —  lassen  sich  algebraisch  lösen,  mit 

Hülfe  eines  Verfahrens,  welches  dem  analog  ist,  dessen  sich  Gcbuss 
zur  Lösung  der  Gleichung  9^  —  1  »=  0  bedient  hat.  Die  Gleichung 
Tom  Grade  n  + 1,  von  welcher  schliesslich  das  Problem  der  Thei- 
lung abhängt,  ist  aber  nicht  allgemein  algebraisch  lösbar,  em  Um- 
stand, welcher  sich  wohl  voraussehn  liess.     Für    den  besonderen 

1 
Fall,  dass  der  Modul  k  bestimmt  ist  durch  Ar  »=  Ar^  «»  --^  hat  Abel 

l/2 

in  §VIII  seiner  „Recherches"  (Grelle.  J.  t.3  p.  160— 168,  Oeuvi*. 
1. 1  p.  221 — 229)  eine  Untersuchung  durchgeführt,  von  weldier 
Gauss  (man  vergleiche  p.  5)  eine  kurze  Andeutung  gegeben  hatte. 

Abel  findet  dass  für  den  bemerkten  Modul  sin  am sich  durch 

Quadratwurzeln  ausdrücken  lässig  wenn  n  eine  Potenz  von  2,  oder 
eine  Primzahl  von  der  Form  2^*  + 1  ist  Bei  dieser  Gelegenheit 
wendet  Abel  ein  neues  und  sehr  merkwürdiges  Verfahren  zur  Mul- 
tiplication  und  Division  der  elliptischen  Functionen  an,  für  den 

Fall,  dass  A:  »=  -7=..    Lässt  sich  eine  Zahl  g.  wie  dieses  bei  den 

1/2 

Primzahlen  von  der  Form  4ä  + 1  der  Fall  ist,  als  Summe  zweier 
Quadrate  darstellen,  so  dass  ^  =  a^  +  jS^  -=  («  +  /50  (« — ßi\  bo 
lässt  sich  sin  am  ^u  auf  folgende  Art  darstellen.  Man  bilde  zuerst 
sin  am  (a  + /9i)  «^  und  setze  darauf  tv  =  (a — ß()iju    Für  die  Thei- 

lung  bilde  man  sin  am  (a  +  ßi)fVj  nehme  dann  tv  =  >      ^.,  wodurch 


am  am 
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sich  eine  Gleichung  fUr  sin  am — r-r.   ergiebt.     Lässt    sich    diese 

Quantität  bestimmen,  so  erhält  man  unmittelbar  durch  Yertauschung 

von  i  mit  — i  den  Werth  von  sin  am r-..      Die    Gombination 

a — ßt 

beider  Werthe  giebt: 

r2mür   .    2mKl  AmoK 

■  Q.H T.    =  amam-r— -55. 

Um  den  Werth  von: 

2pK 

zu  bestimmen,  nehme  man  p  =  2ma — (a^  +  ß^)t.  Diese  Gleichung 
ist  in  Beziehung  aufm  und  t  immer  lösbar^  wenn  a^-^ß^  eine 
Primzahl  ist,  da  dann  2a  und  a^-^-ß^  keine  gemeinschaftlichen 
Factoren  haben« 

Im  „Pr^cis  d'une  throne  des  fonctions  elliptiques^  hat  Abel 
im  Chap.  I  §  4  und  Chap.  IV  §  9  und  §  10  sowohl  die  Multiplica- 
tion,  wie  die  Division  der  elliptischen  Functionen  in  etwas  anderer 
Art,  wie  in  dem  vorhin  erwähnten  Aufsatze  behandelt  (Grelle.  J. 
14  p.  256  — 260  u,  337  f.  Oeuv.  tl  p.  346— 350  u.  396—402). 

Werden  in  der  Gleichung  15)  Zähler  und  Nenner  nach  Potenzen 
von  sin  am u  entwickelt,  so  hat  Jacohi  ein  Verfahren  angekündigt 
die  Factoren  dieser  Potenzen  in  Functionen  von  k  darzustellen. 
(Grelle.  Joum.  t3  p.  403 — 405).  In  der  kurzen,  sehr  bemerkeng- 
werthen  Abhandlung  „Suite  des  notices  sur  les  fonctions  elliptiques^ 
(Grelle.  J.  t4  p.  185 — 193)  hat  Jacohi^  angeregt  durch  die  Unter- 
suchungen von  Abelj  die  Lösung  der  Probleme  gegeben  sin  am  u 

durch  sinamfrj^, /j  und  sinamf^, /j  durch  sinamnu  auszudrtlk- 

ken,  wo  sin  am  f-^,  /]  sich  auf  die  in  §  37  und  §  39  behandelten 

Transformationen  bezieht.  Jacohi  scheint  seinen  Resultaten  mit 
Recht  einen  hohen  Werth  beigelegt  zu  haben,  wie  man  aus  den 
Worten  von  lejeune-Dirichlet  folgern  muss: 

„Als  Jacobi  das  Resultat  dieser  Arbeit  in  einer  kurzen  Notiz 
bekannt  machte,  hoffite  er  Abel  durch  die  Vervollkommnung  des 
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Theilproblems  in  Verwunderung  zu  setzen;  aber  dieae  Hoffiiung 
blieb  uneifüllt.  —  Abel  war  eben  gestorben,  kaum  27  Jahre  alt^ 
weniger  als  zwei  Jahre  nach  der  Bekanntmachung  seiner  ersten 
Arbeiten  Über  die  elliptischen  Functionen.^ 
Die  von  Abel  und  Jacobi  (Grelle.  J.  t  3  p.  181  u.  195)  bemerkte 
complexe  Multiplication,  in  Verbindung  mit  der  Theilung  des  Um- 
fangs  der  Lemniscate,  haben  zu  einer  Beihe  von  Untersuchungen 
Veranlassung  gegeben,  von  welchen  die  folgenden  angefllhrt  werden 
mögen. 
Liotwille:  Sur  la  division  du  pörimötre  de  {la  lemniscate,  le  divi- 
seur  ätant  un  nombre  entier,  r^el  ou  complexe  quelconque. 
(Comptes  Rendus  1843  t  XVII  p.  635). 
Clausen:  Die  Gonstruction  des  Siebenzehnecks  der  Lemniscata. 

(Astron.  Nachr.  1842  1. 19  p.  243). 
Eisenstein:  Beiträge    zur    Theorie    der   elliptischen   Functionen 
I.  Ableitung    des    biquadratischen    Fundamentaltheorems 
aus  der  Theorie  der  Lemniscatenfunctionen,  nebst  Bemer- 
kungen zu  den  Multiplications-  und  Transformationsformeln 
(Grelle.  Joum.  t.  30  p.  185  —  210). 
Weitere  Untersuchungen,  im  Anschluss  an  den  vorhergehenden 
Aufsatz,  finden  sich  bei: 
Eisenstein:  Ueber  die  Irreductibilität  und  einige   andere  Eigen- 
schaften der  Gleichung,  von  welcher  die  Theilung  der  ganzen 
Lemniscate    abhängt     (Grelle.  Joum.  t  39  p.  160  — 179, 
224  —  274,  275—287). 
Kronecker:  Ueber  die  elliptischen  Functionen,  fftr  welche  com- 
plexe Multiplication  stattfindet    (Monatsberichte  d.  Academie 
d.  Wissenschaften  zu  Berlin«     Aus   dem  Jahre  1857  p. 
456—460,  Journal  de  Mathim.  2«  sörie  t  3  p.  265—270). 
Kronecker:  Ueber  die  complexe  Multiplication  der  elliptischen 
Funetionen«    (Monatsb.  A.  d.  J.  1862  p.  363  —  372). 
Die  bemerkten  Abhandlungen   von  Eisenstein  und  Kronecker 
enthalten  sehr  tiefe  zahlentheoretische  Betrachtungen,  ihrem  Inhalte 
nadi'  mm»  die  Zahlentheorie  gegenüber  dem  ursprünglich  behan- 
delten (Gegenstand  in  den  Vordergnind  treten« 


3a& 

An.  die  Notiz  von  Clausen  schlieasenj  sieh,  ihrem  Inhalte  nach^ 
folgeiode  Abhandlungen  an:^) 

Wiehert:  Die  Fünf-  u.  Siebeentiieikuig  der  Lemniseate.    Conitz 

1S46  (Programm  d.  Gymnnaii). 
Hoffmmm :  MultipUoations-Formeln  f&r  die  elliptischen  Functionen 
mit  complexen  Vielfachen  des  Arguments  und  dem  Modul 


V 


~  (CreUe.  Joum,  t.  48  p.  332—347). 


Kiepert:  Siebzehntheilung  des  Lemniscatenumfangs  durch  alleinige 

Anwendung   Ton  Lineal  und   Girkel  (Borchardt.  Joum.  t 

75  p.  255  — 263,  p.  348). 
Kiepertl  lieber  eine  geometrische  Anwendung  der  complexen  Mul- 

tiplication   der   elliptischen  Functionen   (Borchardt  Joum. 

t  74  p.  305  — 314). 

Die   letzte    Abhandlung   bezieht   sich  auf  die  Theilung  des 
Bogens  der  Curve  bestimmt  durch  die  Polargleichung  r^  =  cos  3  g). 


*)  Die  Untersuchnngen  über  die  Theilnng  der  Lemniscate  basirea  sämmt- 
lieh  auf  dbn  Arbeiten  von  Abel.  Die  älteste  Bemerkung  über  diesen  Gegen- 
stand enthalten  die  ,,DiBqiiiflitiones  arithmeticae'^  vom  Jahr  1801  (fiauss  Werke 
1 1.  p.  412). 

„Cetemm  prinoipia  theoriae,  quam  exponere  aggredimnr,  mnlto  latlns 
patent^  quam  hie  extenduntnr»  Namqiie  non  soliun  ad  fnnoticmes  oirculares, 
sed  pari  succeBsu  ad  multas  alias  functiones  transcendentes  applicari  pos- 

/•    dx 
/; — >^  pendent;  praetereaqne  etiam 

ad  varia  congmentiarmn  genera:  sed  qnoniam  de  UHb  fanctionibos  transcen- 
dentibus  amplnm  opus  pecnliare  paramus,  de  congmentiis  autem  in  conti- 
nnaticme  disqnisitiomnm  arithmetiearam.  oopiose  traotabitfcir,  hoe  looo  solas 
functiones  circnlares  considerare  visum  est'* 

Der  dritte  Band  der  Werke  von  Gauss  enthält  nor  Bruchstücke  (p.  470 
u.  f.)y  welche  cur  Erläuterung  des  vorstehenden  Satzes  dienen  k()nnen.  Bs 
schebit,  dass  andere  Arbeiten  den  grossen  Mathematiker  gehindert  haben, 
das  „amplnm  opus*'  auszuführen.  Der  Herausgeber  des  Nachijisses,  Schering^ 
hat  schon  den  relativ  geringen  Umfang  der  Arbeiten  Über  die  Theilnng  des 
Lemnisoatenbogens  hervorgehoben  [Gauss  W.  t.  3.  p.  496). 

Ueber  die  hinterlassenen  Arbeiten  von  Gauss  vergleiche  man: 
Sehering:  Ueber  den  III.  Band  von  Gauss  Werken  (Mathematische  Annaien 

B.L  p.l39— 140). 
Göriiig:    Untersuchnngen  über  die  Theilwerthe   der  Jaoobi'schen  Theta- 
fiinctionen  und'  die  im  Ganss'schen  Kachlasse  mitgetheilten  Bezie- 
hungen derselben  (Mathematisehe  Annaien  Bd*7.  p.^ll— 386> 
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Algebraische  Untersuchungen  aber  die  Multiplication  der  ellip- 
tischen Functionen  y  unter  Zuziehung  des  Algorithmen  der  Determi- 
nanteu;  enthalten  folgende  Abhandlungen: 
Brioschi:    Sur    quelques    formules    pour   la   multiplication   des 
fonctions    elliptiques     (Comptes  Rendus   1864  t  LIX.  p. 
999—1004). 
Kiepert:  Wirkliche  Ausfthrung  der  ganzzahligen  Multiplication 
der  elliptischen  Functionen  (Borchardt  J.  t  76  p.  21  — 33). 
Kiepertl  Auflösung  der  Transformationsgleichungen  und  Division 
der  elliptischen  Functionen  (ibid.  p.  34 — 44). 

Ausser  diesen  angeftlhrten  besondem  Abhandlungen,  von  denen 
eine  vollständige  Zusammenstellung  dem  Zwecke  dieser  kurzen 
Notiz  nicht  entsprechen  würde,  ist  das  Problem  der  Multiplication 
in  Verbindung  mit  der  Transformation  in  speciellen  Schriften  be- 
handelt,  von  denen  die  folgenden  hier  angemerkt  sein  mögen. 
Betti:  La  teorica  delle  funzioni  ellitiche  (Annali  di  Matematica. 

Roma  1861.  Tomo  IV.  p.  29  f.). 
Mansian:  Theorie  de  la  multiplication  et  de  la  transformati'on 

des  fonctions  elliptiques.    Gand  1870. 
Königsberger:  Die    Transformation,   die  Multiplication  und  die 
Modulargleichungen  der  elliptischen  Functionen.     Leipzig 
1868. 
Königsberger :  Vorlesungen  über  die  Theorie  der  elliptischen  Func- 
tionen.   Zweiter  Theil.    Leipzig  1874. 

Namentlich  das  erstgenannte,  ausgezeichnete  Werk  von  Königs- 
berger  enthält  die  vollständigste  Zusammenstellung,  nebst  eigenen 
Untersuchungen,  der  auf  dem  Titel  bemerkten  Gegenstände  und 
bildet  in  Folge  davon  eine  sehr  hervorragende  Leistung  auf  dem 
Gebiete  der  elliptischen  Functionen. 

Es  Hessen  sich  bei  dieser  Gelegenheit  noch  mehrere  geometrische 
Abhandlungen  anführen,  bei  welchen  Multiplicationen  und  Divisio- 
nen elliptischer  Integrale  und  elliptischer  Functionen  vorkommen. 
Hierbei  scheint  es  indessen  sich  mehr  um  eine  Anwendung  der 
elliptiachen  Functionen   auf  gewisse    geometrische  Probleme   zu 
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handeln,  wie  umgekehrt,  um  Erläuterung  und  Lösung  verwickelter 
analytischer  Probleme  durch  geometrische  Betrachtungen. 

§  48.    Die  elliptischen  Functtonen^  deren  Modal  grosser  wie 
die  Einheit  ist.    Anwendungen  derselben  auf  yersehiedene 

Transformationsglelehnngen. 

Die  Untersuchungen  Aber  den  Zusammenhang  des  primitiven 
Moduls  einer  elliptischen  Function  mit  dem  Modul  der  transfor- 
mirten  Function,  wenn  die  Resultate  von  §  37  und  §  39  zu  Grunde 
liegen,  veranlassten  Jacobi,  die  elliptischen  Functionen  zu  behandeln^ 
deren  Modul  grösser  wie  die  Einheit  ist  Man  findet  hierüber  auf 
pag.  70  der  „Fundamental  einige  Gleichungen  ^^quae  ad  alias  etiam 
quaestiones  usui  esse  possunt^.  Diese  Gleichungen,  welche  sich 
durch  ziemlich  weitläufige  Betrachtungen  auf  andere  Weise  her- 
stellen lassen,  sind  auch  von  Abel  in  etwas  anderer  Form  wie  bei 
Jacobi  aufgestellt  worden.  Man  vergleiche  hierttber  die  schon  frtther 
citirten  Abhandlungen:  Sur  le  nombre  des  transformations  diffören- 
tes  etc.,  (Grelle.  Joum.  t.  3  p.  395,  Oeuvres  1 1  p.  310)  Pröcis  d'une 

th^orie  des  fonctions  elliptiques.    (Grelle.  J.  t.  4  p.  312,  Oeuv.  p.  371). 

1 
Geht  der  Modul  k  über  in  -r* ,  so  mögen  die  Integrale  IC  und 

rC 

K*  ttbergehn  in  K^  und  K\.    Es  ist  dann: 


/i/i 


oder  fv  =  kt  gesetzt: 

/*  dt 

\/(\-fi){\-kH% 

Nimmt  man  in  den  Gleichungen  2)  und  4)  von  §  8  auf  p.  26 
sin a  BS  1,  so  erhält  man  unmittelbar: 

2)    K^  =  k(K+j\  =  k{K—K'i). 

1 
Der  Complementärmodul  von  -r-  ist: 

Bnnep«r,  eUipt.  Fonottonen,  t^^ 
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V         k*  k  k' 

Mit  Rücksicht  hierauf  folgt: 


*/l/(T= 


dtv 


Die  SubBtittttion  w  «» t/l— r»  giebt: 
3)    K\  =  k  f    -. —      f] 


w»)  {k^+k'h»^) 


=  kK\ 


Für  y  =  kx  folgt: 


Arcü^: 


i/(. -»•)(.-!■:) 


l/(l— a:2)(l— Ä2a;2)" 


Da  fUr  o;  =  0  auch  y  =  0,  so  folgt  durch  Integration  : 

dy  .    /w  da: 


/y  dy  ^  ^    /w 

.  i/('-^*)K:)  ^  ^^ 


^ 

l/(l-a;»)(l-Ar%^) 


a;»)(l— A»ar») 


Wird: 


gesetzt,  so  ist: 


./*y dl 

J.  l/(.-»«)(.-|n 


=  ku. 


Die  beiden  letzten  Oleichungen .  geben  x  =  sin  am  (u,  /r)  und 

1  1 

y  =  sin  am  (/rw,  — ).     Da    nun    y  =  kxy    so    ist    sin  am  (/rw,  -r)   — 

k  sin  am  (u^  Ar).    Man  erhält  so  leicht  die^  folgenden  Gleichungen : 

sin  am  M^  x    =  A:  sin  am  (ti^  /:) , 


4) 


cos  am 


zl am   ä«vt"    =  CO» am(tt, k). 
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Piese  Gleichungen  führen  durch  Combination  mit  den  Glei- 
chungen 8)  von  §  8  zu  bemerkenswerthen  Transformationsgleichun- 
gen.    Eb  finden  nach  p.  38  die  Gleichungen  statt : 


5) 


Bin  am 


^   '    ^  cos  am  (tt,  A:') ' 


1 


coB  am  (uL  k)  =  ; — =-? , 

^   '    ^         COB  am (tt,  Ar')' 

^   '    ^  COB  am  (w,  Ar') 


Zur  Vereinfachung  aoU  der  Modul  k  bei  den  elliptischen  Func- 
tionen nicht  mit  angemerkt  werden.  Vertauscht  man  in  den  Glei- 
chungen 5)  k  und  Ar',  so  gehn  dieselben  über  in: 


6) 


,  .  ...        .smamu 
^   '    ^         cosamu' 

1 


cos  am  {uiy  k')  * 
Jam(tt#,  A:^  == 


coBamu 
Jamt4 


cosamt« 

In  den  Gleichungen  4)  yertausche  man  k  und  k^,  setze  ui  statt 
u.    Mit  Rttcksicht  auf  die  Gleichungen  6)  folgt: 

L        A' J  cos  i^mu ' 

L        Af'J        cosamu' 


7) 


smam 


cos  am 


Jam 


cosamu 


Fahrt  man  in  die  vorstehenden  Gleichungen  links  die  Func- 
tionen mit   reellen  Argumenten  und  dem  Complementärmodul  p 

1 

Yon  p  ein^  so  lassen  sich  folgende  Gleichungen  herstellen: 


8) 


zlam   ArVp    =  " 


sin  am 


cos  am  I 


Ar^sinamti 
Jamu    ' 

cosamu 


Jamu  ' 
1 


Jamu 


22 
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Die  Gleichungen  4)  wende  man  auf  die  Gleichungen  6)  an, 

indem  in  den  Gleichungen  6)  ku  statt  u  und  —  statt /r  gesetzt  wird. 

ikf 
Es  geht  dann  hf  über  in  y.    Auf  diese  Art  folgt: 


9) 


smam 


r     .  i}£\  f/rsinamu 

L     '  A:  J  Jami^    ' 

\kai  ~1  =       ^ 


cos  am 

L     '  ^J 

cosamu 


Jam 


[*«''t]  = 


Jamu 


Die  Gleichungen  8)  und  9),  in  unwesentlich  verschiedener  Dar- 
stellung, findet  man  auf  p.  71  der  ,,Fundamenta'^ 

Die  Gleichungen  4) — 9)  hat  Hermite  auf  die  Substitutionsglei- 
chungen von  Landen  und  Gauss  angewandt  und  ist  dabei  zu  einem 
Systeme  von  Formeln  gelangt,  welche  auf  die  Entwickelung  der 
elliptischen  Functionen  nach  Potenzen  des  Arguments  eine  interes- 
sante Anwendung  gestatten,  lieber  die  nachfolgenden  von  Hermite 
aufgestellten  Gleichungen  vergleiche  man: 

Hermite:  Sur  la  thöorie  des  fonctions  elliptiques,  (Gomptes  Rendus 
1863  tLVII  p.  613 — 618)  etwas  erweitert  reproducirt  unter 
dem  Titel:  Remarque  sur  le  däveloppement  de  cos  am o:. 
Joum.  de  Math.  2\  s6rie.  Ann6e  1864  t.IX  p.  289— 295). 

Richelot:  Die  Landen'sche  Transformation  p.  44  u.  45. 

Königsberg  er:  Die  Transformation  der  elliptischen  Functionen, 
Leipzig  1868.    Siebenter  Abschnitt  p.  58 — 63. 

Die  nach  Landen  und  Gauss  benannten  Gleichungen  sind  nach 
§  40  folgende: 


smam 


10) 


[/4   .   ,y\      1 — *'l        (1 +A:08inamw  cosam« 
(1  +k^)u^  qp^J  =  — ^-^^^ , 

A       ^r,   .  ,A      1— >^1        1  — (1  — A-Osin^amw 

Jam  (1  -hk')u,  — -t;    =  ^     .,  ^ 

L^  ^   '  1+k^J  Aennu 


cos  am 
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11) 


Sin  am 


[(.+*).  ?-^j 


2i/ä1  _  (l+Ar)8iDanm 


1  +kBm^SLmu  ' 


cosam  (1  +  k)iL  r-Vr    =  .   .  ,    .  » , 

f/^   .  ,N     2l/jri        1— Arsin^amw 


Die  Gleichungen  11)  folgen  durch  Anwendung  der  Gleichungen 
6)  auf  die  Gleichungen   10).    Nimmt  man  in  den  Gleichungen  1) 

statt  Ar,  femer  (1  +  ^^)u  statt  Uj  so  kann  man  auf  die  rechten 

Seiten  die  Gleichungen  10)  anwenden.  Die  sich  ergebenden  neuen 
Gleichungen  folgen  aber  auch  direct  aus  10)  durch  Vertauschung 
von  k^  mit  — A',  wodurch  k  unverändert  bleibt.    Man  erhält  so: 

—  A:^  sinamu  cos  am  t^ 


12) 


sm  am 


cos  am 


Jam 


Jamu 


[(._^)„,-±g],'-c-2f- 

2l/* 


Vertauscht  man    in  den  Gleichungen  4)    k  mit      ^_    ,  setzt 

(14-Ar)u  statt  u,  so  giebt  die  Anwendung  der  Gleichungeb  11): 

r       /      1  +<r"|  2  ]/k.  sin  am  u 

L  '  2l/*  j        l+Arsin^am«' 

r_   ,/,-    l+Ar"!        1  —  Arsin^amu 
|2«1/A:,  TTTTJ  ==  f 


13) 


smam 


cos  am 


+  Äsin2amM' 
cosamt^  Jamu 


L  2\/k 

L  2|//t  J         l  +  A:sm^amM 

Vertauscht  man  in  den  Gleichungen  11)  k  mit  k*  und  t«  mit 
ux^  so  geben  dieselben: 


14) 


'sin  am 


cos  am 


r,       ^   •  .ik^l  _  »(1  +  *")  Binamw  cosamw 
]^\  +  Ä  ;m«,  ^-j-pj  —      j  _^i  _^ ;^  sin^am« 


Fm   .  w\  •    21/*'  1  /Jamw 

1^(1  +  k  )MJ,   j-^J  =    _-^^^-pp^ 


sin^amu 


A       \(^  ^  u\  ■    ^l/zfl        1— (1  — *Offln'an»« 
J»m|^(l  +A:')«^  ^J  =  i_^i  +  ;^3i^.^^^- 


1 
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ikf 


In  den  Gleichungen  12)  werde  u  mit  Au,  k  mit  -r,  also  k^  mit 


-r  vertauecht,  die  Anwendung  der  Gleiehimgen  4)  giebt  dann: 


15) 


/  r  Je 

sin  am   (A  +  ik^Uy 


k  + 


lA'J 


{k  +  ik')  flinamu  Janm 
cosamu 


coBam 


r(*  +  ^«,  *=^  „  l-Ar(*  +  »*Oain»am« 


Jam   (/r  +  i/:')t<, 


Ar— tK] 
Ä  +  iA'J 


1  — Ar(A: — tAr^  sin^anm 
cosamu 


In  den  Gleichungen  21)  werde  k'u  statt  u  und  ^  statt  A:  ge- 
setzty  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  8)  folgt  dann: 

r .  .      2t/rfrP]  ^  (A:^  +  tAr)sinamtfiiamu 


16) 


smam 


k'  +  ik 


cos  am 


l_jt(^— tVtOsin^amw' 


sin^amu' 


^       f/i/  ,   .7\      2l/iA:Ä'1        1— Ar(A  +  tA:0  8in2amu 

•  Die  Gleichungen  10)  endlich  geben  durch  Yertauschung  von 
k  mit  k*  und  u  mit  ut: 


17) 


smam 


r(i+*)«.-,i=*i='ii±^ 

L^         -^    '   1  +/rj         cosamu  / 


cosam  (1  +  Ar)ttf,   frr^ 
Jam^Cl+Ä)!«-,  J-=|]« 


smamtf 
Jamu  ' 

1  -f  A:  sin^amtf 
cosamu  Jamu' 

1 — Arsin^amu 


L^  '  '  i+A:J  cosamttJamu 
In  dem  Vorstehenden  sind  die  wesentlichsten  Anwendungen 
der  Gleichungen  4)  und  6)  auf  die  sogenannten  Transformationen 
zweiten  Grades  enthalten.  Durch  leichte  Aenderungen  lasseil  sich 
ohne  Mühe  weitere  Gleichungen  ableiten,  die  indessen  nicht  niate- 
riell  Yon  den  gegebenen  (jleichungen  verschieden  sind.  An  Stelle 
der  Gleichungen  15)  findet  man  bei  Königsberger  ein  System,  wel- 
ches aus  15)  durch  Yertauschung  von  i  mit  — t  folgt  Setzt  man 
in  den  Gleichungen  15)  {k  +  ik^u  =  (Ar' — iA:)Mi,  wendet  dann 
links  die  Gleichungen  6)  an,  so  erhält  man  ein  von  Königsberger 
aufgestelltes  System,  welches  den  Gleichungen  16)  entspricht. 


d(4ä 


1  jK^ 

Geht  k  Über  in  —,  so  geht  der  Außdrnck  —    in   Folge    der 

Gleichungen  1),  2)  und  3)  über  in: 


K—iK' 
Setzt  man  zur  Vereinfachung: 


also: 


18)    f 


19)     2  =  (? 


w. 


— nro 


1 


nw 


SO  geht  q  durch  Vertauschung  von  k  mit  —  über  in  e    *~"^.    Es 

lässt  sich  umgekehi:t  zeigen,  dass  durch  Vertauschung  yon  w  mit 
.  in  den  Gleichungen  \%)k  seinen  redproken  Werth  annimmt 


w 


1  —  rvi 

Dieses  ist  nur  ein  specieller  FaH  einer  allgemeinen  Transformation 

der  Theta-Functionen,  welche  im  folgenden  §  weiter  ausgeführt 

werden  soll  und  wozu  der  specielle  Fall  als  ein  einfaches  Beispiel 

dienen  möge. 

In  den  Gleichungen  18)  von  §  18  setze   man    für   q   seinen 

Werth  aus  19).    Nach  pag.  94  ist  log^.logij''  =  jt\  also  log^  = 

und: 

20)    ^'  =  «    ^. 
Die  bemerkten  Gleichungen  nehmen  mittelst  der  Gleichungen 
19)  und  20)  folgende  Formen  an: 

^    iirv 


21) 


*3(a:,  «-''«0  =- 


X* 


-'[?■'  ^~H 


*(x,e-«^=l^*,g,e    -], 


V^ 


X^ 


^,(,,e— )  =  l^^g,e    «], 


Ä« 


i 
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In  Folge  der  Methoden,  angewandt  im  §  18,  traten  statt  q  und 
q*  Exponentialgrössen  wie  in  den  Gleichungen  19)  und  20)  auf, 
in  denen  der  Exponent  der  einzigen  Beschränkung  unterworfen  ist, 
dass  die  Thetar-Beihen  convergent  sind.  Die  Gleichungen  20)  gelten 
ahs»o  allgemein,  es  kann  w  complex  sein,  nur  muss  dann  der  reelle 
Theil  eine  wesentlich  positive  Grösse  sein. 

Geht  w  über  in  fv±ij  so  ist: 

Die  Function  ^3(0;)  geht  dann  ttber  in  d'(x)f  umgekehrt  geht 
d'(x)  über  in  *s(a;);  die  beiden  Functionen  d-i{x)  und  ^2(^)  kehren 

in  sich  zurück,  respective  multiplicirt  mit  e    ^. 

In  der  ersten  Gleichung  21)  yertausche  man  w  und  x  respec- 

w  X 

tive  mit :; .  und  z ;,  dieselbe  wird  dann: 

Es  ist  aber,  mit  Rttcksicht  auf  die  dritte  Gleichung  21): 

*»(S'  *'"~^) = *(?'  *~  ^)  =  ^^  **(*'  '~'"^- 

Die  Gleichung  22)  wird  hierdurch: 

Aehnliche  Relationen  lassen  sich  aus  den  drei  andern  Glei- 
chungen hei  leiten.    Man  findet  leicht: 

nw 

24)    {*  (     w     '        w        )  =  M»  („,      „    )e^j 

x^ 

Bildet  man  die  Quotienten  der  Gleichuugen  23)  und  24),  so 
f&llt  der  Factor  M  weg,  durch  Einführung  •von  elliptischen  Functio- 
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I 

nen  erhält  man  wieder  die  Gleichungen  4).    In  den  Gleichungen 

tv 
23)  und  24)  werde  a:  =  0  gesetzt    Geht  tv  über  in  ■: .,    so 

mögen  Ar,  k'y  K  ttbergehn  in  Ari,  Ar'j,  K^.    Setzt  man  «;  =  .—,  »o 
folgt: 

l/f  - 1/^  l/?.  l/¥  - 1/^  i/f. 

Diese  Gleichungen  geben  unmittelbar: 

1  k^e'^  ik* 

h  -  p  A'.  =^  =  T'  *''  =  k{K-in 

übereinstimmend  mit  den  Resultaten  zu  Anfang  dieses  Paragraphen. 

§  44.  Die  allgemeine  Transformation  der  Theta-Fnnetionen. 

Die  Gleichungen  21)  des  vorhergehenden  §  gestatten  die  all- 
gemeinste Transformation  der  Theta-Functionen  auszuführen  und 
zwar  auf  eine  Weise,  welche  bei  vielen  mathematischen  Betrach- 
tungen den  Vorzug  der  Einfachheit  und  Natürlichkeit  darbietet, 
indem  man  vom  Besondern  zum  Allgemeinen  fortschreitet  Hierbei 
ist  in  Beziehung  auf  die  Bezeichnung  der  Theta-Functionen  eine 
Bemerkung  zu  machen,  mit  Rücksicht  auf  eine  steigende  Compli- 
cation  der  Formeln,  welche  in  den  nachfolgenden  Untersuchungen 
zu  vermeiden  ist  Die  von  Jacobi  eingeführte  Quantität  q  ist  schon 
in  den  angeführten  Gleichungen  durch  eine  Exponentialgrösse  auf 
folgende  Art  ersetzt  worden: 

Nimmt  der  Exponent  tv  eine  allgemeinere  Form  an,  so  ist 
das  zweite  Argument  der  Theta-Functionen  unter  dem  Functions- 
zeichen  sehr  beschwerlich  anzumerken.  Um  diesem  Uebelstande 
zu  entgehen,  sollen  die  Theta-Functionen  von  Jacohi  in  der  Art 
der  Schreibweise  derselben  eine  sehr  unbedeutende  Modification 
erleiden,  welche  gestattet,  die   Bezeichnung   Jacobi' s  unmittelbar 
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herstellen  zu  können«  Diese  Modification  bezieht  sieh  nur  auf  die 
Position  des  Index,  sie  wird  darch  folgende  Gleichung  definirt: 

wo  fi  die  Werthe  0,  1^  2  und  3  annimmt.  Für  den  Fall,  dass 
^  =  0 ,  lässt  Jacobi  den  Index  einfach  weg,  auf  der  rechten  Seite 
der  Gleichung  1)  muss  derselbe  indessen  fuigemerkt  werden,  um 
Verwechslung  zu  vermeiden. 

Durch  die  Verschiebung  des  Index  lässt  sieh  das  zweite  Ar- 
gument der  Thetafunctionen  einfacher  darstellen,  es  wird  dabei 
ein  ebenso  widerwärtiges  wie  leider  häufig  vorkommendes  Verfahren 
umgangen,  welches  nicht  genug  getadelt  werden  kann,  mathema- 
tische Disciplinen  durch  unnöthige  und  fast  immer  geschmacklose 
neue  Bezeichnungen  zu  verunstalten.  Die  andere  Stellung  des  Index, 
welche  übrigens  nur  bei  den  folgenden  Unterauchungen  zur  An- 
wendung kommt,  findet  sich  schon  an  andern  Orten  angewandt, 
z.  B.  bei  KÖniffsherger :  „  Die  TransformationJJder  elHptischen  Funo- 
tionen." 

Nimmt  s  alle  ganzzahligen  Werthe  von  —  oo  bis  +  oo  an,  so 
setze  man: 


2) 


Bedeutet  g  eine  ganze  Zahl,  so  geben  diese  Gleichungen  un- 
mittelbar: 


3) 


ffJti 

d'(xj  w+2gi)2  =  ^      ^   d'{x,  w)2, 

_gjti 
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4) 


9-{XfW  +  i)^  —  &(Xffv\j  »(xyW  +  i\  —  9'(x,w\ 


Ttt 


T 


Die  Gleichungen  21)  von  §  43  lassen  sich  nun  einfacher  auf 
folgende  Art  schreiben: 


x^ 


d-  (Xj  w)q 


x^ 
nw 


5) 


^[^''  i]o' 


l/w 


a:' 


^(a;,  »)2 


nw 


»{X.w)^  = 


/«J 


—  te 


\fw 


»[-.  -1  ■ 


Es  ist  nur  nöthig  eine  der  vier  Theta  -  Functionen  zu  transfor- 
miren,  da  sich  die  übrigen  durch  einfache  Aenderungen  des 
Arguments  x  herleiten  lassen.    Nimmt  x  um  grade  oder  ungrade 

m 

X 

Hultipla  Ton  -^  zu,  to  gelten  für  die  Functionen  d-{x,  w)^  un- 
mittelbar die  auf  pag.  83  angestellten  Gleichungen  5).  An  Stelle 
der  Gleichungen  7)  und  8)  von  pag.  85  treten  die  folgenden: 

6)      ^*(        »         )o  =  n  *(a;)o(-l)-, 


/ 


7) 


H 
H 


2m+l 


2      Je»i)s  =  e 

n  )l   "= 

i>  )o  •= 

)l    = 


.*(a:)o(-l) 


m+l 


1 
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Der  leichteren  Uebersicht  halber  sind  die  vorstehenden  Glei- 
chungen, welche  eigentlich  eine  Wiederholung  bekannter  Relationen 
für  logö'  ==  — 3t  w  bilden,  angeführt. 

In  Folge  der  Gleichungen  2)  genügt  jede  der  Theta-Fonctionen 
der  partiellen  Differentialgleichung: 

In  Folge  der  Gleichungen  3)  bleibt  die  linke  Seite  der  ersten 
Gleichung  5)  ungeändert,  wenn  w  durch  w  +  2gi  ersetzt  wird,  wo 
g  eine  ganze,  positive  oder  negative  Zahl  bedeutet    Es  ist  also: 

Setzt  man  x^,  rv^  und  g^  statt  Xy  w  und  g,  so  folgt: 

— X. 


g7r(«;,+2^iO    r      x.i  11 


Es  sei  nun: 


xi  1 


x^y    — ,  e%    •  =  '''i 


also: 


11)  . 

'^  Xjl 1  

^     w  +  2gi        xi'  Wi  +  2gi i        x^f 
Die  Gleichungen  9)  und  10)  lassen  sich  dann  einfacher  schreiben: 

/ — X^fVl 

Xi 

13) 


—  Xi^Wi 


*  (^  >  «^1)3    =    1/~1«       "*        *  (^  ?  «'2)3- 

y   Xx%  ^ 

Es  ist  leicht  ersichtlich  auf  welche  Art  sich  diese  Gleichungen 
weiterftthren    lassen.      Man    führe    zu    diesem    Zwecke   folgende 
Grössen  ein: 
-  .V  xi Xji  Xm-\i 
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In  Verbindung  mit  den  Gleichungen  13)  lassen  sich  m  Glei- 
chungen aufstellen,  deren  letzte  folgende  ist: 

Man  bilde  nun  das  Product  dieser  sämmtlichen  Gleichungen, 
hierdurch  folgt  : 


16) 


In  Folge  der  Gleichungen  14)  sind  xi,  X2j.>.  x»  gleich  o;  mul- 
tiplicirt  mit  Factoren,  welche  nur  w  enthalten.  Man  kann  also  in  16): 

setzen,  wo  W  und  Wy  näher  zu  bestimmende  rationale  Functionen 
von  w  sind,  wie  sich  durch  Zuziehung  der  Gleichungen  15)  un- 
mittelbar ergiebt    Setzt  man  zur  Vereinfachung: 

18)     l/?I  =  4  =  ^.  al«o  <^i'  =  ^ 

so  lässt  sich  die  erste  Gleichung  16)  in  Folge  von  17)  und  18) 
einfacher  schreiben: 

19)      ^{X,w)^=^-^e       "^       HXn,,fVn)^. 

Für  Wm  findet  man  unmittelbar  aus  den  Gleichungen  15)  fol- 
genden Werth: 

1 


rv 


m 


2lVm-l  +  ir 


1 


+ 


2ffi  +  tv 
Es  ist  also: 
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1 


rv  +  2ffi  2g — wi 

"^2  —  2ff,wi—{Agg,  —  l)  ^  igt  w  +  {Agg,  —  i)  i' 

«,    _  4^^1  —  1  —2g^wi 


etc. 
Um  eine  leichte   Uebersicht  über  die  allgemeine  Form   von 
Wm  ZU  haben,  multiplicire  man  in  w^y  w^  ete.  Zähler  und  Nenner 
mit  I.    Die  vorstehenden  Gleichungen  zeigen  dann,  dass  allgemein : 

WO  die  ganzen  Zahlen  a,  ß,  y  und  d  in  Folge  der  Eettenbruch- 
entwickelung  der  Bedingung  genttgen: 

21)    aö—ßr  =  1. 
Die  Werthe  von  «?i,  rv^y  w^...  geben  ferner  fttr  die  bemerkten 
Zahlen  die  folgenden  Beschränkungen:  . 

ayö  gleichzeitig  grade  und  ß,  y  gleichzeitig  ungrade, 
^    Ujö  gleichzeitig  ungrade  und  ßy  y  gleichzeitig  grade. 
In  der  partiellen  Dififerentialgleichung  8)  nehme  man  /u  »»  3, 
substituire  dann  fillr  d-ixy  tv\  seinen  Werth  aus  19).     In  Folge 
der  Gleichungen  17),  20)  und  21)  ist: 

dOOm   J^      äXm   X    dW     dWm 1 

dx    ~  W  UV   ~  ~W^dfv'  'dw   ~  {öw  +  ytf 
Man  hat  mithin  die  Gleichungen: 

d^^iXmjtVn^^    ^      1    d^d-{XfnyWf^ 

dx^  TV^        dx^m        ' 

d%-{x^yfv^^  ^ X  dWdd-{x„,yWfn)i 1  dß-jx^yW^n)^ 

dw  fr^dw'       dXfn  (6n;  +  yi)^        dw„, 

Die  bemerkte  partielle  Differentialgleichung  wird  hierdurch: 

23)  '^-[^'^+^']*(^'--)»-2[^*-|£]*(^''^'->» 


_4xr 


j^ dW]dd-{x„,n/m)s 


'^  w^      dx\         (rfw  +  rO*      *^- 


^3 
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Man  setze  in  die  vorstehende  Gleichung  nach  8): 

darauf  x  =  0,  also  auch  Xm  =  0.    Es  folgt  dann : 

sF-L  4.  1  ']rf»(0,>«'m)s 

Da  JF  und  ^t  rationale  Functionen  von  w  sind,  dieses  aber 
mit  d-  (0,  Wn)  nicht  der  Fall  ist,  so  muss  die  vorstehende  Gleichung 
in  die  beiden  folgenden  zerfallen: 

rVi^{6w  +  riy  ~    '      '  ~  Wdn>' 
oder: 

1  »■  ^ 


^        dw  +  yj'  dn^  +  Zr 

Für  die  vorstehenden  Werthe  von  fT  und  W^  wird  die  Glei- 
chung 23)  identisch.  Man  substituire  diese  Weorthe  von  fF  und  fF^ 
in  19),  femer  in  dieselbe  Gleichung  für  Xm  und  tvm  ihre  Werthe 
aus  17)  und  20).  ätnJtt  der  Constanten  ci  aus  18)  fähre  man 
eine  Constante  c  ein,  bestimmt  durdi: 

25)    c  ==  \/-^  =  -^,  also  c«  =  1. 


j  « 


Zwisehen  den  Thetft-Funotionon  ergiebt  sich  nun  folgende  all- 

I 

gemeine  Relation: 


26)      d'{Xy  fv)^==  c\/  T ; .e   ""       ^^  '^    -r : :,  T 7 — :    . 


In  Folge .  dier  ersten  Gleichung  5)  ist : 

x*^ 


H<^)  -  '-0^[%  ^.]. 


Man  setze  hierin: 


^ yi  +  dw      , X 


dann  ist: 
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\_a — ßfvi^  a — ßtvi_^         V  yi  +  ötv 

r     xi        a  —  ßivf\ 
\jSrv  -^-yV  dw  +y  ijj* 

Zwischen  dieser  Gleichung  und  der  Gleichung  26)  werde  die 

rechts  stehende  Theta-Function  eliminirt    Da  aö  — 1^7  =  1,  so  ist: 

1  *         ^6rvi—y        r^+^^o: 

0      =?      p .      CSB j^l. 

a  —  ßwt  a — ßwt        a — ßwt 

Unter  Zuziehung  dieser  Gleichung  lässt  sich  die  Gleichung  26) 

durch  folgende  ersetzen: 

ßxH 

27)    ^(.,.)3  =  -^^,^=_  *(^-3:^.,  ^-zi^j; 

Wird  «^  mit  «;  +  i  vertauscht,  so  geht  die  linke  Seite  über  in 
^  (^,  w)o.  An  Stelle  von  a  und  y  treten  af  und  7',  wo  a'  =  a  +  ß 
und  y'  =  y  +  6.  Die  Relation  a6—ßy=  1  giebt  a'd—ßf  =  1. 
Wegen  der  in  22)  aufgestellten  Bedingungen  sind  nun  c/,  ß,  t' 
ungrade  und  6  grade,  oder  «',  d,  7'  ungrade  und  j3  grade.  Schreibt 
man  einfach  «  und  7  statt  a'  und  7',  so  folgt  nun: 

ßxH 
28)     ^(:r,«.)o  =  y^^^  ^(.^IT^i'    ^=^A  ' 

wo  zwischen  den  Zahlen  a,  ß,  y  und  d  die  Bedingungen  stattfinden: 

aö—ßy  =  1. 
la,  ß,  y  gleichzeitig  ungrade  und  d  grade, 
1«,  d,  7  gleichzeitig  ungrade  und  ß  grade* 

In  der  Gleichung  26)  setze  man  ai,  ft,  7,,  und  di  statt  ä,  ß,  7 
und  d,  wo  «1,  dl  ungrade  und  jS,,  71  grade,  oder  a^,  di  ungrade 
und  A,  7i  grade  sind;  femer  die  Relation  stattfindet  a^di — ßiYt 
=  \.    Es  ist  dann: 

LÄsst  man  tv  um  i  zunehmen,  so  folgt: 
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''^    ^^"»"^  -=  WWW^  *U^iM^'    rf^JM^TvA' 
WO      a\  =  a^+ßi    und    7',  =  /i  +  rfi,      also      «'i^i— ft/'i  = 
«1^1  — A71  =  1-    Es  finden  die  Bedingungen  statt  «'i,^i,7'i  ungrade, 
dl  grade,  oder  a'i,  rfi,  y'i  ungrade  und  ft  grade.    In  der  Gleichung 

xi  1 

30)  werde  o:  mit  —  und  w  mit  —  vertauscht    Es  ist  dann: 

Vrfi  +  r'iW'i'  rfi  +  /iwi/a 
Für  die  links  stehende  Theta -Function  setze  man  nach  der 
dritten  Gleichung  5): 

Zur  Vereinfachung  setze  man  weiter  a\  =  rf,  A  =  y,  y'i  =  /5 
und  rfi  =  a,  wo  also  wieder  «rf — j9y  =  1.  Die  Gleichung  31) 
führt  dann  auf  folgende  fundamentale  Gleichung: 

wo  zwischen  den  Zahlen  a,  jS,  y  und  d  die  Bedingungen  stattfinden : 

aö—ßr  =  1. 
oo\     j  rf>  A  7  gleichzeitig  ungrade  und  a  grade, 
(  a,  d,  j3  gleichzeitig  ungrade  und  y  grade. 

Mit  den  Bedingungen  22),  29)  und  33)  sind  alle  Fälle  erschöpft, 
welche  die  Gleichung  aö — ßy  =  1  darbieten  kann,  die  Gleichun- 
gen 27),  28)  und  32)  enthalten  mithin  auf  den  linken  Seiten  die 
drei  möglichen  Formen,  welche  die  rechts  stehende  Function  anneh- 
men kann. 

Die  in  27)  vorkommende  Constante  c  genügt  nach  25)  der 
Gleichung  c®  =  1.-  Ihr  Werth  ist  von  einer  Zahl  m  abhängig, 
welche  mit  den  Zahlen  Oy  ß,  y  und  6  in  Verbindung  gebracht  werden 
kann.    Da  die  Bestimmung  dieser  Gonstanten  f&r  das  Folgende 

Enneper,  eUipt.  FanotloMn.  23 
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nieht  erforderlich  ist  und  dieselbe  ziemlich  weiflnofige  Rechnungen 
nach  sich  zieht,  so  soll  eine  Ausf&hrang  derselben  hier  miterbleiben. 
Es  ist  zu  bemerken,  dass  die  Bedeutung  von  c  in  den  Gleichungen 
27),  28)  und  32)  eine  verschiedene  ist,  da  bei  Herstellung  dieser 
Gleichungen  die  ursprünglichen  Zahlen  Uj  ß,  y  und  6  ihre  Bedeu- 
tungen geändert  haben. 

Man  kann  durch  Aenderung  des  Argumentes  x  auf  den  rechten 
Seiten  der  Gleichungen  27),  28)  und  32)  jede  der  drei  übrigen 
Theta- Functionen  mit  den  Indiees  0,  2  imd  1  herTomifen.  Da 
allgemein : 


nw 


^nn 


nw 
i/1 


— xt 


H^+2+  "2"»  ^^  ""  ^'^  *(^>  ^) 


i> 


so  setze  man  in  die  bemerkten  Gleichungen  statt  x  «uccessiye: 


Führt  man  zur  Abkürzung  die  Bezeichnungen  ein: 

/  X  j       yi  +  dw 

X   =  3-.»  ^   =  5—., 

a — ßt  a — j9wi 

so  geht  durch   die   bemerkten  Aenderungen  d'(x^j  tv%  successive 

über  in: 

7C  yi+örv         xi 
7t  yi-\-6tvi         X 

Auf  die  linken  Seiten  der  bemerkten  Gleichungen  sind  die 
Gleichungen  6)  und  7)  anzuwenden.  Es  ergeben  sich  dann,  mit 
Bttcksicht  auf  die  Bedeutung  der  Zahlen  a,  S,  7  und  6,  24  Glei- 
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chungCB.  In  jedem  Systeme  von  je  vier  Gleichungen  hat  die  Con- 
stante  c  denselben  Werth.  Da  bei  allen  diesen  Gleichungen  immer 
derselbe  Factor  auftritt,  so  soll  derselbe  durch  q  bezeichnet  werden, 
so  dass: 

_  ya-ßm^^ia^ßnn)  ^  _  ^^ 
^  c  ' 

Zur  leichtem  Uebersicht  der  folgenden  Formeln  sei  noch  be- 
merkt, dass  wegen  aö — j?/  =  1: 

—  ßx^yi  +  dw) — xi 


a — ßwi 


xöif 


X*  =  r—.,  if 


jr  ßi{Yi  +  dwy      Jt  yi  +  öw  jtyöi     n6h» 

T     a—ßwi    '^'Äa—ßm~     4    "^     4 

Transformationsgleichungen. 

aö—ßy  =  1. 
X  ,        yi  +  6w 

I        n^'    sssa  I         -I 

a — ßwV  a — ßn>i^ 

, —ßxH 

_  V<^-ßm  ^nia^ßfvi)    ^  =  1. 
^  c  ' 

I.    a,  d  grade;  ß^  y  ungrade. 

d'iX^W^     =     Qd'iXyW^y 

— naßi 

U.    o,  d  ungrade;  ß,  y  grade. 

d-(x',  »'X  =  (>  *(«,  »X  «^  2     /  2 , 

23* 
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IIL     a,  ßj  y  ungrade;  6  grade. 

—  nySi 

IV.    a,  rf,  y  ungrade;  ß  grade. 

— nydi 

Y.    /},  7,  d  ungrade;  a  grade. 


0-^) 


ß.nai 


2 


VI.    a,  ß,  d  ungrade;  y  grade. 


Die  Werthe  von  *(a:',  w')i  ^^  *"8  ^®"  Werthen  von  »(a/,  w^)^ 
durch  Aendening  von  x  um  ^~  --  jr  abgeleitet.  Der  leichteren 
Verification  halber  ißt  rechts  allgemein 


357 

gesetzt,  es  ist  ferner  in  den  yorkommenden  Exponenten  keinerlei 
Aenderung  yorgenommen  worden  um  dieselben  etwas  zu  yereinfachen. 
Es  lassen  sich  aus  den  Systemen  I — VI  die  Gleichungen 
4)  —  9)  des  yorhergehenden  §  für  besondere  Annahmen  für  a,  /9,  7,  6 
herleiten.  Man  findet  leicht ,  dass  der  Modul  k  der  elliptischeu 
Functionen  der  Reihe  nach  ersetzt  ist  durch: 

So  ergeben  sich  z.  B.  aus  dem  Systeme  VI  die  Gleichungen 
zu  Ende  des  yorhergehenden  §  für  a  =  j9  =  rf  «=  1,  y  =  0.  Es 
ist  dann: 

35)     ^x/  =  r-^^.,  ;e,^  =  ^.. 
'  1 — wy  1 — wt 

Entspricht  der  Modul  /  und  das  Integral  L  dem  Werth  w^^  so 

geben  die  Gleichungen  VI: 

H^>  n^^  _  ^(0,  ^)3  ^  .    1/7  _  J.  . 

Ho,w%      ^{0,«.),  ^''•»^'      j/5t 

Es  ist  femer: 

oder: 

,/-  .          /2Lx'    \        ,,y  .  (IKx  \ 

l//smam( '  0  "^  l//rsmamf — yk\. 

Man  setze  hierin  |/7  =  -7=.,  =  u  und  nach  35)  xf  = 

^  \Jk      ^ 


X 


'.y  dann  ist: 


\~wi 

sin  am 


((T=^'x)==*^°*'"(«'*)' 


Diese  Gleichung  nach  [u  diflTerentiirt,  darauf  m  =  0  gesetzt, 
giebt  noch: 

{l—wi)E        • 

Man    erhält    so    wieder    die    Gleichung    sin  am  f  Am,  -rj  = 

Asinam(t^,  Ar).    Aehnlich  lassen  sich  die  anderen  Systeme  behandeln. 
Es  kommt  hierbei  weniger  darauf  an,  durch  ziemlich  umständliche 
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Bechnungen  Gleichungen  abzuleiten,  die  sich  viel  leichter  und  viel 
naturgemässer  direct  wie  im  vorhergehenden  §  ergeben,  als  der 
Kachweici,  dass  den  Systemen  I — VI  nur  elliptische  Functionen 
entsprechen,  deren  Moduli  in  der  durch  34)  bezeichneten  Reihe 
enthalten  sind. 

Auf  die  Systeme  I — VI  lassen  sich  die  allgemeinsten  Theta- 
Funetionen  reduciren,  zu  deren  Au&tellung  die  allgemeine  algebrai- 
sche Transformation  der  elliptischen  Functionen  Veranlassung  giebt 
Diese  Transformation,  welche  im  folgenden  %  behandelt  werden 
soll,  ftihrt  auf  Theta-Functionen  von  der  Form: 


36)    *f?l£LZ^z,?li±^ 


wo  fi  eine  der  Zahlen  0,  1,  2  und  3  ist.  Es  sind  «i,  ßi,  /i,  6i 
ganze  Zahlen,  welche  der  Bedingung  «i  d^ — ßi  /i  >  0  genügen 
mflssen.    Für  die  Gonvergenz  der  Theta-Beihen  muss  in: 

q  =  e-^*^ 
der  reelle  Theil  von  tv  positiv  sein.    Geht  w  nun  über  in: 

.«1— ftwi  "  «i'  +  A^^         «i*  +  A^^ 

so  muss  ftlr  ein  positives  w  die  Bedingung  a^öi — A/i  >  0  statt- 
finden als  Bedingung  für  die  Gonvergenz.    Setzt  man : 

37)  «irf,— A7i  =n, 
so  ist  n  eine  ganze,  positive  ZahL  Die  Zahl  n  bestimmt  den  Grad 
der  Transformation,  d.h.  genügen  die  Zahlen  ai,  /?i,  /i,  <fi  der 
Gleichung  37),  so  bestimmen  dieselben  eine  Transformation  n^^^ 
Grades.  Für  n  »«  1  erhält  man  die  linearen  Transformationenj 
welche  in  den  Systemen  I — VI  vollständig  aufgestellt  sind. 

Hat  keine  der  Zahlen  a^  oder  6i  einen  gemeinschaftlichen 
Factor  mit  einer  der  Zahlen  A  oder  /t,  so  lassen  sich  immer  zwei 
Zahlen  a  und  /  so  bestimmen,  dass: 

38)    aöx—yßi  =  1. 
Die  Gleichung  37)  lässt  sich  dann  ersetzen  durch: 
39)    «t  =  «n-f  fft,  71  =  7n-f  «rfi, 
wo  €  eine  ganze  Zahl  bedeutet.    Der  in  36)  aufgestellte  Ausdruck 
nimmt  hierdurch  folgende  Form  an: 


^ 


yi  +  rfi  — 


3Si9 


«_ftüL±Ü,'  «_|9.''  +  «- 


n  w       . 

Wegen  der  Gleichung  38)  und  der  Systeme  I — VI  reducirt 
sich  die  vorBtehende  Theta -Function,  abgesehn  von  einem  Factor, 
auf: 


«)  i"  "-^% 


wenn  x  mit  z  und  w  mit vertauscht   wird.     Es  ist  lu  — 

0,  1,  2,  3.  Ist  die  Zahl  n  gegeben,  so  lassen  sich  beliebig  viele 
Systeme  von  Zahlen  «i,  ft,  yi,  rfj  finden,  welche  der  Gleichung  37) 
genügen  und  aus  denen  sich  die  Gleichungen  38)  und  39)  herstellen 
lassen,  man  kommt  schliesslich  wieder  auf  die  in  40)  aufgestellte 
Function  zurück.  Setzt  man  j^^  «=  0,  so  ist  nach  37)  a^öi  »>=  n. 
Man  kann  diese  Gleichung  in  die  beiden  zerlegen  «i  »=  n,  (f|  »»  1 
und  ai  a.  1^  (5i  =  n.  Diesen  Annahmen  entsprechen  nach  36) 
die  folgenden  Theta- Functionen: 

Da  7i  unbestimmt  bleibt,  so  fällt  die  erste  dieser  Functionen 
wieder  mit  dem  in  40)  aufgestellten  Ausdruck  zusammen,  die  zweite 
Function  reducirt  sich  auf  das  Product  einer  Gonstanten  in: 

wo  r  =^  0,  1,  2,  3.  Eine  weitere  Ausführung  dieser  Betrachtungen 
giebt  eine  Wiederholung  von  Ergebnissen,  die  schon  weiter  oben 
auf  möglichst  einfache  Weise  abgeleitet  worden  sind. 

§  45.    Die  allgemeine  Transformation  der  elliptischen 
Functionen  mittelst  einer  algebraischen  Gleichung. 

Literarische  Anmerlinngen. 

In  §  36  Ist  nach  Abel  die  Bedingung  entwickelt,  wann  der 
Differentialgleichung : 

dy  dx 


1) 


1/(1— y*)Ö— ^y')      *l/(i  — «*)  (1  —  *»«*) ' 
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durch  eine  algebraische  Gleichung  zwischen  x  und  y  genügt  werden 
kann.  Es  soll  nun  nachgewiesen  werden,  dass  die  betreffende 
Bedingung  nicht  allein  nothwendig,  sondern  auch  hinreichend  ist 
Die  Elemente  dieser  Darlegung  sind  in  den  §§  37,  38,  40,  42  und 
44  enthalten,  deren  Verbindung  den  Beweis,  gleichzeitig  mit  der 
Ausführung  der  wesentlichsten  Transformationen  giebt  Der  Ein- 
fachheit halber  soll  die  im  vorigen  §  gebrauchte  Bezeichnung  flir 
die  Theta -Functionen,  was  die  Stellung  des  Index  und  Bezeichnung 
des  zweiten  Arguments  betrifft,  beibehalten  werden. 

Die    auf  p.  107  und  108    in  dem  Systeme  III   enthaltenen 
Formeln  zeigen,  wenn  z  und  a  statt  x  und  y  gesetzt  wird,  dass 

für  ju  =»  0,  1,  2,  3  sich  ausdrücken  lässt  durch  die  Quadrate  der 
Theta- Functionen  mit  dem  Argumente  z,  respective  mit  Gonstanten 
multiplicirt  Da  sich  in  Folge  der  Gleichungen  V  auf  p.  1 09  immer 
zwei  dieser  Quadrate  durch  die  beiden  übrigen  ausdrücken  lassen, 
so  kann  man  allgemein: 

2)    »{z  +  a)^.»{z—a)^=  A^{zy  +  B^{zy 

setzen,  wo  A  und  B  nur  ron  a  abhängig  sind. 

Mit  Rücksicht  auf  die  Gleichung  2)  führen  die  Gleichungen 
6),  8),  12)  und  14)  von  §  37  zu  dem  Besultate,  dass  für  eine 
Primzahl  n  allgemein  ^(nz,  nw)^  eine  rationale  Function  von 
Theta-Functionen  ist  und  zwar  vom  Grade  n.  Setzt  man  nxZj 
ni  fv  statt  z,  tVy  so  lässt  sich  jeder  Factor,  wenn  in  dem  Ausdrucke 
für  d"  {nzy  nw)fi  die  Multiplication  ausgeführt  wird ,  eines  jeden 
Terms  als  rationale  Function  von  Theta-Functionen  darstellen. 
Wiederholt  man  dieses  Verfahren,  so  ergiebt  sich,  dass  n  ein 
Product  von  ungraden  Zahlen  sein  kann.  Es  folgt  weiter,  mit 
Zuziehung  der  Gleichungen  9),  10)  und  13)  von  §  40,  dass  all- 
gemein d-  {nz,  nw)^  für  ein  beliebiges  ganzzahliges  n,  eine  rationale," 
homogene  Function  vom  Grade  n  von  Theta-Functionen  ist. 

Die  Gleichungen  19)  von  §  38  geben  nach  2)  d-lz,  — -^ —  I  , 

wo  n  eine  ungrade  Primzahl  ist,  als  rationale  Function  von  Tetha- 
Functionen.    Da  nun  n—2t  eine  ungrade  Zahl  und 
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wieder  eine  Theta- Function  ist,  bo  folgt^  dass: 

wo  8  eine  ganze  Zahl  bedeutet,  eich  als  homogene  Function  n^° 
Grades  von  Theta- Functionen  darstellen  lässt  Dieses  bleibt  auch 
gültig,  wenn  n  ein  Product  von  ungraden  Zahlen  ist,  wie  sich  leicht 
ergiebig  wenn  w  successive  yertauscht  wird  mit 

wo  Uly  Mj..,  Primzahlen  sind. 

In  Folge  der  Gleichungen  23),  24)  und  27)  ron  §  40    ist 

eine  rationale  Function  zweiten  Grades  von  Theta-Func- 


^bii '' 


tionen,    yertauscht    man    w    mit   ,    so  folgert  man,  dass 


*[-^l 


fUr  ein  ganzzahliges  n  eine  homogene  Function  n^*° 


Grades  von  Theta-Functionen  von  der  Form  ^(z,  w)^  ist 

Combinirt  man  diese  Resultate,  so  folgt,  sind  m,  m\  n,  n/  und 
s  beliebige  ganze  Zahlen,  dass 

r  "^+'h 

3)    ^]^rnm^,,^Jl--.^ 

eine  homogene  Function  m**°  Grades  ist,  in  welcher  die  Factoren 
der  einzelnen  Terme  die  Form  haben  : 

^\rn'z,  "^^V~l    ^  =  ^>  ^^  2,  3. 

Ein  solcher  Ausdruck  ist  aber  wieder  eine  homogene  Function 
^ten  Grades  von 

*[w'^,-^r]^,    Vi  =  0,1,2,3, 
welcher  seiner  Seits  eine  homogene  Function  vom  Grade  m'  von 
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ist  Dieser  letzte  Ausdnick  läBst  sich  schies  Blich  als  homogene 
Function  »'^°  Grades  von  Theta-Functionen  mit  den  Argumenten 
z  und  rv  darstellen.  Der  in  3)  aufgestellte  Ausdruck  ist  also  eine 
rationale,  homogene  Function  vom  Grade  mmfnn'  von  Theta- 
Functionen  mit  den  einfachen  Argumenten  z  und  w. 

Die  Gleichungen  4)  und  6)  von  §  36  geben  fbr  x,  y  und  M 
folgende  Ausdrücke,  welche  die  Differentialgleichung  1)  identisch 
machen : 

4)     o;  s»  Binam(u,  /r),  y  »b  sin  am  -^,  /  . 

^      M        pK^  IpK'  M^  p'K*%      p'K'* 

Setzt  man  zur  Vereinfachung  -^  s»  n;,  so  geben  die  Glei- 
chungen  5): 

cy    /.     ,  P^ 

^  1./  I  P^^       "^    1./      hip'w' 

„      1         gh'—g'h     L_ 
'      m"^  ^,     hip'tv  pK  ' 

Man  substituire  aus  7)  den  Werth  von  M  in  die  zweite  Glei- 
chung 4),  fahre  femer  zur  Vereinfachung  der  folgenden  Formeln 

^DV*  Hz 

z  statt  u  mittelst  der  Gleichung  u  =  -^-^- ein.    Die  Gleichungen 

4)  werden  hierdurch: 

Qx               •         f^PP'Kz    A 
8)    a;  =  sinaml-^^-^- , /t). 

9)     y  =  «nam(p'-£-j^   —  ,  0- 

*-2T- 

Es  sind  p  und  p^  ganze  Zahlen,  mithin  giebt  die  Gleichung 

8)  nach  §  42  die  Variabele  x  explieite  in  Form  einer  algebraischen, 

^Kz 
rationalen  oder  irrationalen  Function  von  sin  am ,  Eslässtsich 

nachweisen,  dass  dieses  auch  mit  der  rechten  Seite  der  Gleichung 

9)  der  Fall  ist,  so  dass  die  gesuchte  Gleichung  zwischen  x  und 
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y  das  Resultat  der  Elimination  yon  sin  am zwischen  zwei  al- 

gebraischen  Gleichungen  ist    Fdr  den  Fall,  dass  p  »=  1 ,  j?'  =  1, 
lässt  sich  y  ezplicite  als  algebraische  Function  von  x  darstellen. 
In  Folge  der  gebrauchten  Bezeichnungen  ist: 


,/7-  .        (2Kt   A        *(^w)i 


Für  den  Modul  /  geht  tv  über  in  -jy  definirt  durch  die  Glei- 
chung  6).    Die  Gleichung  9)  lässt  sich  auf  folgende  Art  schreiben: 

wo: 

in  z  -  .'iJ^^zUL,  «,  _  ^'^'— 

II)     Zi   =  p  TT— 7 — Z,  Wi   =  r-r-; — . 

2   p  ^       2    p 

Zur  Vereinfachung  sollen  die  beiden  Fälle,  ob  h  eine  grade 
oder  ungrade  Zahl,  ist  unterschieden  werden.  Wenn  h  ungrade 
ist,  so  setze  man  in  den  Gleichungen  8),  10)  und  11)  z  =  2z'. 
Die  bemerkten  Gleichungen  geben  dann: 

12)    X  —  smamf-^^-^- ,*]. 

^o^                 ,gh'—g'h    ,              ^'*  +  ^p 
13)    zo  =  p'- ^^',  «'o  =  r^. 

In  Folge  der  Gleichungen  9)  und  10)  von  §  40  lässt  sich  die 
Gleichung  14)  auch  wie  folgt  darstellen: 

15)  y/^  =  fi^^>^\)'tfr>^^)^ 

Die  Betrachtung  dieses  Falles  kommt  auf  den  Fall,  dass  h 

eine  grade  Zahl  ist,  zurück.     Nach  12)  ist  x  eine  algebraische 

2Jt'z' 
Function  von  sin  am ;  dieselbe  Untersuchung,  welche  die  rechte 

t/t' 

2Kz 

Seite  der  Gleichung  10)  als  algebraische  Function  von  sin  am 


'fV 
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ergiebt,    zeigt   auch^   dass   die  rechte  Seite   der  Gleichung    15) 

eine  algebraische  Function  von  sin  am ist    Es  soll   desshalb 

in  den  Gleichungen  11)  A  gradzahlig  angenommen  werden. 

Haben  die  Zahlen  2^^,  g^  hf  und  -^  gemeinschaftliche  Factoren^ 
so  sei: 

16)    2g'  =  fisr^y  g  =  Siss'y  h'  —  «irr',  y  =  A^^- 

Es  ist  hier  von  dem  Falle  abgesehn,  dass  die  sämmtlichen  vier 
Zahlen  denselben  Factor  m  haben.  Nach  16)  gehn  die  Gleichungen 
11)  Aber  in: 

y     /    «l^l""A7l 
Ol ft  I 


17) 


s    '  pr' 

wj  «=  —  7-7- 

«1  — PI » 


Da  «1,  /}i,  7i,  dl,  gcuize  Zahlen  sind,  so  setze  man: 

18)      ai  d,  ~  A  71  =  «. 

Wegen  der  Gleichungen  16)  ist  angenommen,  dass  keine  der 
Zahlen  a^  oder  di  mit  einer  der  beiden  Zahlen  j9t  od^i*  /i  eilten 
gemeinsamen  Factor  hat  Es  lassen  sich  dann  zwei  Zahlen  a  und 
7  mittelst  der  Gleichung: 

19)       a6^—y»^  —  1, 
bestimmen.    Setzt  man  der  Einfachheit  halber  ßi^^  ß  und  di  »=  d, 
so  kann  man  die  Gleichungen   18)  und  19)  durch  das  folgende 
System  ausdrücken: 

20)    A  «-=  ft  dl  =  d,  «1  =  an  +  eßy  71  =  yn+sö^ 

21)    aö—ßr  —  1, 

wo  B  eine  beliebige  ganze  Zahl  bedeutet  Verschwindet  eine  der 
Zahlen  a^  A ,  71 ,  di ,  so  sei  ft  =  0 ,  man  muss  dann  die  Glei- 
chungen 17)  und  18)  direct  behandeln.  Mittelst  der  Gleichungen 
5)  von  §  44  lassen  sich  die  Fälle,  dass  eine  der  Zahlen  «i,  71,  di 
verschwindet,  auf  A  =  0  reduciren. 
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Die  beiden  Gleichungen  17)  nehmen  mittelst  der  Gleichungen 
20)  folgende  Fonnen  an: 

22)    zi  =  ss'p' ^--r-y  «'i  =  — -^ ü"!--} 


wo: 


23)     w' ^ 


n 


Sind'  die  Argumente  zi  und  n\  durch  die  Gleichungen  22) 
bestimmt,  so  lassen  sich  in  der  Gleichung  10)  auf  der  rechten 
Seite  Zähler  und  Nenner  als  homogene  Functionen  von  dem  Grade 
sr  von: 

24)      J.J^.,rJ+p^^    ^  =  0,1,2,3, 

darstellen.  Da  nun  aö — ßy  =  1^  so  reducirt  sich  die  in  24)  auf- 
gestellte Theta  -  Function  in  Folge  der  Systeme  I  —  VI  des  vorigen 

§  auf: 

Q,Hsyz,wX,    v  =  0,  1,  2,  3, 

wo  Qi  von  z  abhängt  Da  der  Factor  qi  in  allen  Termen  des 
Zählers  und  Nenners  von  y^l  vorkommt,  diese  Terme  aber  in 
Beziehung  auf  die  Anzahl  der  vorkommenden  Theta -Functionen 
homogen  sind,  so  folgt: 

25)    yl//-|, 

WO  iVund  D  homogene  Functionen  von: 

^(^yz,  ir')v,    t;  =  0,l,2,3, 
sind.    Setzt  man  hierin  fbr  w^  seinen  Werth  aus  23),  so  zeigen  die 
Betrachtungen  zu  Anfang  dieses  §,  dass  in  25)  N  und  B  homogene 
Functionen  desselben  Grades  von  Theta-Functionen  mit  den  Argu- 
menten z  und  n^  sind.    Hieraus  folgt  unmittelbar,  dass  die  rechte 

Seite  der  Gleichung  25)  sich  darstellen  lässt  durch  die  elliptischen 

.  2Kz 

Functionen  mit  dem  Argumente  —   und  dem  Modul  k.     Es  ist 

also  auch  die  rechte  Seite  der  Gleichung  25)  oder  10)  eine  alge- 

braische  Function  von  sin  am • 
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Nimmt  man  ßi  =  0,  bo  geben  die  Grleichungen  17)  und  18): 


7i « +  rfi 


26)    [zi=  ss'p^öxz,   Wj  =  —  ^ 


r  ai  ' 

a^öi  =  n. 

Diese  Gleichungen  geben  zu  ganz  analogen  Betrachtungen 
Veranlassung  wie  die  Gleichungen  22).  Man  kann  sogar  auf  die 
einfacheren  Gleichungen  26)  die  allgemeinen  Gleichungen  1 1)  redu- 
ciren  und  zwar  durch  relatir  ziemlich  einfache  Rechnungen^  welche 
nur  auf  der  Vergleichung  der  Theta-Functionen  mit  reellen  und 
imaginären  Argumenten  beruhn.  Es  ist  hier  ein  etwas  weiterer 
Weg  eingeschlagen,  da  die  Herstellung  der  Transformationsgleichun- 
gen ersten  Grades  fllr  die  Theorie  der  Theta-Functionen  von  be- 
sonderem Interesse  ist 

Die  Gleichungen  16)  und  18)  geben: 

27)    gh'—2g'j  =  nss'rr'. 

£s  soll  h  gradzahlig  angenommen  werden.    Ist  die  linke  Seite 

der  Gleichung  27)  eine  ungrade  Primzahl,  so  müssen  sich  je  yier  der 

Factoren  n,  jr,  s%  r,  r'  der  rechten  Seite,  welche  der  Voraussetzung 

nach  keine  gemeinschaftlichen  Theiler  haben,  auf  die  Einheit  redu- 

ciren.    Für  die  rationale  Transformation  ist  ausserdem  p  ==  1  und 

p'  =  U   Es  reducii*en  sich  die  verschiedenen  Annahmen,  zu  welchen 

die  Gleichung  27)  Veranlassung  giebt,  auf  zwei  factisch  verschiedene, 

auf  welche  man  die   übrigen  zurückftlhren   kann.     Für  jP  <==  1, 

y  =  1^  r  =  1,  r'  ==  1,  5  =  1  und  ä'  ==  1  ist  nach  23): 

,        tv  +  ei 
n 

Für  p  =  1,  p'  «=.  1,  w  =  1,  5  =  1,  r  «=  1,  und  r'  =  1  ist 

nach  23)  w'  =  s^rv  +  eir  Da  nun: 

80  kommt  die  zweite  Annahme  auf  den  Uebergang  von  q  in  eine 
Potenz  von  q  hinaus.    Da: 

! — n 

9    « 
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nur  n  Werthe  hat,  welche  Werthe  auch  £  annehmen  möge,  so  fllhii; 
die  erste  Annahme  auf  die  Untersuchungen  deis  §  38  zurück. 

AuB  dem  Vorstehenden  ergiebt  sich,  dass  das  allgemeine  Pro- 
blem der  algebraischen  Transformation  der  elliptischen  Functionen 
von  der  allgemeinen  Transformation  der  Theta-Functionen  abhängt 
und  mittelst  derselben  ausgeführt  werden  kann. 

Was  die  Resultate  der  beiden  letzten  §§  betrifft,  so  scheint 
Jacobi  dieselben,  wenn  vielleicht  auch  in  etwas  anderer  Form,  schon 
vollständig  entwickelt  zu  haben.  In  einem  Briefe  an  Crelle  vom 
21.  Juli  1828  (Crelle.  Journal  t.  3  p.310)  findet  sich: 

„II    conviendra    peut-6tre    ä   introduire    dans    Tanalyse    des 

fonctions  elliptiques  ce  quotient  -p  comme  module  au  lieu  de  k. 

IL 

A  l'Ägard  de  ce  quotient  j*ai  trouvö 

que  k  ne  change  de  vcUeur,  si  Von  icrit  au  Heu  de  -^  Vex- 

pression 

bK+ib'K'  ^  KK'—i{abKK+  a'b'K'K') 
aK + ia'  K'  aa  KK  +  a'af  K'K'        ' 

a,  a',  &,  b'  Stant  de  nombres  entiers  quelconques,  a  un  nombre 

impair,  b  un  nombre  pair,  tels  que  ab' — a'b  =  1; 

th^or^me  remarquable  et  qui  doit  etre  envisag6  comme  un  des 

th^orÄmes  fondamentaux  de  Tanalyse  des  fonctions  elliptiques"  *). 

Zwanzig  Jahre  später  hat  Jacobi  eine  weitere  Andeutung  ge- 
geben in  der  Abhandlung:  Ueber  die  Differentialgleichung,  welcher 

die  Reihen 

\±'lq^''lq^±%f^'   etc. 

21/^  +  2l/g» -f- 21/^5  etc. . 
Genüge  leisten.  (Crelle.  Joum.  t.36p.97— 112,  Werke  II  p. 21— 36). 


*)  Am  SchlnsB  dieses  Briefes  finden  sich  folgende  Worte,  welche  fast 
mehr  auf  den  Schreiber  wie  auf  Legendre  passen: 

„Vous  voyez,  Monsieur,  que  la  throne  des  fonctions  elliptiques  est  un 
vaste  objet  de  recherches  qui  dans  le  cours  de  ses  d^veloppemens  embraa- 
sent  presque  tonte  l'alg^bre,  la  th^orie  des  integrales  d^finiee  et  la  science 
des  nombres.  Quel  titre  de  gloire  pour  rillustre  auteur  du  trait^  des  fonc- 
tions elliptiques,  que  d'avoir  er^^  cette  belle  thöorie  et  d'avoir  allnmö  ce 
flambeau  a  la  posterit^. 
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Man  findet  am  Ende  dieser  Abhandlung  Folgendes:  „Es  müssen 

daher  in  dem  Ausdruck  r  =    ;  .   .^      die    Gonstanten    a,  b.  «',  ft' 

a'  +  tbQ  7    7      7 

immer  so  bestimmt  werden  können,  dass 

l/a'  +  ibQ 
Die  Theorie  der  elliptischen  Transcendenten  lehrt,  dass  diese 
Bestimmung  auf  unendlich  viele  Arten  möglich  ist  Es  ergiebt  sich 
nämlich  aus  der  Theorie  der  unendlich  vielen  Formen  der  Trans- 
cendente  6^,  dass  die  vorstehende  Gleichung  immer  gilt,  wenn  o,  a' 
und  b  ungrade  sind,  und  af  und  b  durch  4  dividirt  nicht  denselben 
Rest  lassen.  Das  Zeichen  der  den  Nenner  bildenden  Quadrainmrzei 
in   der   vorstehenden  Gleichung   hängt  von   dem  Werthe  der  in  der 

Theorie  der  quadratischen  Reste  mit  f-r-J   bezeichneten   Grösse  ab. 

Ein  doppelter  Gang  der  Untersuchung,  welchen  man  einschlagen 
kann,  ftlhrt  zu  dieser  Zeichenbestimmung  entweder  mittelst  einer 
Eettenbruchentwicklung  oder  der  von  Gauss  in  seiner  Abhandlung 
Summatio  serierum  quarundam  singularium  betrachteten  Summen. 
Die  vorstehende  Gleichung  wird,  wenn  a  und  b  ungrade  ist,  immer 
gelten,  wofern  man  nur  die  eine  Seite  derselben  mit  einer  8ten 
Wurzel  der  Einheit  multiplicirt  Wenn  von  den  Zahlen  a  und  b 
die  eine  grade,  die  andere  ungrade  ist,  hat  man  die  Gleichung: 

ya'  +  ibQ 
wo  6  eine  achte  Wurzel  der  Einheit  bedeutet,  und  das  obere  oder 
untere  Zeichen  gilt^  je  nachdem  von  den  Zahlen  a"  und  b  die  eine 
grade  die  andere  ungrade  oder  beide  ungrade  sind*'. 

Einer  Anmerkung  zu  Folge  hat  Jacobi  die  auf  das  Vorstehende 
bezügliche  Theorie  der  Theta-Functionen  in  Vorträgen  ausführlich 
behandelt;  der  wenige  Jahre  nach  Publication  der  angeführten 
Abhandlung  erfolgte  Tod  des  grossen  Mathematikers  hateine  selb- 
ständige Darlegung  seiner  Theorie  leider  vereitelt.  Die  Ideen, 
welche  die  oben  angeführten  Worte  von  Jacobi  enthalten,  finden 
sich  theilweise  ausgeführt  bei: 
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Gardan:  Ueber  die  Transformation  der  6 -Functionen.  (Giessen 
1863). . 
Es  findet  sich  dort  eine  Gleichung  aufgestellt  ^  welche  der 
Gleichung  26)  von  §  44  entspricht  und  zwar  nur  flftr  die  Bedin- 
gungen 22).  Die  in  Gleichung  16)  von  §  44  auftretende  Quantität 
fVn  wird  durch  einen  Kettepbruch  bestimmt,  ferner  die  partielle 
Differentialgleichung  4)  zur  Anwendung  gebracht,  um  eine  analoge 
Gleichung  wie  23)  herzustellen.  Endlich  geschieht  die  Bestimmung 
der  Gonstanten  c  basirt  auf  die  von  Jacobi  angeführte  Abhandlung 
von  Gauss.  Auffallend  ist,  dass  der  Name  von  Jacobi  nur  bei  ganz 
nebensächlichen  Puncten  sich  angeführt  findet,  dass  jedes  Citat, 
jede  Andeutung  vermieden  ist,  welche  auf  die  primitive  Quelle  des 
Inhalts  hinweist.  Die  Bestimmung  der  Constanten  c,  welche  bei 
den  linearen  Transformationen  auftritt,  findet  sich  ziemlich  ausflihr- 
lich  bei: 

Thomae:  Abriss   einer  Theorie  der   complexen  Functionen  und 
der  Theta- Functionen  einer  Veränderlichen.  2.  Aufl.  (Halle 
1873)  pag  183  u.  f. 
Die  fundamentale  Gleichung  für  die  Transformation  der  Theta- 
Functionen  hat  Thomae  nach  dem  Vorgänge  von  Hermite  so  aufge- 
stellt, dass  sich  aus  derselben  die  Gleichungen  ftlr  die  linearen 
Transformationen  unmittelbar  ergeben.    Es  scheiiit  indessen  nicht, 
dass  diese  Methode  einen   besonderen  Vorzug   vor  dem  in  §  44 
befolgten  Verfahren  hat,  die  an  sich  lobenswerthe  grössere  Kürze 
verdeckt  den  eigentlichen  Ursprung  der  Transformation. 

Eine  der  frühesten  und  bedeutendsten  Untersuchungen  über  die 

Transformation  der  Theta-Functionen  enthält  die  Abhandlung: 

Hermite:  Sur  quelques  formules  relatives  ä  la  transformation  des 

fonctions  elliptiques.    (Journal  de  Math.  Deuxieme  sörie. 

T.m.  Ann6e  1858  p.26— 36). 

In  Verbindung  hiermit,  wenn  auch  schon  mehr  in  das  Gebiet 

der  Zahlentheorie  übergehend,   stehen   die   beiden  Abhandlungen 

desselben  Verfassers:  „Sur  la  thäorie  des  fonctions  elliptiques  et  ses 

applications  ä  Farithmetique"  (Comptes  Kendus  t.  45  1862  p.  11 — 18, 

85 — 91.  Journal  de  Math.  Deux.  s6r.  t.  VIIp.  25 — 40)  und  „Sur  les 

Ennepor,  oUipt.  Fanotlonen.  24 
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thöorömes  de  Mr.  Kronecker   reUtifa  aux  formes  quadratiques". 
(Journ.  d.M.  2.  sör.  tlX  p.  145—158). 

Namentlich  die  erste  Abhandlung  von   Hermie  ist  in  einer 
Reihe  von  bemerkenswerthen  Schriften  und  Abhandlungen  zur  Ver- 
wendung gekommen,  von  denen,  mit  Einsehluss  des  oben  erwähnten 
Buches  von  Thomae  die  folgenden  ausgezeichneten  Publicationen  zu 
erwähnen  sind: 
Richelot:   Sur   la  thtorie   des  fonctions  eUiptiques  est   sur  les 
^quations  diffSrentieUes  du  calcul  des  variationsi  (Gomptea 
Rendus  1859  t.49  p.  641— 645). 
Diese  Abhandlung  ist  eine  der  ersten,  welche  eine  ziemliche 
Anzahl  von  Gleichungen  enthält,  die  sich  auf  lineare  Transforma- 
tionen   beziehn«    Die   kurze   Mittheilung   enthält   keine  Beweise. 
Weiter  gehende  Untersuchungen  findet  man  in  der  folgenden  durch 
ungemeinen  Scharfsinn  ausgezeichneten  Monographie: 
Betti:  La  teorica  delle  funzioni  ellitiche.    (Annali  di  Matematica. 
Tomo  III  Anno  1860  p.  65— 159,  298—310,—  über  Trans- 
formationen erster  Ordnung  vergleiche  man  p.  142-^,  Tomo 
IV  Anno  1861  p.26— 45,  57—70  und  297—336). 
Königsberger:  Die   Transformation,   die   Multiplication   und  die 
Modulargleichungen  der  elliptischen  Functionen«     Leipzig 
1868. 
Ein  Supplepaent  hierzu  bildet  die  Abhandlung  desselben  Ver- 
fassers „Die  linearen  Transformationen  der  Hermite'schen  9) -Func- 
tionen" (Mathematische  Anuaiuu  t  III  p.  I — 10).    Weitere  Ausfüh- 
rungen enthalten  die  „Algebraische  Untersuchungen  aus  der  Theorie 
der  elliptischen  Functionen''  (Borchardt  Journal  t.72  p«  176 — 254). 
Femer  ist  noch  zu  erwähnen: 
Kömgsherger:  Vorlesungen    über    die    Theorie    der    elliptischen 
Functionen.    Theil  2.    Leipzig  1874. 
Bei  diesen  verschiedenen  Untersuchungen  über  die  Theta-Funo- 
tionen  macht  sich  der  Mangel  einer  einheitlichen  Bezeichnung  un- 
angenehm   bemerkbar.     Kaum    zwei  Schriftsteller   stimmen   voll- 
ständig überein.    Am  wenigsten  möchte  sich  die  namentlich  von 
üermite  und  ßetti  gebrauchte  Bezeichnungsweise   empfehlen   die 
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Theia-Fnnctionen  mit  zwei  Indices  zu  yeraebn,  wodureh  bei  Func- 
tionen mit  einem  Argument  eine  onnöthige  Complication  der  Formehi 
hervorgerufen  wird,  wie  ein  Blick  auf  p.  126  von  T.  III  der  Annali 
di  Matematica  zeigt    (Roma  1860). 

Zur   allgemeinen  Transformation   der  elliptischen  Functionen 
sind  noch  folgende  Abhandlungen  anzimierken,  deren  Resultate  nicht 
ausschliesslich  auf  die  Theorie  der  Theta-Functionen  basirt  sind.*) 
Sanio:  De  functionum  ellipticaiomi  multiplieatione  et  transforma- 
tione,   qaae   ad   numerum  parem   pertinet,    commentatio. 
(Crelle.  Joum.  1 14  p.  1 — 50). 
Hermte:  Sur  la  thäorie  des  transcendantes  a  düBTärentielles  alg6- 
briques.    (Journal  de  Mathäm.  t  IX  Ann^e  1844  p.  361  f. 
und  Comptes  Bendus  t.  XVIII  p.  1141  f.). 
Hermiie :  Extraits  de  deux  lettres  k  M.  Jacobi.    (Crelle.  Journ.  t. 
32  p.  283  —  293;  Jacobi  Werke  t  1  p.  397  —  407). 

Eine  namentlich  auf  die  „Fundamental  sich  stutzende  Dar- 
stellung findet  man  bei: 

Otxäermarm:  Theorie  der  Modular-Functionen  und  der  Modular- 
Integrale.  (Dreizehnter  Abschnitt.  Grelle.  Jour.  t  19  p. 
244—285  und  üleunzehnt.  A.  ibid.  t.  25  p.  336—394). 

*)  Elementare  Betrachtungen  über  Transformation  und  Mnltiplication 
enthalten  die  folgenden  Aufsätze,  welche  sämmtlicb  in  dem  „Archiv  ftlr 
Mathematik  und  Physik'S  heransg.  ▼.  Grunerty  enthalten  sind. 

ü,  H.  Meyer:  Sur  les  fonctions  elliptiques.    (Theil  16  p.  305— 408,  Th.  17 

p.  85— 120). 
Essen:  Ergänzung  des  ersten  Jacobf  sehen  Theorems  von  den  elliptischen 
Functionen  der  ersten  Art    (Theil  21  p.  241— 248,  418—422). 
Behandelt  namentlich  die  Transformationen  grader  Ordnung. 
Baehr:  Sur  la  transformation  des  functions  elliptiques  de  la  premiöre  espöce. 

(Th.  33  p.  354  —  368). 
Baehr:  Sur  les  formules  pour  la  mnltiplication  des  fonctions  elliptiques  de 
la  premiöre  espece.    (Th.  36  p.  125  —  176). 
Ungeachtet  einer  gewissen  Originalität  leiden  diese  Arbeiten  an  dem 
Fehler,  dass  die  Ergebnisse  älterer  Arbeiten  keine  genügende  Beachtung  ge- 
funden haben,  so  dass  sich  Meyer  (Theil  22  p.  474— 477)  gegen  Essen  zu 
einer  Prioritäts-Reclamation  versteigen  konnte  in  Beziehung  auf  Untersuchun- 
gen, die  ihrem  Wesen  nach  schon  längst  von  Ivory  und  Sanio  ausgeführt 
worden  waren.    Die  nicht  ganz  nnverdienstliche  Arbeit  von  Meyer  leidet  an 
dem  grossen  Uebelstande  einer  Ueberladung  neuer  Bezeichnungen  und  neuer 
Benennungen,  beide  gleich  unnöthig  und  der  Lecture  hinderlich. 

24* 
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§  46.  Ueber  die  Differentialgleichmigen^  welchen  die  ZkUer 
und  die  Nenner  bei  den  elliptischen  Transformationsfornieln 

nnd  Mnltiplicationsformeln  genttgen. 

Nach  den  Untersuchungen  in  §  35  (pag  234)  wird  der  Diffe- 
rentialgleichung: 

1)  ^y  ^  dx 

t/(l— y2)(l— /2y2)        ßf\/{i—x^){\—kh:^y 

durch  den  folgenden  Werth  von  y  genügt: 

Die  Bestimmung  der  CoefScienten  &i,  2^2?  •  *  •  ^m>  welche  auf 
algebraischem  Wege  wegen  erdrückender  Weitläufigkeiten  fast 
unausführbar  erscheint,  hat  Jacobi  veranlasst  den  Zähler  und 
Nenner  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  2)  unter  einem  6e- 
sichtspunct  zu  beti  achten,  welcher  von  der  AufTassungsweise  der 
„Fundamenta''  gänzlich  verschieden  ist  Jacobi  hat  Differential- 
gleichungen aufgestellt,  welchen  die  bemerkten  Zähler  und  Nenner 
genttgen.  Diese  Differentialgleichungen  umfassen  zwei  verschiedene 
Untersuchungen,  je  nachdem  es  sich  um  eine  partielle  oder  um 
eine  gewöhnliche  Differentialgleichung  handelt 

Was  die  partielle  Differentialgleichung  anbelangt,  so  ist  der- 
selben zuerst  im  Journal  von  Grelle  (t  3  p.  403)  erwähnt  und 
zwar  mit  den  Worten:  „Je  suis  parvenu  ä  rösoudre  un  problöme 
dont  la  difficultä  avait  äludä  long-teras  tous  mes  efforts,  savoir  de 
trouver  Fexpression  g^nörale  et  algöbrique  des  formules  de  mul- 
tiplication.''  In  der  „Suite  des  notices  sur  les  fonctions  elliptiques'' 
(Grelle.  Joum.  t  4  p.  185)  hat  Jacobi  ohne  Beweis  eine  partielle 
Differentialgleichung  mitgetheilt,  welcher  die  Zähler  und  Nenner 
sowohl  der  Transformations-  wie  der  Multiplicationsgleichungen  ge- 
nügen. Einer  Andeutung  (L  c.  p.  186)  zu  Folge  scheint  Jacobi  durch 
die  partielle  Differentialgleichung,  welcher  die  vier  Theta-Functionen 
genügen,  zu  dem  folgenden  Resultate  gelangt  zu  sein. 

Zur  Vereinfachung  setze  man: 

3)    a:|/r—  /,    k  +  j  =  üf, 
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wodurch  die  Gleichung  2)  flbergeht  in: 

V    yVf    —         B  +  ßiP  +  Bit*  +  ...  +  Bmi^     ' 
oder: 

>      If— i?  +  i?, /«  +  ... +  i?«<*", 

gesetzt: 

U 
y-y' 

Es  ist  dann: 

FUr  2m  + 1  »=  n  genttgt  jede  der  Quantitäten  ü  und  V  aus 
5)  der  partiellen  Differentialgleichung: 

7)    2n(a^— 4)^  — 
^  da 

n{n-l)Bfi  +  (n-l)(at-2fi)^^+(\-afl  +  t^)^. 

Auf  diese  wenigen  Formeln  beschränkt  sich  die  Mittheilung  von 
Jacobu    Zur  Vereinfachung  nehme  man  in  ^-{2,  q): 

8)    «'-^,  ^-«-''^ 

also: 

Diese  Gleichung  giebt  unmittelbar: 

10)    ^i±:^^^^±S^, 

^  dw  dz^ 

Die  vorstehende  partielle  Differentialgleichung  gflt^  wie  man 
sehr  leicht  findet,  f&r  jede  der  vier  Theta- Functionen. 
Man  nehme  in  der  Gleichung  10): 

nz  statt  Zy  nw  statt  w\ 
z  unverändert, statt  w. 

wo  r  eine  ganze  Zahl  bedeutet     In  beiden  Fällen  nimmt   die 
Gleichung  10)  folgende  Form  an: 
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11)    An 


dB 


3t 


€P9 


dw        "  dz^' 

Zu  Folge  der  Bedeutung  tou  w  aus  8)  ist  in  11)  6  gleich  einer 
der  Functionen: 

2rni   ^ 

wo  f^  =  0,  1,  2,  3  ist  Diese  Functionen  bilden  aber  nach  den 
§§  37  und  39  die  Zähler  und  Nenner  der  Transformationsglei- 
chungen  für  die  ungrade  Primzahl  n.  Es  genügt  die  Besultate 
einer  Transformation  genauer  zu  betrachten.  Auf  die  beiden 
Gleichungen  6)  und  14)  von  §  37  nämlich: 


12) 


y(g^) 


2 


Hnz,^)  =  ^M  H'^  +  '^,9), 


8 


n 


Mnz,^)^^IlMz  +  '^,9), 


wende  man  die  Gleichungen  6)  auf  pag.  108  ftlr  x  =  z  an,  d.  h 
die  Gleichungen: 

Hierdurch  ergiebt  sich^  wenn  die  Gleichungen  12)  noch  durch 
*(z,  j»)"  dividirt  werden: 


13) 


d'(nz,q'')  

»(z,qY    ~ 


m 


Hz,  & 


-i)'-'0Mz)  TT  r!vj__  »1  (^)n 


wo: 


»— 1 

» 


Auf  den  rechten  Seiten  der  Gleichungen  13)  ist  zur  Verein- 
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fachung  das  zweite  Argument  q  weggelassen.    Die  erste  Gleichung 
13)  giebt  2  =»  0  gesetzt: 

wodurch  Q  bestimmt  ist    Man  setze  hieraus  den  Werth  von  Q  in 

die  Gleichungen  13),  fähre  femer  rechts  die  elliptischen  Functionen 

ein  und  setze: 

2I^z 


smam 
es  folgt  dann: 


Xj  x]/k  =  /, 


14)    ( 


»— 1 


(-»•^^/Zc*.'.".^--). 


Die  rechts  stehenden  Terme  dieser  Gleichungen  kann  man 
als  Zähler  und  Nenner  des  Werthes  von  y]/T  in  4)  für  2m  + 1 
=  n  ansehn,  man  erhält  dann,  von  einem  Constanten  Factor  ab- 
gesehn,  für  B  und  B^  dieselben  Werthe  wie  in  6).    Es  ist  nämlich 

i>(0)  V  IdK 

d.  i.  nach  Gleichung  19)  auf  p.  251): 

*(0)  V  nk'M' 

Dieser  Term  unterscheidet  sich  von  B  in  6)  nur  durch  den 

Constanten  Factor  -7=.    Zur  Vereinfachung  werde  die  rechte  Seite 

l/n 

der  ersten  Gleichung  14)  durch  H  bezeichnet    £s  ist  dann: 
oder  umgekehrt: 


15)    ß-{nz,  «•)  =  ^-^ 


» 
•=^1* 


^(0)' 

Die  linke  Seite  dieser  Gleichung  genügt  der  partiellen  Differen- 
tialgleichung 11).  Man  schliesst  hieraus  unmittelbar,  dass  der 
Gleichung  11)  durch: 
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J 

genügt  wird,  wo  H  der  Zähler  oder  Nenner  der  rechten  Seite  der 
Gleichung  4)  ftlr  «  =  2»i  +  1  ist 

Nimmt  man  in  der  Gleichung  IQ)  nz  statt  z,  so  wird  dieselbe: 

17)    ij;0^^(^>g)  „  ^^^inz,g) 

Nun  ist  aber  nach  §  42: 

2n  A^2 
dem  Nenner  von  sin  am proportional     Wird  dieser  Nenner 

durch  ffi  bezeichnet,  so  genügt  folglich: 

der  partiellen  Differentialgleichung  17).    Dasselbe  gilt,  wenn  statt 

2n  A'z 
Hl  der  Zähler  von  sin  am genommen  wird. 

3t 

Aus  dem  Vorstehenden  folgt,  dass  die  Gleichungen  11)  und 
16)  gelten,  wenn  H  der  Zähler  oder  Nenner  der  Transformations- 
oder Multiplicationsgleichungen  ist,  für  die  Multiplication  hat  man 
einfach  n^  stattt  n  zu  setzen. 

Da  ^(0)  =  l/^^,  80  lässt  sich  der  Werth  von  ©  in  16) 
auch  wie  folgt  darstellen: 


2 


Substituirt  man  diesen  Werth  von   S  in  die  Gleichung  11), 
dividirt  auf  beiden  Seiten  durch  :;r,  so  folgt: 

jt\dw'^d-{z)    dw  2  dw     ) 


^      dz  d-iz)    dz     ^   ^        ^    l&{z)     dz   J 


dz^ 

71 H  d^^{z) 


"•■^(z)    dz^ 
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Nimmt  man  in  dieser  Gleichung: 

4rf»(z)  d*»(z) 

'  dw      ^  ''    dz'   ' 

80  lässt  sich  dieselbe  auf  folgende  Form  bringen: 

ift^    *!^M       <P^|  «  äß   1    d»(z) 
'    xdw'°  dz«"^      d2*i^    dz 


+ 


In  Folge  der  Gleichungen  13)  auf  p.  170  und  der  Gleichung 
17)  auf  p.  171  ist: 

,_.     dir  K  ,    E       '* K        dm  —x 


dk  k^kk^'     dk         dk        2kk'*K^' 

Aus  diesen  Gleichungen  ergeben  sich  unmittelbar  die  folgenden : 
(dk        —Vck^IT' 


20) 


dw  X       ' 

dk'K  ^  dk'Kdk  ^  WK^ 
dw  dh  dw  X 

dlogk'X       tK 


{K-E), 


dw  X 


{K—£). 


Nimmt  man  in  der  Gleichung  16)  auf  pag.  163  z  statt  x,  so 
wird  dieselbe: 

dlog»(.)  _  2^^/     2^\     M  j^. 

^  dz  X      \  Jt  J        3t      X 

Darch  Differentiation  nach  z  folgt  hieraus: 

dz^  \3t  J  Jt  31     3t 

Mittelst  der  vorstehenden  Gleichung,  der  Gleichungen  20)  und 
21)  nimmt  die  Gleichung  18)  folgende  Form  an: 

4n  dH        i^H  ,      ,        ..  JlkJ^^  .  .        ^Kz 

+ 


3t  dw        dz^ 


n(n — 1)^1 I  sm^am  — 

+  2nP-^^fam?^^)— ^-^a^lf. 

Ljr\        3t  /       3t     3t  jdz 

Führt  man  links  mittelst  der  ersten  Gleichung  20)  k  statt  rv 
als  unabhängige  Yariabele  ein,  setzt  femer: 
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80  nimmt  die  partidle  Differentialgleichung  fbr  H  folgende  ein- 
fachere Form  an: 

-  ^nkk'^-^  -=  ^^■\-n{n—\)HkHva?Kiau 

^^^  .  o  fr./-        \      tiE^dH 

+  2n[^(ain«)— ^J^. 

Um  die  von  JacoH  aufgestellte  Form  dieser  Gleichung  zu  er- 
halten muss  man  l/Tsinamu  statt  u  als  unabhängige  Variabele 
einfahren. 

Da  sin  am  u  von  k  abhängig  ist,  so  ist  es  nöthig  den  Diffe- 
rentialquotienten dieser  Quantität  in  Beziehung  auf  k  darzustellen. 

Es  sei: 


24) 

sin*^         ^ 

0 


Setzt  man  in  der  Gleichung  3)  pag.  169  90  statt  a,  so  folgt  : 

2  V     dF{ip)  ^        F(ip)      E(q>)     /fsiny  eosy 
^       dk  k    ^  kk*^         k'^Aiip)    ' 

wo  F{g>)  und  E(ip)  die  elliptischen  Integrale  erster' und  zweiter 
Gattung  mit  dem  Modul  k  sind.  In  der  Gleichung  24)  sehe  man 
9>  als  von  k  abhängig  an  und  differentiire  unter  dieser  Voraus- 
setzung nach  k^  hierdurch  folgt: 

1     dq>      dF(q>)        2zdl[ 
/l{g))dk^     dk     ^  jt  dk' 

Mittelst  der  Gleichungen  19)  und  25)  erhält  man  hieraus: 

Arsiny  eosy 

"*"     k'^Aifp) 

2£z 
Nach  24)  ist  F(^)  ■»  —  •    Nimmt  man  wieder  wie  in  22) 

2Kz 

—  ==  M,  so  giebt  die  Gleichung  24)  y  =»  amu,  wodurch  die 

Gleichung  26)  übergeht  in: 
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Arrinamu  coaanm 

Durch  Multiplication  mit  cosamu  Jamu  folgt  hieraus: 
^Binamu  f«/       x      u^  cosamu  Jamu 


iU  Fi:./         \       ''-^ 


+  -TTi  sinamu  cos^amu, 


und  weiter: 


^^^d\/km9imu  ^  ^^  +;t»_2;t2  Bin^amw)  BinarnttV^^ 
27)    i  -, 

In  die  Oleiebung  23)  ftthre  mau  k  und  \/k  sin  amu  statt  k  und 
t«  als  unabhängige  Variabelen  ein,  setze  ^«^  l/T  sin  amt£.  Der 
Differentialquotient  von  H  in  Beziehung  auf  die  expUcite  vorkom- 
mende Qxiantität  k  werde  eingeklammert.    Es  ist  dann: 


dk  ^  \dkr  dt  dk' 


28)    . 


dHdt 


dH       dH  dt    d^H       ^dt  du  dt 

d 


du         dt  du'   dü^  di    du 

Wegen : 

29)    t  —  l/^  sin  amu 
ist  nach  27): 

'     30)         2M'2^  —  {\+k^—nt'^)t 


femer: 


31)  I  -  (/ii^4*!^+/..i*. 


Mittelst  der  Gleichungen  28) — 31)  nimmt  die  Gleichung  23) 
folgende  Form  an,  wenn  durch  k  dividirt  wird: 
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+  (n-l)(l±^<-J<')^+»(«-OJ»<. 
Setzt  man  endlich  1  +  A:^  «»  koy  also : 

so  ergiebt  sich  wieder  die  Gleichung  7).  Es  ist  selbstverständlich, 
dass  die  Differentiation  nach  a  sich  nur  auf  die  GoefBcienten  ByBi... 
•••^m  in  den  Gleichungen  6)  bezieht^  wenn  in  7)  S^^D  oder  H^^V 
genommen  wird. 

Für  die  Multiplicationsformeln  treten  an  Stelle  der  Gleichungen 
4)  und  7)  die  folgenden: 

32)    y  —  ? 7t-i  > 

B  +  Bifi  +  B^i^  +  ...  +  Bj^''^^' 

2 

(2n2(«*— 4)3^  —  n2(«^— 1)Ä^ 
33)    j  ^" 

|  +  (n^-l)(«^-2<3)^+(l-«^^  +  ^)^. 

In  32)  ist  n  es  2m  +  !•  Setzt  man  den  Nenner  der  rechten 
Seite  der  Gleichung  32)  gleich  Hy  so  müssen  in  der  Gleichung  33) 
die  Factoren  der  Potenzen  von  t  durch  diese  Substitution  auf  beiden 
Seiten  einander  gleich  sein.    Man  erh&It  so: 

B  ^\/n,  i?i  —  0,  3.4J?2  +n*(n*— 1)  5  —  0, 

5.6  53  +  4(n»— 4)a52  — 0, 
7.8  54  +  6(n^— 6)ai?8  +  (n»— 4)(n«— 5)^2  — 

dB^ 

da 

n^—Z 


2n«(a2— 4)-:-^ 


Es  ist  allgemein  Ton  r  »«  3  an  bis  r  —      ^ 

(2r  +  1)  (2r  +  2)  ^^-i  +  2r (n>— 2r)a  J?r 
+  (n2— 2r+  1)  (n»— 2r +  2)  Br^i  =  2nHa*— 4)^ 

Für  die  letzten  Goefficienten  bestehn  die  Gleichungen: 

2.3.J?„j_3  +  (n2— l)oi?»i_i  =  0,  B^x^x  -*  l/^ 
2 


-M.^ 
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Diese  Gleichungen  hat  Jacohi  (Grelle.  J.  t.4  p.  186)  aufgestellt. 
Eine  Herleitung  der  Di£ferentialgleiehung  32)  findet  man  in  der 
frtlher  erwähnten  Abhandlung  von  Betti.  (Annali  d.  M.  T.  lY  p.  32 
u.  f.).  Einige  Bemerkungen  über  die  Integration  der  partiellen 
Differentialgleichung  32)  von  Cayley  unter  dem  Titel  „Note  sur  les 
fonctions  elliptiques'^  finden  sich  im  Journal  von  Grelle  (t37  p. 
58—60). 

Statt  durch  eine  partielle  Differentialgleichung  hat  Jacobi  die 
Zähler  und  Nenner  der  Transformationsgleichungen  durch  gewöhn- 
liche Differentialgleichungen  definirt.  Die  „De  functionibus  ellip- 
ticis  commentatio"  enthält  mit  Beziehung  hierauf  iblgenden  Satz: 
„Quod  sane  est  theorema  memorabile^  satis  recondltum,  numerato- 
rem  ei  denamincUorem  substitutionis,  U,  V  smgulos  definiri  posse  per 
aequaiionem  differentiaJem  tertii  ordinis,**     (Grelle.  J.t  4  p.377). 

Im  vorliegenden  Falle  haben  U  udd  V  folgende  Bedeutungen. 
Setzt  man  x  »»  ginamt«  und 


34)     sinam^-, /j  =  j, 


so  sei: 

X 


(i7  =  ~(l+4a;2+^ja:4  +  ...  +  ^    lO^-i), 

25)  ^  « 

I  F—  l+B^x^  +  B2X^  +  ...  +  Bn-^a^\ 

Diese  Werthe  von  U  und  V  unterscheiden  sich  nur  unwesent- 
lich von  den  in  5)  aufgestellten.  Die  Gleichungen  13)  und  16)  von 
§  39  geben: 

n-l       *  I  4?=?  « 

9 

^»-1  —  (— 1)  «  Ä*-i77sin2am4rcö, 


i 


folglich : 


7 

Hn  ""  // sin*am4rcö 


38i 

Ai^.^  ^       2 


36)    . 


/ 


—    ^    8in*am4rco  «=  — q. 


^#-1 


■i* 


»  "M^' 


wo  in  der  ersten  Gleichung  q  zar  Abkürzung  für  die  Summe  ge- 
setzt ist. 

Jacobi  bat  seinen  Satz  durch  Betrachtung  der  Transformationfr- 
formeln  und  der  elliptischen  Integrale  zweiter  Gattung  gefunden. 
Mit  lebendigem  Interesse  wurde  die  schöne  Entdeckung  Jacohfs 
17  Jahre  nach  ihrer  Veröffentlichung  von  Eisenstein  wieder  auf- 
genommen. Eisenstein  ist  mehrfach ,  unter  Anwendung  sehr  ein- 
facher Principien,  auf  den  bemerkten  Gegenstand  zurückgekommen 
und  hat  in  die  Resultate  JacoMs  sehr  allgemeine  Betrachtungen 
hineingetragen^  durch  welche  sich  die  meisten  Arbeiten  des  ungemein 
begabten  Mathematikers  so  sehr  auszeichnen.  Die  Untersuchungen 
von  Eisenstein  sind  enthalten  in:  „Beiträge  zur  Theorie  der  ellip- 
tischen Functionen*'  (Grelle.  J.  t32  p.59— 70,  Math.  Abb.  159—170). 
„lieber  die  Differentialgleichungen^  welchen  der  Zähler  und  der 
Nenner  bei  den  elliptisehen  Transformattonsformeln  genügen.^^  (Grelle. 
J.  1 35  p.  147—152,  M.  A.  p.  207—212).  Die  ftlgendende  Dednction 
der  Jacobi' seilen  Gleichungen  ist  den  „Beiträge  etc.'  entnommen. 

Man  setze  zur  Abkürzung: 

37\     |9^(^)  =  A  +  Bx+Cx^  +  Bx^  +  Ex^, 

I  p{y)  '^  A'  +  B'y  +  CY+  I>'y^+E'y^. 
Zwischen  x  und  y  bestehe  die  Differentialgleichung: 

38)     -^  =  ^. 

Es  sei  P  »s  0  ein  algebraisches  Integral  der  Differentialglei- 
chung 38)  der  Art,  dass  die  Function  P  nur  ganze  Potenzen  von 
von  X  und  y  enthält  und  in  B)9ziehung  auf  x  vom  nten  Grade  ist 
Es  seien  o^i,  x^j  • .  •  Xn  die  Wurzeln  von  P  =^  0  nach  x  aufgelöst; 
bezeichnet  man  den  constanten  Factor  von  x^  durch  Coj  so  ist: 

P  =    Co.{x Xi)  {X  —  X^).,.,(X  —  Xn)f 
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wo  3Cij xiy...Xn  von  y  abhängen.    Die  rorstehende  Gleichung  nach 
y  differentiirt  giebt: 

Pdy  ^ 


39) 


jLiXr  — 


Xr — x^  dy  ^ 
2dxr—x  dv^      JLi{xr—xy\dy)  ' 


dy  JitdXr — X  dy 

Ist  nun  X  eine  der  Wurzeln  Xi,  x^, . .  Xny  so  giebt  die  Glei- 
chung 38): 

dx       t/y(a;) 
dy  "  ]/^y 

^dhc  ^      ^'(x)      dx    i/y(^yXy)  ^ 

g>\x)      \f^  ^jy) 

Setzt  man  hierin  x  »=  o:,^  so  lassen  sich  die  Gleichungen  39) 
auf  folgende  Art  darstellen: 

1idP  1     w^  q>ixr) 


Pdy        |/y(y) 


\Xr       X 


Pdy 
'äy 


v>\y)  y^y(^)  .     1    y  9X^r) 

\UM9^Xr—x'^2y>(y)jhdXr—x 


Hieraus  erhält  man  unmittelbar,  — --  »»  — -I<~  gesetzt: 
Nun  ist  Bach  dem  Satze  ron  Taylor: 

also : 
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41) 


Xr — X       {Xr — xY  Xr — X       («r — x)' 

+  (Xr—x)  ^5-^  +  («r— a:)»  2^-j^' . 


Nach  37)  ist: 
also: 

Wendet  man  diese  Gleichung  und  die  Gleichung  41)  auf  die 
Gleichung  40)  an,  so  wird  dieselbe: 

—  2g>(x)  V;^ — ^— T^— nZ>ar— 2n^2  +  Z^JPxr  +  2iE'JE'Xr-. 

Wegen  der  Bedeutung  von  P  ist  aber  auch: 

dlogP  _  ^     1       _  _  V^_JL_ 
dx      ""  ^dUo: — Xr  "*       .^a^r — x^ 

Är^      ~        ^(xr—xy' 
Hierdurch  wird  die  Gleichung  42)  in  folgende  transformirt : 


43)    ^ 


^»w^'+^w^'-^-w'-^H- 


2  g?(x) ^^^-—nDx—2nEx^  +  DSxr  +  lEiaflry 

oder  auch: 

£/log/> 


2^(y)^+v^'(i^)'-^-2/^). 


l/9P(x) 


dx 


dy^  ^    dy  v  y-K  /  ^ 

— nDx — %%Ex^  +  DSxr  +  iESx^r. 
Diese  Gleichung  Iftsst  sich  einfacher  auf  folgende  Art  dar- 
stellen : 

44)    {  «ft'*    Tvvy;    ^y  ^, 

I  —  nAr — 2«£!ä;'  +  D2xr  +  lESx^ 
wo  die  neue  Yariabele  u  durch  die  Gleichung 
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45)  -^  =  du 

dy 
definirt  ist.    Setzt  man  t==  ==  dv.  so  geht  die  linke  Seite  von 

44)  über  in:  ^^^• 

Es  sei  nun  P  linear  in  Beziehung  auf  y: 

46)  P  =  ü—  Vy, 

wo  U  und  V  Functionen  von  x  oder  u  sind.  Sieht  man  ü  und  V 
als  Functionen  von  u  an,  so  sollen  die  Differentialquotienten  der- 
selben nach  u  durch  V^  V\  P",  P' . .  bezeichnet  werden.  Die 
Grleichung  46)  giebt  dann: 


dy 


<Plog/>  ^  IT'—r'y      /U'—V'yY 


dv?-  ü—  Vy       \  U—  Vy) 

Durch  Substitution  dieser  Differentialquotienten,  der  Werthe 
von  ip(y)  und  ^'(y)  aus  37)  nimmt  die  Gleichung  44)  endlich  die 
Form  an: 

47)     ^{A' +  B'y  +  Cy^  +  I/y^  +  E'y^)V^ 

+  {B'  +  ICy  +  Zl/y'^  +  4^y3)  (^—  Fy)  F  = 

1{U—  ryy  —  2{ü—Vy)  (Ü''—V''y) 

+  {nDx  +  2n£x^)  {U—  VyY 

—{D2:xr+2E2x\)  {U—  Vy)\ 

Aus  dieser  allgemeinen  von  Eisenstein  aufgestellten  Gleichung 
lassen  sich  die  JacoMschen  Differentialgleichungen  herleiten. 
Zur  Vereinfachung  nehme  man  in  37): 

^=1,     ^=2>=0,       C=    —(1    +   k^),      D    =    k^y 

^  ~M^'^  -i>'-0,  a ^,  D  -— ,. 

Die  Differentialgleichungen  45)  und  38)  geben  dann: 

X  =  sin  am«,  y  «=  sinamf  ~,  /]. 
Diese  Gleichungen  in  Verbindung  mit  34)  und  35)  geben: 

Bnneper,  eUlpt.  Fanotionen.  25 
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^»—l  Än—i 


f-ar"—  Ä_iya--»  +  -i^-  a*^  ...  •=  0, 


M-        -"=-*'-        ■      M 


was  die  Gleichung  />  =  0  ist    Aus  der  vorstehenden  Gleichung 
folgt: 


A»—\ 


(B^, 


'-My 


—2 


A^x' 


d.  L  nach  36): 

Nach  48)  und  der  vorstehenden  Gleidiung  wird  die  Gleichung 

47): 

^-(^+^)'^^+^F^+-(^+^f+^(e.-Fy)r  = 

(£^—  V'yy—Qj—  Vy)  (U"—  V"y)  +  n*»(Z7—  ry)*8in2am« 

^UKU-Vyy\{^\^+2,'\ 

Da  die  Factoren  gleicher  Potenzen  von  y  auf  beiden  Seiten 
einander  gleich  sein  müssen,  so  ergeben  sich  fünf  Gleichun^n,  ron 
denen  zwei  identisch  sind,  welche  aus  den  Faetoren  yan  y'  und  y^ 
folgen.    Die  übrigen  Gleichungen  sind: 


49) 


^2(2p— nsinHmtt)  F«  +  ^  =  P«— FF", 
Ä»(2(>— nsin^amw)  ^  +  ^  =  W^  —  VV", 
2^(2p_nsiB5amtt)i/F+^iif  J^F  —  WV'—UV''—VV\ 


Die  Elimination  von  U"  und  F"  zwischen  diesen  Gleichungen 
giebt: 

was  auf  die  Substitution  yon  ^  =»  •—  in  die  Gleichung  37)  hinaus- 
kommt Man  kaiin  also  statt  der  dritten  Gleichung  49)  die  folgende 
setzen : 
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50)    vv-ru^'^.^lEmiEI^. 

^  M 

Aus  den  beiden  ersten  Gleichungen  49)  lässt  sich  mittelst  der 
Gleichung  50)  eine  der  Functionen  ü  oder  V  eliminiren,  für  die 
ttbrig  bleibende  Function  ergiebt  sich  dann  eine  Differentialglei- 
chung dritter  Ordnung. 

Setzt  man  zur  Abkflrzung: 

Vn_  yy^^  _  ^2(2^  _  ^  sin^  am«)  F^ 

und  U  »s  Fsinc;,  so  erhält  man  aus  der  ersten  Gleichung  49)  und 
der  Gleichung  50): 


S  =  sino,  ö'  =  ^,  A{o)  =  l/l  — /^öin^ö, 


folglich  : 


und  hieraus: 


^                            .           C0S(jJ((j) 
S'  =  COSÖ.Ö'  =    rzr^^ 

M 


was  die  Differentialgleichung  dritter  Ordnung  fftr  V  ist. 

Setzt  man  die  Werthe  von  U  und  V  aus  den  Gleichungen 
35)  in  die  beiden  ersten  Gleichungen  49),  darauf  x  =  sin  am u,  so 
erhält  man  Gleichungen  zur  Bestimmung  der  Goefficienten  ^i,.. 
Af^iy  Bjy,.  Bn^iy   ein  Verfahren,    welches  indessen  wegen   seiner 

Weitläufigkeit  kaum  einen  Vorzug  verdienen  möchte  vor  den  alge- 
braischen Untersuchungen  in  §  35. 

In  der  ersten  der  oben  bemerkten  Abhandlungen  hat  Eisenstein 
sich  nicht  allein  auf  die  Form  U —  Vy  von  P  beschränkt.  Die 
Form  in  welcher  Euier  das  Additionstheorem  dargestellt  hat  [§  23 
Gleichungen  6)  und  10)]  giebt  fftr  P  die  Form  P  =  Ly^+2My+N, 
so  dass  der  Differentialgleichung  38)  durch  die  Gleichimg  P  =  0 
genügt  wird.  Eine  weitere  Fortsetzung  dieser  Bechnungen  scheint 
wegen  der  Complication  der  Formeln  unthunlich  zu  sein. 

Die  Gleichungen  49)  hat  Gudermomn  auf  ähnliche  Art  wie 
JacoH  hergeleitet    Man  findet  die  Differentialgleichungen  für  Zähler 

25» 
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und  Nenner  von  mnAmnuy  wenn  n  ungrade  ist  im  Journal  von 
Grelle  (t  1 9  p.  282 — 285)  aufgestellt,  die  entsprechenden  Gleichun- 
gen fUr  die  Substitutionen  nten  Grades  finden  sich  am  Ende  der 
„Theorie  der  Modular-Functionen".    (Grelle.  J.  t25  p.  207— 212). 

Mit  Beziehung  auf  die  Differentialgleichung  dritter  Ordnung, 
welcher  U  und  V  genügen,  hat  die  1829  geschriebene  Bemerkung 
Jcicobi's  ihre  Gültigkeit  noch  nicht  verloren.  „Integrale  completum 
aequationum  differentialium  tertii  ordinis,  quibus  functiones  üy  V 
definiuntur,  in  promtu  esse  non  videtur^.    (Grelle.  J.  1 4  p.  377). 

§  47.  Die  Modulargleiehungeii.  Differentialgleichung  drit- 
ter Ordnung  zwiselien  dem  primitiren  und  dem  transformir- 
ten  Modul.    Der  Multiplicator  und  seine  Bestimmung  mittelst 

der  Modulargleichung. 

Setzt  man: 

in: 

dy  dx 


.Sm 


2) 


l/(l— y2)(l_/2j,2)  M\/{\—X^){\—k^X^)' 

SO  lassen  sich  nach  dem  vorbeigehenden  §,  oder  auch,  mit  Hülfe 
der  algebraischen  Principien  von  §35  die  CoefGcienten  \^\^...hm 
bestimmen,  wenn  der  Modul  /  in  Function  des  Moduls  k  bekannt 
ist.  Nach  pag.  235  sind  2»i,&2v^m  durch  lineare  Gleichungen  be- 
stimmt, deren  Coefücienten  von  k  und  /  abhängig  sind.  Die  vollstän- 
dige Lösung  des  in  §  35  aufgestellten  Transformations- Problems 
erfordert  also  die  Bildung  der  Relation  zwischen  k  und  /.  Diese 
Relation,  welche  nach  §  35  die  Foim  einer  algebraischen  Gleichung 
hat,  fbhrt  nach  dem  Vorgange  von  Jacohi  den  Namen  y,Modular- 
gleichung^.    (Fund.  p.66). 

In  den  „Rech.  s.  1.  fonct.  elL^  hat  schon  Abel  bemerkt,  dass 
zwischen  /  und  k  eine  algebraische  Gleichung  vom  Grade  %n+2 
stattfindet,  (Crelle.  J.  t3  p.  176,  Oeuv.  tl.  p.238)  wo  2w+l  eine 
beliebige  ungrade  Zahl  ist;  einige  weitere  Bemerkungen  ttber  diese 
Gleichung  sind  im  ,JPr6ci8"  (Chap.  IV  §  4)  enthalten.    Die  wenigen 
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gehaltvollen  Bemerkungen  scheinen  nur  die  Vorläufer  sehr  umfas- 
sender und  tiefgehender  Untersuchungen  gewesen  zu  sein,  deren 
Darlegung  Abel  leider  nicht  vergönnt  war. 

Es  scheint  fast,  dass  ein  Hauptzweck  der  Herstellung  der 
Modulargleichung  ursprünglich  darin  bestand,  die  in  1)  enthaltene 
Transformationsgleichung,  wenn  auch  nicht  wirklich  auszuführen, 
doch  möglichst  vollständig  zu  definiren.*)  Diese  Auffassungsweisc 
der  Modulargleichung  ist  später  dahin  modificirt  worden,  dass  die- 
selbe fttr  die  Theorie  der  algebraischen  Gleichungen  von  hervor- 
ragender Bedeutung  ist.  Es  liegt  in  der  Modulargleichung  fttr  die 
Transformation  n*®"  Grades  eine  algebraische  Gleichung  vom  Grade 
n+1  vor,  deren  Wurzeln  sämmtlich  bekannt  sind.  Von  diesem 
Gesichtspunkt  aus  hat  [die  Bildung  von  Modulargleichungen  ein 
besonderes  Interesse  und  der  mathematischen  Untersuchung  ein 
weites  Feld  erschlossen.  Es  können  hier  nur  einige  der  wesent- 
lichsten Eigenschaften  der  Modulargleichungen  angeführt  werden, 
deren  Theorie  noch  fortwährend,  mehr  wie  ein  anderer  Zweig  der 
elliptischen  Functionen,  die  Aufmerksamkeit  der  Mathematiker  in 
Anspruch  nimmt 

Die  sehr  weitläufigen  Rechnungen,  welche  die  Herstellung  von 
Modulargleichungen,  selbst  geringeren  Grades,  nach  sich  zieht,  haben 
Jacobi  schon  sehr  frühe  dahin  geführt,  die  algebraische  Gleichung 
durch  eine  Differentialgleichung  zu  ersetzen.  In  einem  Briefe  von 
2.  April  1828  theilt  Jacobi  an  Crelie  mit,  (Joum,  t.  3  p.  194)  dass 
die  endliche  Relation  zwischen  k  und  /  sich  durch  eine  Differen- 
tialgleichung dritter  Ordnung  ersetzen  lässt,  welchen  Werth  auch 
m  in  der  Gleichung  1)  haben  möge.    Dieses  merkwürdige  Resultat 


•)  Im  IV  Bande  von  Orelle's  Journal  bemerkt  Jacobi  auf  p.  185  in  Bezie- 
hung auf  die  im  vorhergehenden  §  anfgestellte  partielle  Differentialgleichung : 

L'6qnation  moduJaire  6tant  suppos^e  connue,  l'^quatlon  (aux  difförences 
partielles)  8uffit  ponr  trouver  toutes  les  quantit^s  B,  Bi .,..  exprim^es 
en  fonctionB  rationelles  des  denx  modales  k  et  /.  On  ponrra  donc  dire 
en  quelqne  sorte  que  cette  öqnation  contienne  la  Solution  g^nörale  dn 
Probleme  de  la  tninsfoimation  des  fonctions  elliptiques,  et  sous  une  forme 
tout  k  fait  diff^rente  de  ceile  sous  laquelle  nons  Tavons  fait  connaitre, 
Mr.  Abel  et  mol,  dans  nos  recherches  sor  eette  mati^re. 
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Resultat  findet  sich  auf  p.  74 — 79  der  ,^uiidamenta"  abgeleitet 
Man  kann  das  dort  eingeschlagene  Verfahren  noch  etwas  verein- 
fachen und  verallgemeinem. 

In  Folge  der  Gleichungen  13)  und  17)  von  §  27  ist: 

3)       ^  ^ 


Es  seien  o,  h^  a\  V  Gonstanten.    Setzt  man: 

SO  ist  nach  3) 

^     dk  Ikk^'^O^ 

In  Folge  der  Gleichungen  11)  auf  p.  170  genügen  ä' und  K* 
derselben  linearen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung.  Da  nun 
Q  =  aK+hK%  so  ist  auch: 

*(l-*^)^+(l-3*^)f -Arö  =  0, 
oder  durch  Q  dividirt: 

^>  Q        W^~Q~Tk     ^-^' 

Durch  Elimination  von  Q  zwischen  dieser  Gleichung  und  der 
Gleichung  5)  folgt  f&r  S  eine  DifiiBrentialgleiehung  dritter  Ordnung. 
Nimmt  man  in  5)  die  Logarithmen  beider  Seiten,  so  ist: 

logi)  =  __iog_  +  -log— ^— ^-^log* 

-ilog(l-A»). 

Diese  Gleichung  differentiire  man  nach  k  und  setze  zur  Ab 
kQrzung: 

.     /^dk        dk^        ^ 

dk 
Es  ergiebt  sich  dann: 

r,.      i  dO  T      i    1  —  3^2 


0  dk  2       2  Ä(l  — A-2) 


§91 
Eine  weitere  Differentiation  ffieser  äleichbi^  liefert: 

'     Q  dk*  ~  \0  dk)      2dk'^  2**(1  —**)>' 

1  «PO 

Mittelst  der  Gleichungen  8)  und  9)  lassen  sich  -r  -r^  und 
77  ^  aus  der  Gleichung  6)  eliminiren,  es  folgt: 

()  OK 


"» ^%-^  -  (l±S)' 


Mit  Rflcksicht  auf  den  Werth  von  T  aus  7)  ergiebt  sich  ftlr 
S  eine  Differentialgleichung  dritter  Ordnung. 

Nimmt  man  statt  k  eine  andere  unabhängige  Variabele,  so  ist 

aus  7): 

d^S        d^k 
dSdk      (dky* 

tPS         (fPS)"        iPSd^k       d^k      2(<PA)» 
°°°  dSdk     (dS^)  dk      dS(dky     (<?*)*      (dk)»  ' 

Diese  Werthe  von  T  und  dT  in  10)  substituirt,  darauf  mit 

(dky  multiplicirt,  transformiren  diese  Gleichung  in: 

^^>   -ds--\ds)  =  "ir  -  H*tj  "*■  l*^=ÄV  ^'^  ^  • 

Sind  tti,  &i,  afi,  l/i  Gonstanten,  setzt  man  femer: 

sind  /  und  /'  die  Moduli  der  Integrale. £  und  L',  l^+f^  =  i,  so 
erhält  man  genau  wie  die  Gleichung  11): 

-ds—\-ds)  ==■  -di-\-^)  ■^[t^)  ^^^' 

Aus  dieser  Gleichung  und  der  Gleichung  11)  folgt: 

Die  beiden  Werthe  von  S  aus  4)  und  12)  geben: 

^      aiL+biL'  aK+bK'' 

oder  kürzer: 
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mKL'\'mfE'V^-wf'KV^-wf*'K'L  =  0. 

Diese  Gleichung,  welche  drei  arbiträre  Constanten  enthält  und 
eine  endliche  Relation  zwischen  k  und  /  ist^  bildet  das  vollständige 
Integral  der  Differentialgleichung  13).  „Quam  integrationem  altis- 
simae  indaginis  esse  censemus".  (Fund.  79).  Die  Gleichung  14) 
hat  genau  dieselbe  Form  wie  die  Bedingungsgleichung,  welche 
ausdrückt,  dass  der  Differentialgleichung  2)  durch  eine  algebraische 
Relation  zwischen  x  und  y  gentigt  wird.  Die  Differentialgleichung 
13)  giebt  also,  mit  Beziehung  auf  algebraische  Transformationen, 
die  allgemeinste  Beziehung  zwischen  dem  primitiven  und  dem  trans- 
formirten  Modul. 

Die  Gleichungen  10)  und  11)  von  §36  geben: 

K' 

^^^    1  ^  ~~PüY'' 

16)  i  =  >-^-^^?:^-^. 

^     M  ^,      p'hiK'K 

^^  -    2    K 

Vertauscht  man  in  der  Gleichung  3)  k  mit  /,  so  ist: 

4 

L  7t 


dl  2//'*X2 

Efieraus  folgt: 

d^       d^ 

-A=  ^a  =  Jr     dl 

dk  dl  dk  ~       imV-dk 

Mit  Rücksicht  auf  diese  Gleichung  und  die  Gleichung  3)  giebt 

die  Gleichung  15)  nach  k  differentiirt : 

!_£[  =  pp^g^'—g'h)      1 

Durch  Elimination  von  -—  zwischen  dieser  Gleichung  und  der 
Gleichung  16)  folgt  endlich: 


ll'^L^dk        I  .,     p'hiK'\^kk'^in 


\1\    JL  =  gh'—g'hkk''^dl 
'    M^  pp'       ll'i  dk' 
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Fflr  die  in  1)  enthaltene  Substitution  ist  p  -«  1,  p^  =»  1.  Setzt 
man  gV — g'h  =  n,  so  giebt  die  Gleichung  18): 

Für  eine  rationale  Transformation  n^'  Ordnung  ist  nach  §  45 
gV — g^h  =  n.  Ist  also  die  Belation  zwischen  k  und  /  bekannt, 
so  ist  in  2)  die  Quantit&t  M  ftir  eine  rationale  Substitution  eine 
algebraische,  rationale  Function  von  k  und  /.  Wird  /  zwischen 
dieser  Gleichung  und  der  Modulargleichung  eliminirt,  so  ergiebt 
sich  eine  Gleichung  zwischen  k  und  M.  Die  Quantität  M  heisst 
der  Muliiplicator  und  die  bemerkte  algebraische  Gleichung  zwischen 
demselben  und  k  die  Multiplicatorgleichung,  Auf  die  Multiplicator- 
gleichung  hat  zuerst  Jacohi  (Grelle.  Joum.  t.3  p.308)  aufmerksam 
gemacht  und  dieselbe  f&r  den  besonderen  Fall  n «» 5  wirklich  aus- 
geführt*) 

Für  die  in  13)  aufgestellte  Differentialgleichung  lassen  sich 
leicht  auf  folgende  Weise  einige  bemerkenswerthe  Eigenschaften 
herleiten.    Es  sei: 

->  «-^-'(f)'+C-^^'<*''- 


*)  Bei  dieser  Gelegenheit  sei  einer  Differentialgleichung  erster  Ordnung 
erwähnt,  welche  einige  Analogie  mit  der  Gleichung  10)  zeigt  und  von  Gu- 
dermann  (Grelle.  J.  1. 18  p.  359)  angemerkt  worden  ist    Es  sei: 

Mittelst  der  Gleichungen  13)  in  §  27  findet  man  leicht: 

dpi  _  Pi—p    dp  _  Pi  —p  .  kpi 

dk"      k     '  dk'^      k    "^IF* 

Es  ist  folglich: 

A      n^  ^  ^PPi—p^  __  P^ 
^  dk  ""^'  dk  I  kk^' 


Setzt  man  also: 


so  ist: 


und: 


P         ' 

ds  _  __  I     2£ ^ 

dk'~      Tc^k     kk'^ 


h  n 

das  vollständige  Integral  dieser  Differentialgleichang,  wo  ->  oder  r-  die  Inte- 
grationsconstante  bedeutet. 
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Man  setee  statt  p  eine  Function  P  von  p^  wodurch  H  m  H^^ 
übergeht    Es  ist  dann: 

Soll  nun  JET  —  iTi  sein,  so  giebt  die  vorstehende  Oleichung  in 
Verbindung  mit  20): 

^^^  -dp—^ip)  +\r^^)  \-p)  "  If=pj  • 

LäsBt  sich  P  mittelst  dieser  Differentialgleichung  bestimmen, 
so  bleibt  die  rechte  Seite  der  Gleichung  20)  unverändert,  wenn  p 
durch  P  ersetzt  wird.    Der  Gleichung  21)  genügen  die  Werthe 

/>  r=:  —  und  />  =  i/l  — »i.    Es  bleibt  also  die  rechte  Seite  von 
P 

20)  unverändert,  wenn;?  durch  —  oderl/l — p^  ersetzt  wird.  Wen- 

det  man  dieses  auf  die  Differentialgleichung  13)  an,  so  folgt,  dass 
dieselbe  unverändert  bleibt,  wenn  k  und  /  gleichzeitig  ersetzt  werden 

durch  -r  und  y,  oder  durch  j/l — Ar^und  l/l — P.     Man    schliesst 

nach  dem  Vorgänge  von  Jacobi  hieraus,  dass  die  Modulargleichung, 

wegen   der  symmetrischen  Form   der  Gleichung   13),  unverändert 

l 

bleibt,  durch  Vertauschung  von  k  und  /,  oder  wenn  k  durch  —,  / 

durch  -j-  ersetzt  wird,  oder  auch,  wenn  |/l — k^  an  Stelle  von  k 

und  l/l  —  P  an  Stelle  von  /  tritt.  Weitere  Substitutionen  an  Stelle 
von  k  und  /  in  der  Gleichung  13),  welche  sich  mittelst  der  Diffe- 
rentialgleichung 21)  aufstellen  lassen,  scheinen  im  Verhältniss  zu 
den  eben  bemerkten  nur  von  untergeordneter  Bedeutung  zu  sein. 
(Fund.  p.73). 

§  48.    Die  Modnlargleicliungen  naeh  Jacob!  und  Sohnke. 

Die  in  §  35  nach  Jacobi  entwickelten  Principien  der  algebrai- 
schen Transformation  reduciren  die  Herstellung  der  Gleichung 
zwischen  k  und  /  auf  ein  Eliminationsproblem.    Die  schon  mehr* 
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fach  bemerkte  Weitläufigkeit  der  Bechnung  scheint  der  Grund  zu 
sein,  wesehalb  man  diesen  Weg  zur  Herstellung  von  Modularglei- 
chungen  nicht  weiter  yerfolgt  hat,  so  dass  die  betreffenden  Glei- 
chungen, welche  den  Transformationen  dritter  und  fünfter  Ordnung 
entsprechen,  die  einzig  direct  hergeleiteten  geblieben  sind.*)  Die 
„Fundamenta"  enthalten,  mit  Ausnahme  der  in  vorigen  §  aufgestell- 
ten Differentialgleichung  nur  einige  Bemerkungen  über  die  Modu- 
largleichungen,  welche  sich  aus  der  Differentialgleichung  folgern 
lassen.  Auf  Anregung  von  Jacohi  wurde  sieben  Jahre  nach  der  Publi- 
cation  der  ,,Fundamenta'^  in  der  Abhandlung,,  Aequationes  modulares 
pro  transformatione  Functionum  Ellipticarum'^  (Grelle.  Jour.  1. 16  p. 
97 — 130)  von  Sohnke  der  Versuch  gemacht,  die  Herstellung  der 
Modulargleichungen  auf  eine  Anzahl  fester  Regeln  zu  baslten.  Die 
angewandte  Methode  bedingt  die  Berechnung  jedes  einzelnen  Ter- 
mes  der  zu  bildenden  Gleichung.  Dieses  Verfahren,  welchem  ein 
sehr  primitiver  Character  kaum  abgesprochen  werden  kann,  ist 
durch  kein  küi*zeres  ersetzt  worden;  man  ist,  was  die  rationale 
Form  betrifft,  nicht  über  die  von  Sohnke  bereclmeten  Gleichungen, 
welche  den  Transformationen  von  den  Ordnungen  3,  5,  7,  11,  13, 
17  und  19  entsprechen,  hinausgegangen.**)  Eine  ausführliche 
Darstellung  des  Inhalts  der  bemerkten  Abhandlung  ist  insofern 
nicht  zulässig,  als  Entwickelungen  vorkommen,  die  ihres  Umfangs 
halber  sich  nicht  wohl  reproduciren  lassen.  Es  sollen  nur  die  wesent- 
lichsten Puncte  der  noch  sehr  der  Ausbildung  und  Vereinfachung 
bedürftigen  Theorie  der  Modulargleichungen  hervorgehoben  werden. 
Der  Einfachheit  halber  sollen  wieder  die  Gleichungen  1)  und  2) 
des  vorhergehen  §  zu  Grunde  gelegt  werden,  mit  der  Beschränkung, 
dass  der  Grad  2m+l  der  Transformation  eine  ungrade  Primzahl 
ist  Die  Existenz  der  Modulargleichung  folgt  unmittelbar  aus  § 
35 ;  nach  §  45  kann  in  den  Theta-Functionen  das  Argument  q  für 
eine  Transformation  n**°  Grades,  wo  n  eine  Primzahl  ist,  nur  «+ 1 


*)  Man  vergleiche  hierüber  die  Note  X. 

**)  In  nicht  rationaler  Form  hat  Schröter  die  Modulargleichungen  noch 
fUr  die  Transformationen  von  den  Ordnungen  23,  29  und  31  aufgestellt. 
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Werthe  annehmen,  denen  dann  n+1  Werthe  des  tranafonnirten 
HodulB  entsprechen.  Nach  pag.  293  ei^eben  sich  diese  n+1  Wer- 
the, wenn  in  der  Gleichung  für  k 

\\    \/k  —  t^^) 
')    '^*~*,(0,«) 

die  Quantität  q  ersetzt  wird  durch: 

JL       }  * 

wo  a  eine  imaginäre  Wurzel  von  a»  =  1  ist.  Ist  F(k,  /)  =  0 
die  Modulargleichung,  so  folgt  ein  Werth  von  /,  wenn  9  in  1)  durch 
q"  ersetzt  wird.    Die  Gleichung  /'(Ar,  /)  =«  0  giebt  folglich: 

Da  nun  dem  vorhergehen  §  die  Gleichung  F(k,  l)  •=•  Q  durch 
Vertauschung  von  k  mit  /  unverSndert  bleibt,  also  auch  die  Form 
annehmen  kann  F(l,  k)  <=  0,  eo  läget  sich  die  Gleidiung  2)  auch 
schreiben: 


k(o, «-)"  *,(o,  ?)»J    "• 


Setzt  man  hierin  a'*^"    statt  g,   wo  /m  =  0,  1,  . .  w — 1   und 
a"  a=  1  igi^  Bo  folgt: 


1 


Diese  Gleichung  zeigt  unmittelbar  in  Verbindung  mit  2),  dass 
bei  Herstellung  der  Modulargleichung  F(k,  /)  «>  0  man  nur  nöthig 
hat  die  Wurzel  hervorzuheben,  welche  dem  Uebergang  von  qia  gT 
entspricht;  lässt  sich  eine  algebraische  Gleichung  zwischen: 

herstellen,  so  ist  dieselbe  die  gesuchte  Modulaigleichung. 
Nach  Gleichung  33)  auf  pag.  253  ist: 


vi 


l  ^i^  .    .  .     4rAr  '      .  ^rK  ^   .  \rK 


Tji  =  jT/^sincoam —  =   IT  ^incoAm  —  JJ  ^^ 

3 
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Da  nun:  8incoam(4J^ — u)  =  Bincoam«,  so  ist  auch: 


TT  sin  coam  —  =  / /  sm coam  4 K  ==  ##  sm  eoam  — • 

2  2 

Hit  Rücksicht  darauf  ,  dass  sin  coam  u  =  1  für  ti  »=  o,  folgt 
nun: 

4rir 


l/Ji  ==  ^""' 


coam 


n 


Diese  Gleichung  in  Verbindung  mit  der  ersten  Gleichung  27) 
pag.254  giebt: 

2rK 


3)    (/J==^8m^coam^-/7sin^ 


coam 

n 


Die  erste  Doppelgleichung  13)  auf  pag.285  giebt: 

Mmm     I  A  A 

"*)    l/s  "^    JTsin^coam —  *=   /T sin* coam — • 
Nach  pag.291  kann  C9  die  Werthe  annehmen: 

—  .  ,  ...  • 

n^       n     ^        n  n 

Wegen  der  Gleichung  3)  erhält  man  alle  Werthe  von  /^  wenn 
in  4)  CD  noch  den  Werth  —  annimmt 

Zur  Vereinfachung  setze  man  l/T«=»  k^  //  =  v^   die   Glei- 
cnung  4)  giebt  dann  allgemein: 

5)    —  =   // smcoam • 

Bezeichnet  man  die  verschiedenen  Werthe  von  v  i/urch  t^i,  t^, 
.  •  v^\  so  erhält  man  aus  5)  das  System  folgender  Gleichungen : 
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6) 


Vi 


Vi 


Vi 


^.u'll 


siDCoam 


4rÄ 


=  U'JJ 


sincoam 


n  ' 


n 


u*^  IT  eiaGOBmir  -^ — , 


Vn^i  =  u" //^Biiieoam4r 


K+{n—\)iIC' 


n 


Durch  diese  Gleichungen  sind  die  biquadratischen  Wurzeln  der 
verschiedenen  Werthe  des  transformirten  Moduls  bestimmt.  Da 
sin  coam  (4rf  1"^ — u)  «=  sincoamu,  so  kann  mau  auch  in  5)  für  a> 
folgende  Werthe  nehmen: 


K   tjK'  K±iK* 


K±'^iIC 


n'    n  '       n      '  n 

Mit  BtLcksicht  auf  die  Gleichungen  3),  4)  und  6)  geben  die 

Gleichungen  16)  und  17)  auf  pag.325,  wenn  A:  =  u^  gesetzt  wird: 

n«— 1 


oder: 


also: 


,^2(i»^i)  ^  (j,^  ^ — VlH-l)^ 


7)     ±ttH-i  =  viv^...  v^+i, 
wo  das  doppelte  Zeichen  mittelst  weiter  unten  angestellter  Sätze 
zu  bestimmen  ist 

Die  Gleichungen  8)  und  9)  von  §  22  geben  dividirt,    l/A:  =  « 
gesetzt: 


2Äa;         2qi 


8)    sincoam = 


üt 


W 


COBX 


11  l+2^2r-icos2a;+^*'^2 
r=  l 


Nimmt  man  x  =  0,  zieht  die  Quadratwurziel  aus,  so  ergiebt 
sich  fbr  u  folgende  Gleichung: 

i+q^ 


10)    u  =  \ßqiJJ^^^, 
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Enetat  maa  in  dieser  OleiohuBg  q  auccesaive  durch 

i.      i.       i.  1 

so  ergeben  sich  nach  pag.  293  die  yersohiedenen  Werthe  von  \/l  ^=- 
V;  welche^  abgesehn  vom  Vorzeichen^  mit  den  in  6)  aufgestellten 
Quantitäten  vi; v^y. ..  v^^i  ttbereinstiminen. 

Für  ein  reelles  x  ist  in  der  Gleichung  8)  das  unendliche  Pro- 
düct  wesentlich  positiV;  da  jeder  Factor  I+2pcos2a;+i>^  sich  als 
Summe  zweier  Quadrate  (l+i?  cos  2a:)^4-(psii^2a;)^  darstellen  lässt 

Das  Zeichen  von  sincoam hängt  also  nur  von  coso;  ab.    Hier- 

n 


folgt,  dass  fllr  a:  =  -^,  — ,  . . .  ^ —    ^     das  Zeichen 
in  6)  abhängt  von: 


»«— t 


s 


,A\          2jr       4jr                (n— l)jr        (—1)    ^     ♦>. 
11)     cos —  cos — COS^i —  =  ^ ^-5 •  V 

2^ 


*)  Nach  dem  Satze  von  Cotes  ist: 
(l+2pcoBj+p»)(l+2|>coB~+;>«)...(l-h2pco8^^^=^  ^. 

Nimmt  man  p  =^  iy  also  \+p^  «  0,  setzt  zur  Abkttrzang: 

n       o^        27r        4«  (n— 1)« 

JP  =  2  «    cos  —  COS  —  ...  cos  ^ ^, 

n         n  n 

so  ist: 

Hieraus  findet  man  leicht  i>  =  +1,  wenn  n  =  8m +1,  dagegen  P  = 
—  i,  wenn  m  =  8m±3.    Es  ist  ferner: 

(8ii|±l)*-~l 

(Sm+ty-l  ^  g^,^^^  also(-l)       5         =  1, 

(S«±p)*-^l 

Diese  Gleichungen  zeigen  unmittelbar,  dass: 

JP  =  (-1)     ^     , 

woraus  die  im  Texte  aufgestellte  Gleichung  11)  folgt.    Mittelst  dieser  Glei- 
chung und: 


n       %n       3«              (fi— t)«       (—1) 
cos  -  cos  ~  cos  — . . .  •  cos^ =  — ö^rr 


~i 
3 
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Da  die  rechte  Seite  positiy  oder  negativ  ist,  je  nachdem  n  von 
der  Form  8in±l  oder  8m ±3  ist,  so  folgt: 


12)  ..  =  ±1^«^//^,-^:^., 


wo  das  obere  oder  untere  Zeichen  zu  nehmen  ist,  je  nachdem 
n  «=  8in  :t  1  oder  w  ==  Sw  ±  3. 

Da  8incoam(zi,  Ar)  «=   -: — j — — r,  so  ist  jeder  Factor  von  t^ 
in  6)  positiy,  also,  wenn  in  10)  q'  statt  q  gesetzt  wird: 

l+r 


13)    r,  =  1/2  (^11 


i+«  - 


Nach  dem  §  39  folgen  die  Werthe  von    ]/T  =^  Vy  wenn  in  t^ 

successive  —  ersetzt  wird  durch: 
n 

K+iK'    JC+2iF'         jr+(n—  l)iK' 

n  n      ^  n 

£  1 

oder  q'*  ersetzt  wird  durch  c/*^»,  wo  ^  =  1,  2,..n — 1  ist  Ist 
also  v^  eine  der  in  6)  angestellten  n  —  1  Quantitäten  v^,  v^^ . . 
Vn+i,  so  folgt: 

i_ 
14)     v^  =  ]/2{c^q^^)^JJ  ^+(^g^^^, 

l+(a^^i.)ar-i 

Die  Werthe  von  vpi  sind  je  zwei  zu  zwei  conjugirt,  es  ist  also 

das  Product  v^v^ .. .  Vn-{^i  wesentlich  positiv,  mithin  auch  t^  V3 . . . 

Vn^-i.    Nach  dem  Vorstehenden  wird  die  Gleichung  7): 

n»— l 


15)    {—  1)    ?     w»+*  =  Vi  1^2  •  •  •  «'»+1. 
Die  Modulargleichung,  deren  Wurzeln  Viy  t^, . .  t^n^i  sind,  ist: 

(v  —  Vi)  (V Vi)  .  .  .  {V Vn^i)  =  0, 


erh&lt  man  noch: 


n*-l  .  iH-1  (•-.«)*— 1 


008  — .008  —  008 ...  008  ^^ ^—   —  ^^ ^ 


n'       n         n  n  »zl  "nJ 

2  «  2  ^ 

da  n—\  grado  i8t. 
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oder: 

Da  n+\  eine  grade  Zabl,  also  ( — 1)*+*  »»  l,  so  ist  mit  Bück- 
sicht auf  15): 

17)     Oh-i  =  (— ly^'^'f-VH-i  —  (— 0    ^    w-^'- 
Zu  Folge  des  yorhergehenden  §  bleibt  die  Modulargleichung 

durch  Yertauschung  von  k  und  /  ungeändert    Da  nun  die  Wurzel 

Vi  positiv  und  negativ  sein  kann,  so  ist  zu  untersuchen^  wann  u 

statt  V  und  wann  ±t;  statt  u  zu  setzen  ist 

Nimmt  k  unbegränzt  ab,  so  ist  dieses  auch  mit  q  der  FalL 

Fflr  ein  unendlich  kleines  u  giebt  die  Gleichung  10): 

18)    tt  =  |/2  ^«. 

Die  Gleichung  12)  giebt  ±^1  -==  (— 1)   ^     gesetzt: 

Vi  =  (—1)    8    ^2(?» 
d.i.  nach  18): 

2  » 

Da  die  Modulargleichung  durch  Yertauschung  von  k  und  / 
ungeändert  bleibt,  so  setze  man  in  der  vorstehenden  Gleichung  v 


statt  u  und  (- 

-1)" 

^    u  statt  f;i.    Die  Gleichung  wird  dann: 

19)    «-^ 
2» 

Fflr  ein  unbegränzt  abnehmendes  q  redudrt  sich  die  Gleichung 
14)  auf: 

v^  —  1/2  a»  ^ 

d.i.  nach  18) 

»„  —  2  *■  a*  tt". 

Dieser  Werth  von  v^  gleich  t;  in  die  Gleichung  19)  substituirt 
macht  dieselbe  identisch,  da  a«  «=>  1  ist 

Baneper,  «lllpt.  Fiinoüoneii.  26 
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Aus  dem  VorBtefaenden  folgt ,  die  Modulargleichung  bleibt  tm- 

geändert^  wenn  v  statt  u  und  ( —  1)   ^    u  statt  v  gesetzt  wird. 

Wird  das  unendliche  Product  in  der  Gleichung  10)  nach  Po- 
tenzen von  q  totwickelty  so  folgt: 

20)    u  =  \/2q^[i—q+2q^—3q^+Aq*  —  6q^+9^—12qf+..].*) 
^s  ist  tH-^  die  höchste  Potenz  von  v  enthalten  in  der  Modu- 
largleichung,  folglich  ist  t<*+^   die  höchste  Potenz  von  u  in  der 
bemerkten  Gleichung.    Nach  20)  ist: 

1^1  _  2  »  q  8  [l_^+2^i...l-+i. 

Vertauscht  man  in  20)  q  mit  q*^  so  geht  u  Aber  in  ( —  1)   ^    t^i- 
Es  ist  also: 

21)     (—1)    »    Vi  =  /2  ^«[1—^+2^...]. 
Diese  Gleichung  zur  n'+l**"  Potenz  erhoben  giebt: 

22)    Vi^H-i  =  2  *  g    «     [1  — ^•+2^...]<^^ 

TV    n(n+l)        n*— 1     n+1       .n^— 1  i.r  i 

Da    ^  Z     =     -Q      +  -^  und  — :«—   ganzzahlig,  so  lassen 

n(n+l)  und  n+1   durch  8  dividirt   denselben  Best     Setzt  man 

n+1  =  82+/,  so  sind  nach  20)  und  22)  m*+^»  und  t;i*+^  durch  q^ 
theilbar.    Da  der  Modulargleichung  durch  v  =  Vi  genügt  wird,  so 

müssen' *in  diesem  ""FsLlle  *alle  Tenhe  dutch  q*^  tfaeilbar  sein.  Ist 
nun  v'u*  ein  Term,  setzt  man  v  =  Vt,  so  enthält  der  bemerkte 
Term  nach  20)  und  21)  den  irrationalen  Factor: 


t 


q   t     ^Bs  q^  ,q     « 


Es  muss  also  pn+m — t  durch  8  theilbar  sein.    Hieraus  folgt, 
dass  allgemein  der  Factor  von  v^  die  Form  hat: 

Wegen  des  Vorstehönden  enthält  jede  Modulargleichung  den 


*)  Man  sehe  hierüber  Note  XIL 
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Term  auv,  wo  a  eise  Constante  ist,  da  nach  20)  und  21)  dieser 

Tenn  allgemein  durch  q  ^   theilbar  ist    Wegen  17)  lässt  sich  nun 
die  Modulargleichung  auf  folgende  Form  bringen: 


23)    »^i+...+«ttt;+(— 1)    ®    M»+i  =  0. 

Man  schliesst  hieraus  wieder  die  obige  SubstitutionsregeL  Da 
die  Modulargleichung  durch  Vertauschung  ton  A:  und  /  ungeändert 
bleibt,  so  ist  dieses  mit  der  Gleichung  23)  der  Fall,  wenn  fttr 
n  =^  Sm±\  einfach  u  und  v  vertauscht  werden,  für  n  =  8m ±3 
setze  man  v  statt  u  und  — u  statt  v]  nur  unter  diesen  Bedingungen 
kann  der  Term  auv  sein  Zeichen  bewahren. 

Der  Werth  von  a  ergiebt  sich  leicht  wie  folgt  Die  niedrigsten 
Potenzen  von  q,  welche  die  Gleichung  23)  durch  Substitution  der 
Werthe  von  u  aus  20)  und  v  =  vi  aus  21)  enthält  kommen  in: 

auv+{—l)    ^    tt»+i 
Tor.    Da  sich  sämmtliohe  Potenzen  von  q  wegheben  mttssen,  so  folgt 

nach  Division  durch  q  ^ 

a(l/2)2+(l/2)»+i  —  0  d.i  a  «=  — 2  »  . 
Die  Vertausch ung  von  u  und  v  zeigt  femer,  das  v^if  und  u^v^ 
gleiche  Factoren  haben,  mit  gleichen  oder  entgegengesetzten  Zeichen, 
je  nachdem  n  ==  8ot±1,  oder  n  =  8m±3. 

Nach  dem  vorhergehenden  §  bleibt  die  Modulargleichung  durch 

1  1 

Vertauschung  von  k  mit  -7-  und  /  mit  -y  unverändert    Wendet  man 

1  1 

dieses  auf  u  und  v  an,  setzt  also  —  und  —  statt  u  und  v.  so  folgt 

^  UV  »  -o-J 

dass  v^u^  und  »H-i-j»  u^i-»-  dieselben  Factoren  haben  müssen. 
Wird  also  die  Modulargleichung  nach  absteigenden  Potenzen  von 
t;  entwickelt  und  die  Factoren  der  Potenzen  von  v  nach  aufsteigen- 
den Potenzen  von  u,  so  haben  die  Tenne,  welche  gleich  weit  vom 
Anfang  und  Ende  der  Gleichung  entfernt  sind,  dieselben  Factoren, 
welche  Ar  n  «===  8m±3  verschiedene  Zeichen  haben.  Zur  Aufstel- 
lung einer  grossen  Anzahl  numerischer  Factoren  der  einzelnen 
Terme  einer  Modulargleichung  dienen  die  folgenden  Betrachtungen. 
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Es  ist  sin  coam  n^  »»  sin  am  (K—  w)  =  t  tang  am  ( ^-^,  kri.   Nimmt 
man  m  =  1,  also  aneh  Ar  —  1  und  A/  —  0,  so  folgt: 

sincoam(ir,  1)  =  ttangamf^=^,  o)  =  ,tang^^, 
oder  rechts  Exponentialgrössen  eingef&hrt: 

sineoamK  1)  -  ^^,^^,^^^^^, 
welche  Gleichung  sich  auch  schreiben  iSast: 

smeoamfir,  1)  ■=  -b,™ r >=  .  .^ . 


n  ^ 


smcoamf  4r  — -i- ,  *)  "^  " 


^n—imr ^    %rm*iK' 


— e 


^n— 4jnr  y.  ^rm'iK' 


e  »         — g     » 

e  ^         +e 


n 


Für  Ar  =-  1  ist  Jr  —  oo  und  A^'  —  ^.     Wenn    n— 4«r  >  0 
ist,  so  giebt  die  vorstehende  Gleichung: 

24)    sincoam(4r^^+J"'^^  -  +1,  n-4mr  >  0, 
dagegen  folgt: 


iF\ 


Es  sei  nun: 

26)      CD  = 

n 

und 
27)    r  «-=  u*sincoam4c9  sincoam8o>...sinooam2(n— l)(o« 

Fflr  u  «»  1  und  m  »»  0  zeigt  die  Gleichung  24),  dass  sich  in 
27)  jeder  Factor  der  rechten  Seite  auf  + 1  reduciri^  es  ist  dann 
9  —  1  Ar  «  -a  1. 
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Fttr  m  <-=  1  zeigen  die  Gleichungen  24)  and  25),  dass  in  27) 
0inGoam4ra>  =  1,  wenn  -j  >  '•>    dagegen   sin  coam  4rco  =  — 1, 

wenn  r  >  -j^  es  nimmt  r  die  ganzzahligen  Werfhe  1, 2, ...  -^^  an. 

L    n  —  8^+1,  r  — *  1,2,... 4^ 

Es  ist  8^+1  >  4r  fllr  r  =  1,  2,  ...2/u.    In  27)  redudren 
sich  für  t«  -i»  1  2fi  Factoren  auf  +1,  die  ttbrigen  2^  Fao- 
toren  auf  — 1,  also  t;  =  1. 
n.  n  — >  8fi  —  1,  r  =  1,  2,  ..Aft — 1. 

Es  ist  8^—1  >  4r  für  r  —  1,  2,  ...2^—1.    In  27)  redu- 
ciren  sich  f&r  u  ^^  1  2/i — 1  Factoren  auf  +1,  die  ttbrigen 
2fi  Factoren  auf  — 1,  also  t^  =»  1. 
m.  n  —  8^+3,  r  —  1,  2, ....  4/m+I. 

Es  ist  8(1+3  >  4r  fttr  r  —  1,  2, ....  2fL    Für  w  —  1  wer- 
den in  27)  2(i  Factoren  gleich   +1,   die   ttbrigen  2^+1 
Factoren  gleich  — 1,  also  t^  -=  — !• 
IV.  n  —  8/1—3,  r  —  1,  2,...  4^—2. 

Es  ist  Sfi—d  >  4r  fttr  r  —  1,  2, ...  2jm— 1. .  Fttr  t«  -«  1 
werden  in  27)  2/1 — 1  Factoren  gleich  + 1,  die  ttbrigen  2/1 — 1 
Factoren  gleich  — 1,  also  v  — »  — 1. 
Nimmt  man  u  -»  1,  so  ^werden  sämmtliche  n+1  Werthe  von 
V  gleich  + 1,  wenn  n  »»  8/<  ±  1.     Die  Modulargleichung  reducirt 
sich  auf  (r — 1)»+*  ««  o.    Ist  n  — «  8/m±3,  so  ist  fttr  u  «-  1  ein 
Werth  Ton  v  gleich  +1,  die  ttbrigen  sind  gleich  — 1.    Die  Modu- 
largleichung reducirt  sich  dann  auf  (r — 1)  (v+iy  »»  0.    Nach  dem 
Vorhergehenden  hat  die  Modulargleichung  folgende  Form: 

n—l  »«— 1 

+  ...-22   w+(— 1)    ^    mH-1  —  0. 

Es  ist  selbstyerst&ndMch,  dass  die  Exponenten  der  Potenzen 
von  Uy  welche  in  den  Factoren  ron  t;*,  t;"**^  etc.  vorkommen,  kleiner 
wie  n+1  sind« 

Lassen  sich  mittelst  der  vorhergehenden  Regeln  nicht  alle 
GoefiScienten  bestimmen,  so  bieten  sich  zur  vollständigen  Herstellung 
der  Gleichung  zwei  Wege  dar.    Man  setze  in  die  Modulai^leichung 


28) 
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flttr  u  und  t;  =*  Vi  ihr©  Werthe  aus  20)  und  21).    Durch  Annulli- 
rang der  Factoren  gleicher  Potenzen  von  g  ergeben  sich  linearo 
Gleichungen  zur  Bestimmung  der  in  Rede  stehenden  Coefficienten« 
Diese  Methode  ist  ungemein  weiü&ufig;  um  dieselbe  anzuwenden, 
hat  Sohnke  (1,0.  p.  113 — 115)  die  20  ersten  Potenzen  der  unend- 
lichen I^ihe,  auf  der  rechtei^  Seite  der  Gleichung  20)  dargestellt. 
Die  zweite  Methode  besteht  darin  die  CoefiScienten  der  Glei- 
chung 16)  mit  Hülfe  der  Summen  gleicher  Potenzen  der  Wurzeln 
zu  berechnen.    Setzt  man  allgemein: 

SO  finden  die  bekannten  Gleichungen  statt: 

(St+C,  =  0, 

S%+CiSt+2C^  =  0, 

S^+CiSi+C^S^+SC^  =  0, 

etc. 

In  der  Gleichung  20)  werde  die  unendliche  Summe  auf  der 

rechten  Seite  durch  f{q)  bezeichnet,  so  dass  alsp: 

29)     w  -=  1/2  q^r(q% 

wo: 

30)    f{q)  -=  \—q+2q^—iq^+iq^—6q^+9^—i2q^+ieq^—22^ 

+29^10— 38(?"+50tf«—64^«+82^i*—105^w 
+132^1«— 166^^+208^«— 258^i»+320(jr20 

— 395g2i+484^M_  592^28+722^M— 876ö'2«^ 

+  1060^w— .... 

Die  Werthe  von  t^i,  t^,  • . .  »w+x  ergeben,  sich  aus  29)  durch 

Vertauschung  von  q  mit. 

1       1  i 

wo  f&T  Vi  noch  das  Vorzeichen  zu  berücksichtigen  ist.    Es  lassen 
sich  die  Gleichungen  6)  durch  die  folgenden  ersetzen: 

Vi  -  (-1)    ^    /2  q'^n^),  v^  -  \ß^f{q^)y 

11  i-  i 

1,3  =  |/2  (a«-)V(«^-)  . . . .  i^iH-i  =  l/2(a-^g»)V(ö^'ö'"). 

Die  Gleichung  30)  schreibe  man  etwas  allgemeiner  auf  folgende 
Weise: 
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3?)    A?)  -«  ^+Atq+A^^+  .... 
Mittelst  der  Gleichungen  31)  lassen  sich  ^^  iSs  . . .  in  Function 
von  q  darstellen.    Der  Factor  von  ^  in: 

1/2, 
ist: 

Ai  =  0 

Wegen  o"  »=  1  verschwindet  diese  Somme^  wenn  8r+l  kein 
Multiplum  von  n  isjt.    Wran  aber 

33)    8r+l  —  /n, 

SO  reducirt  sich  die  Summe  auf  n^.    Es  ergiebt  sich  so: 
'    *  34)    Si  —  1^1+^2+  ....  +v«+i  = 

wo  zwischen  r  und  /  die  Gleichung  33)  besteht 
Die  Gleichung  33)  giebt: 

fllr  n  —  3,  5,  7,  11,  13,  17,  19,.... 
ist.r  =  1,  3,  6,    4f    8,    2,    7,.... 
und  /  —  3,  5,  7,    3,    5,    1,    3,... 
Die  Reihe: 

£ 

ist  bis  zu  dem  Terme  Ar-^q^  «»  Ar-^q  ^  fortzusetzen,  in  wel- 
chem l+Ss  der  Zahl  n  am  nächsten  kommt  Da  in  f(q*)  mit 
Ausnahme  des  ersten  Termes,  welcher  gleich  der  Einheit  ist,  höhere 
Potenzen  von  q  wie  d^e  n^  enthalten  sind,  so  ist  von  Vi  nur  der 
eine  Term 

n* — 1  n_ 

(—1)    8     ]/2q^ 

mit  in  Rechnung  zu  ziehn.    Man  erhält  so: 
n=  3,  Äi  =  \/2[—l+9At\qi, 
n  —  5,  5i  =  |/2[— 1+5^]^, 
n-  7,  5i  «:  |/2I+l+7^e]s*i 
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„  _  11,  Si  «  \/2[(—\  +  nAt,)q+nAi]qi, 
„  _  13,  Si  =  \/2[i—i+i3An)q+ldAi]q\ 


•         •         • 


Setzt  man  analog  wie  32): 

/■(«)»  -  i  +  Ciq+C^^+... 

■         •         •        •      y 

80  ist: 

n 

Si  —  2q'*[\+Biq»+Btq^+...] 

1  JL  J. 

+2q^[l+Biq»+Biq''+...\ 

JL  i_  J_  i_ 

Mit  Bücksicht  auf  die  Terme^  welche  weiter  nicht  in  Rechnung 
kommen,  ist: 

35)    Si  =  2nq^  [Br+Br+nq+...\, 
wo  4r+l  =  yn,  oder  8r+2  a=  2/'n  ist    Man  findet  ähnlich: 


i/' 


S^  =  2l/2.n^8  [Cr+^rf^+...], 

mit  der  Bedingung  8r+3  =  /"n  u*s.  f. 

Die  Anwendung  dieser  Methode  soll  bei  der  Modulargleichung 
flir  die  Transformation  dreizehnter  Ordnung  gezeigt  werden.  Für 
die  Transformationen  von  der  dritten,  fünften,  siebenten  und  eilften 
Ordnung  genügen  die  zu  Anfang  bemerkten  einfachen  Regeln  wie 
aus  dem  Nachstehenden  hervorgeht 

Modulargleichung  für  die  Transformation  III.  Ordnung. 

Die  Gleichung  hat  die  Form: 

v^+avhfi+bvu — li*  =  0, 

Da  für  M  =  1  die  linke  Seite  sich  auf  (i; — 1)  (v+l)'*  redudrt, 

so  ist  * 

v^+av^+bv—i  =  (v—i)  (t;+l)^ 

hieraus  a  «=»  2,  &  »=  — 2.    Die  gesuchte  Gleichung  ist  folglich: 

v^+2vhfi—2vu—u^  =  0, 
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Diese  Gleichung  hat  Jacohi  auf  folgende  Art  transfonnirt  (Fund. 

p.68).    Es  ist. 

(1— u*)(l+t;4)  =  \+v^—u^—vhi^. 

Da  nach  der  Modulargleichung  v^ — m*  =  1uv{\ — wV),  so  folgt: 
(1  —u^)  (l+t;4)  =  1  —u^v^+2uv{\  — ttV). 

Ebenso  findet  man: 

(1+m4)(1— t;*)  —  l_wH;4_2ta;(l— wV). 

Das  Prodttct  der  letzten  beiden  Gleichungen  giebt: 

(l_t««)(l— 1;8)  =  (1— uM)  — 4mV(1— mV)  =  (1— ttV)*. 

Nun  ist  u^  =  k,v^=^l^  also  1  — m«  ==  k'^  1  — t;«  —  ?«.    Die 
vorstehende  Gleichung  wird  hierdurch: 

{k'vy  =  (1— mV)*  oder  l/JtT  =  1— mV. 
Setzt  man  mV  =  i/ä/,  so  folgt: 

\/ki+]/W  =  1. 

Modulargleichung  fQr  die  Transformation  V.  Ordnung. 
Die  Gleichung  hat  die  Form: 

v^+aijHfi+bvhfi+cvhA^+dvu — m*  =  0. 
Für  M  =  1  ist: 

also  a  =  4,  &  =  5,  c  =  — 5,  rf  =«  — 4.    Die  gesuchte  Gleichung  ist: 
v«— M«— 4Mt;(l— MV)+5MV(t;*— M«)  —  0.  . 
Diese  Gleichung  hat  Jacohi  auf  folgende  Art  transfonnirt.  (Fund. 
p.69).    Mittelst  der  Modulargleichung  folgt: 

(m«— t;2)  (u  +  vY  =  —  \uv{\  —  M*)  (1  +  v% 
{v}—v^){u—vY  =  —  4Mt;(l+M*)(l— t;*). 
Das  Product  dieser  Gleichungen  giebt: 

(m»— t;^)«  =  16mV(1— M»)(i— t;»)  =  16mVm'V8. 
Da  gleichzeitig  k  in  k*  und  /  in  ^  oder  u  in  m^  und  v  in  t/ 
übergeht,  so  ist  auch: 

(»'»— M'»)»  —    16m'V2(1—m'»)  (1—1/8)   —    16M'V»ttV. 

Die  letzten  Gleichungen  geben  durch  Division  und  Ausziehung 
der  sechsten  Wurzel: 

;      ^    ^  -rfil  oder  (m«— f;«)Mt^  —  (t;'«— m'2)mV, 
d.  i. 


(I/ä^— i/o  \/Fi  —  (i/r— i/5P)  \/kr: 

Legendre  (SuppL  p.  75)  schreibt  die  Modulargleichung  auf  fol- 
gende Art: 

4Mt;(w2+t;2)    ~   M*— t;*  * 

Hieraus  erhält  man  unmittelbar: 

/tt+fY        1+u^  1— y^ 
\u—v)    ~  1— ttM+t^* 
d.L 

yZ/b+t^r  _  l+A:  1  — / 

Modulargleichung  für  die  Transformation  YU.  Ordnung. 
Die  Gleichung  hat  die  Form: 

Für  tt  —  1  ist: 

^+(w'^+hfi+(^+di^^'eifi+fifl+gV'\'\  —  (v— 1)®, 
also  (x^g  —  —8,  &=/—  28,  c— «  —  —56,  tf  —  70,    Die  ge- 
suchte Gleichung  ist: 

v8  _  St;  V-J-28w«u«  —  56»  V4-70t>*tt* — 56t;»»» 
-f  28rV— Sw-htt»  —  0. 
Diese  Gleichung  Iftsst  sich  schreiben: 

(1— t<s)(l— r»)  —  (1— uv)«, 
d.i. 

ifV»  —  (1— J^, 
oder: 

welche  Gleichung   zuerst  Guetzlaff  (Cielle.  J.  tXn  p.  173—177) 
auf  folgende  Art  gefunden  hat    Es  ist:*) 
Ar^cosamacosami  co8am(a+&)4-A:^»  »»  Jama  Jamft  Jam(a+fr) 
oder: 

Ar^cosamaoosarnft  cosam(a+&)  , 1d^ . 

Jama  Jamfr  Jam(a-|-^)  Jama  Jamft  Jam(a+&)  "* 


*)  Note  V  GleichoBg  13). 
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Man  setze  hierin  a  =  -=-,  &=»-—-  also  a-^-b  =  -=-. 

Y  ;  7  7 

nach  pag.254  fbr  n  =  7: 


Nun  ist 


/ 


10 


V  = 


1K  4^  6Än 

cos  am -=- cos  am -=- cos  am -;r- 

7 7 7 

zl  an]^ -y  Jfuu  Y  J  am -5- 

/.       2Ä'.       ^K  .      6jr\*' 
( Jam  yJaip-;^  Jam-y- 1 


Die  Oombination  dieser  Gleichungen  flihrt  direct  auf  die  oben 
bemerkte  Modulargleichung. 

Modulargleiohung  fttr.  die  Transformation  XL  Ordnung. 
Die  Gleichung  hat  die  Form: 

+l^»(tV+liW»)+*iVV+tw(/i+/2tt8)  — «*"  =   ®- 

Da  die  linke  Seite  sich  für  m  =  1  auf  (t; — l)(v+l)"  reducirt, 

so  folgt: 

a^+oi  —  10,  6  ==  44,  ci+^a  =  HO,  d  =  165,  e  =  132, 

/l+/i  ^%g  ^  —132,  Ä  -=  —165,  ii+tj  —  —110, 

A:i  =  —44,  /i+/j  =  —10. 

«—1 
Es  ist  /i  =  — 2  «    =  —2»  =  —32. 

Da  t;^K^  und  'd^uP  gleiche  Coefficienten   mit   verschiedenen 
Zeichen  haben,  ebenso  v^^  und  t;^*"^ w^^^~*",  so  erhAlt  man: 

und: 

Ä  =»  — d,  ^  =  — e,  /i  =  — /i. 

Diese  Gleichungen  geben  /i  «=  — 32,  /,  =  22,  Oi  =  — 22, 
Oj  =  32,  ci  —  22,  c,  =  88,  ij  =  —88,  ij  =  —22. 
Die  Modulargleichung  wird  hierdurch: 
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t;iJ_t;iiu3(22— 32tt8)+44t;iV+22t?«tt(l+4tt8) 
+  165f;8w*+132j;V+44t;«ttHl  — w»)— 132i^«*» 
—  i%bvHfi—22vhfiiA+u^)—AAvhfi 
— wi(32  — 22u8)— u"  =  0, 

oder  auch: 

—  32w(1+m1«)(1— !;W) 

—  22tw{l+u^)  (1— r«)  (t;»+tt2)  [4ttV— (u*— r*)*] 

—  88MV(i— t<4)(l— t;*)(l— wV)  =  0. 

Modulargleichung  für  die  Transformation  XIH  Ordnung. 
Die  Gleichung  hat  folgende  Form: 

+hv^^+vHi^{ii+i2U^)+v^^{ki+kiu9)+liVhi'^ 
+vhi\mi+miu^)+vu{ni+n%u^) — m**  =  0. 

Für  den  Factor  rii  von  vu  besteht  die  Gleichung  th^^  — 2  ' 
-=  — 64.    Da  v^iT  und  t>^t<^,  ebenso  v^-i»  m^*-*"  und  t^^u"»  gleiche 
CoefGcienten  mit  entgegengesetzten  Zeichen  haben,  so  ergeben  sich 
folgende  Gleichungen: 

ij  «r=  Ol,  mj  —  — &i,  ^  =»  — &2,  ^2  a«  c,  *i  =  —  dl,  nj  =  eu 

h  =  — /;  /i  =*  ^i,  »n  -=  — Ai, 

und 

nj  —  — Ol,  ni  »«  — Oj,  »h  -=  — fti,  »H  =  — ftj,  /i=  — c, 
*a  «=  —dl,  *i  =  — dj,  <2  —  —^u  h  ~  — ^%i  A  =  — A 
9i  —  — ^1* 

Die  Bedingung,  dass  die  linke  Seite  der  Modulargleichung  fttr 
u  =^  \  die  Form  (t; — 1)  (t^+l)^^  annimmt,  fUhrt  auf  folgende 
Relationen: 

oi+oj  —  12,  Ji+ftj  =  65,  c  —  208,  di+dj  —  429, 

<?!+«»  =  572,  f  —  429,  ^1+^2  =  0. 

Mit  Hülfe  dieser  Gleichungen  lässt  sich  die  Modulargleichung 
auf  folgende  Form  bringen: 
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36)    w"— viV(52— 64M8)+t;tV(fti+M®)+208t;iV 

+  4;<«tt*[429+ft2— &2w8]+v»M(52+520tt8)+429v8M« 
+  t;V(208— 208w8)— 429«^®— «^K520+62u8) 

+  i^»[6ji— (429+&2>®]— 208t;V— i;V(J^+M') 
— tw(64— 52tt8)— «1*  =  0. 

In  dieser  Gleichung  sind  noch  bi  und  b^  zu  bestimmen.    Nach 
16)  und  28)  ist: 

In  33)  nehme  man  n  »»  13,  also  r  »»  8  und  /  «»  5.    Die 
Gleichung  34)  giebt: 

Für  den  folgenden  Gebrauch  kann  man  einfacher  setzen: 

5i  -  |/2  [134j+(13^,i  —  1)  q]  tf». 
Da  A^  und  A^  die  Factoren  von  q^  und  q^^  in  ^(9)  sind,  wo 
f{q)  durch  die  Gleichung  30)  bestimmt  ist,  so  hat  man  i^g  «»  16, 
All  '^  — 395,  also 

Si  —  t/2[13.16— (13,395+l)g]^*. 
Die  Gleichung  4r+l  "«13^  giebt  3  als  kleinsten  Werth  von 
r,  mithin  ^  =  1.    Hierdurch  wird  die  Gleichung  35): 

S%  —  26[i?s+2?ie^+..]ö*, 
wo  Bz  und  ^le  die  Factoren  von  ^  und  ^^®  sind  in  f{q)\    Mittelst 
der  Gleichung  30)  folgt  ^3  —  — 10  und  Bi^  »»  3348.    Es  ist  also 

S^  _  26 [—10+3348^..]^. 
Die  beiden  Werthe  von  Si  und  ^2  geben: 

^i=l^-  130(1-2^?...)^, 

wo  rechts  innerhalb  der  Klammer  nur  höhere  Potenzen  von  q 
vorkommen.  Die  linke  Seite  ist  gleich  uHpi+biu^)j  man  erhält 
also: 

M'+M**  ■=  130(1—2^...)^. 
Setzt  man  hierin  fllr  u  seinen  Werth  aus  20),  dividirt  auf 
beiden  Seiten  durch  ^,  so  folgt: 
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« 

2&,(1— 2^+5^2...)+322^2^(l— 10^...)  «.  130(1—2^...). 

Die  Factoren  gleicher  Potenzen  von  q  geben  die  Relationen: 
Uy,  =  130,  —2.2^^1+32^4  =  —2.130, 
also  &i  =«  65,  ^2  =  0.    Setzt  man  diese  Werthe  von  h^  und  ^2  in 
die  Gleichung  36),  so  erhält  mau  die  Modulargieichung  XIEL  Ord- 
nung, welche  Sohnke  auf  folgende  Form  gebracht  hat: 

(v  — w)i3(t;+w)  — 52Mt;(l+t/.4)  (1  — i;4)[3mV+4m^V+«'^)T 

—  52Mt;(l--w8)  (1  — 1;8)  (1  — t^*). 

—  12wt;(l+w4)  (1— rO  (1  — M*+u8)(l+i;*+f;8)  =  0. 

Das  im  Vorhergehenden  angewandte  Verfahren  zur  Bestimmung 
von  &i  und  h^  ist  etwas  verschieden  von  der  Methode,  deren  sich 
Sohnke  bedient  hat;  welche  darin  besteht,  Si^  S^  etc.  als  rationale 
Functionen  von  u  darzustellen.  Da  in  16)  ^i,  (^...Gi+i  rationale 
Functionen  von  u  sind,  so  ist  dieses  nach  28)  auch  mit  ^,  S^... 
der  Fall.  Man  stelle  Sm  als  Function  von  q  dar  in  Form  einer 
unendlichen  Reihe,  welche  mit  einem  Ausdrucke  von  der  Form  ^ 
muMplicirt  ist    Die  Gleichung  20)  zeigt  leidit,  welche  Potenzen 

u^,  u^...  von  u  den  Factor  q^  enthalten  können.  Man  multiplieire 
diese  Potenzen  ^  mit  Constanten ,  setze  die  Summe  gleich  Sm  und 
vergleiche  darauf  die  Factoren  gleicher  Potenzen  von  u.  Hierdurch 
ergeben  sich  lineare  Gleichungen  zur  Bestimmung  der  bemerkten 
Gonstanten.  Die  Gleichungen  28)  zeigen ,  dass  S^  höchstens  vom 
Grade  n-^-i,  b\&o  S%  höchstens  vom  Grade  2(n+l)  u.s.fl  in  Bezie- 
hung auf  u  sein  kann,  wodurch  die  Anzalil  der  Terme,  welcher  Sm 
gleich  sein  kann^  begränzt  ist 

Als  Beispiel  werde  die  Gleichung  36)  genommen.  Dieselbe 
giebt  direct 

37)    Äi  =  tiK52— 64«»),  Ci  =  u\bi+hu^). 

Es  ist  nun 

S^  „  26[— 10+3348<r+*..]^i 

Der  Factor  q^  kommt  nach  20)  nur  vor  in  u\  u^\  tt*®,  ti"... 

Es  kann  S^  nur  eine  lineare  Function  von  u\  u^^^  u^^  und  v!^  sein. 

Man  hat  nur  nöthig  die  Factoren  von  u^  und  u^^  zu  bestimmen, 

da  6s  keine  höheren  Potenzen  von  u  enthält  •  Si&d  m^  mf^  m'<  und 
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m'"  OonflAanteB,  bo  kann  man  setzen: 

38)  '«iM«+m'ttW+w"«w+»»'"«*^  =  26[— 10+3348^^-^..]^i 
Setzt  man  links  für  v>  xxxAu^^  ihre  Werthe  aus  20)  ein,  so 

geben  die  Factoren  gleicher  Potenzen  von^: 

2m  =  —26.10,  32»i'— 4m  «=  26.3348, 
also  m  =  —130,  m'  =  2704.    Folglich  ist: 

Ä2    =  —  130w2+2704Ml0+»|"wl8+^/^/t^26. 

Setzt  man  hieraus  den  Werth  von  ^2,  femer  aus  37)  die 
Werthe  von  ^  und  (^  in: 

so  folgt: 

on\     1.    i.j.    lA        ßrL.5      104.64+m''   ,.    4096— m'"   ,. 

Berechnet  man  m'^  rmd  mf^'  direct  mittelst  der  Oleichung  38), 
80  folgt  104. 64 +m"  =  0,  4096  =  m'",  wodurch  die  Gleichung 

39)  flbeigeht  in  biv:^+hju^^  =  65w»,  d.i.  Ji  =  65  und  ftj  =  0, 
wie  lM)hon'  oben  gefunden  wurde.  Wenn  es  sich,  wie  im  vorher- 
gehenden Beispiel,  nur  darutn  handelt,  die  Factoren  der  Potenzen 
von  u  in  Cm  zu  bestimmen,  so  folgt,  da  u*  die  höchste  Potenz  von  u 
in  Cn  ist,  dass  man  allgemein  Sm  nur  bis  zum  Terme  u**  zu  entwickeln 
braucht,  weil  alle  höheren  Potenzen  von  u  bei  der  Bestimmung  von 
Cmf  wie  im  vorliegenden  Beispiel  wegfallen  müssen.  Man  findet 
in  der  angeführten  Abhandlung  von  Sohnke  dieses  Verfahren  auf 
die  Modulargleichungen  der  Transformationen  von  der  XVH  und 
XIX.  Ordnung  angewandt  Fttr  die 'Transformationen  von  der  XI., 
XIlI.  undX  VUi  Ordnung  hatte  Sohnke  die  Modulargleichungen  ohne 
Dediietion  schon  1834  aufgestellt  (Grelle.  J.  tl2  p.l78).  Einige 
Zusätze  abgeirechnet  ist  der  Inhalt  dieses  §  wesentlich  dbr 'Abhand- 
lung von  Sohnke  entnommen.  Die  Bemerkung  Aber  die  Form  der 
Modnlargleichang/wenn  u  ünendlieh  ktein  ist,  findet  sSth  bei  Mar 
thieu:  '„Memoire  sur  les  fonctions  elliptiques*'.    (Journal  de  l'l^le 

-Polytechn.    T.  XXV  Cahier  42  p.  265— 295).  *) 

^)  Ausser  den  weiter  oben  erwähnten  Schriften  und  Abhaadloagen  von 
Königsberger  und  BetH  sind  noch  folgende  Abhftndlnngen  ansofllhren,  welche 
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§  49  Die  Theta-Funetlonen  für  einige  beBondere  Werthe  des 
Arguments.    Allgemeine  Formel  fflr  das  Prodnct  zweier 

Theta-Fnnctionen  yon  Sehroter. 

Die  Bemerkang  zu  AnfaDg  des  vorhergehenden  §,  dass  zor 
Aofstellung  der  Modulargleichung  die  Herstellung  der  algebraischen 
Relation  zwischen 

^^^  und  ^^(Q>  g") 

genügt,  ist  in  einer  sehr  ausgezeichneten  Weise  von  Schröter  fftr 
eine  Anzahl  von  Modulargleichungen  durchgeführt  worden.    Die 
Resultate  finden  sich  in: 
Schröter:  De  aequationibus  modularibus.    Begiomonti  (1854). 

die  Modulargleichungen  und  Anwendungen  derselben  enthalten. 

HermiU:  Sur  la  rÖBolntion  de  l'^quation  du  cinqniöme  degrd.    (Comptes 

Bendus  1858  T.46  p.  508—515).    Sur  la  r^solution  de  l'^quation  du 

quatriöme  degr6,  (Ib.  715—722,  961—967).    Lettre  de  Mr.  Kronecker. 

(ib.  1150—1152). 

Bermiie:  Sur  la   throne    des   ^quations    modulaires.    (C.  B.  1859  t.  48 

p.  940—947, 1079—1084, 1095—1102  1 49  p.  16—24, 110—118, 141—144). 

Diese  Auffl&tze  gesammelt  u.  d.T.  Hermite:  Sur  la  th6orie  des  ^uations 

modulaires  et  la  rösolution  de  T^quation  du  cinqui6me  degr^.    Paris  1859. 

68pp.  in  4^    In  Verbindung  hiermit  stehn  folgende  Arbeiten  : 

Joubert:  Sur  divers  ^quations  analogues  aux  ^uations  modulaires,  dans 

la  th^orie  des  fonctions  elliptiques.    (CR  1858  t.47  p. 341 — 345). 
Brioschi:  Sur  divers  ^quations  etc.    (ib.  337—340). 
ScMäfU:  Beweis  der  Hennite'schen  Verwandlungstafeln  für  die  elliptischen 

Modularfunctionen.    (Borchardt  Joum.  t.  72  p.  360 — 369). 
Die  Modulargleichungen  sind  femer  behandelt  in: 
Jordan:  Notes  sur  les  ^quations  modulaires.    (Compt.  B  1868  p.  308 — 312). 
Die  von  Kranecker  und  Hermite  im  Jahre  1858  gleichzeitig  aufgestellte 
LOsung  der  allgemeinen  Gleichung  fünften  Grades  hat  eine  Anzahl  von  Ar- 
beiten hervorgerufen,  welche  mit  den  Modulargleichungen  oder  Multiplicator- 
gleichungen  in  enger  Verbindung  stehn.    Hiervon  ist  noch  zu  nennen: 

Joubert:  Note  sur  la  r^solution  de  l'^quation  du  cinquiöme  degr6.  (Comp- 
tes B  1859  t  48  p.  290—294). 
Brioschi:  Sülle  equazioni  del  moltiplioatore  per  la  transformazione  delle 

funzioni  eUitiche.    (Annali  di  Mathematica  1858  1 1  p.  175—177). 
Brioschi:  Sulla  risoluzione  della  equazioni  del  quinto  grado.    (A.  d.  M.  1. 1 

p.  256—259.  326—328). 
Joubert:  Sur  F^quation  du  sijdöme  degr^.    (C.B.  1867  t.  64  p.  1026— 1028, 

1081—1085,  1237—1240). 
Brioschi:  Sur  F^quation  du  cinquiöme  degr6.    (C.  B.  1871  1 73  p.  1470 — 
1472> 
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Kurze  Notizen  hierauB  sind  enthalten  in: 
Extrait  d'ane  lettre   adressäe   &  M.  Liauville  par  M.  Schröter. 
(Journal  de  Math.  Deux.  sirie.  1858  illl  p.  258— 264). 

Ueber  Modulargleichungen  der  elliptiBchen  Functionen.  (Bor- 
ehardt  Jounu  t.58  p.  378— 379). 

Weitere  Ausführungen  über  einige  Formeln  der  obigen  Disser- 
tation enthält  die  Schrift: 
Schröter:  Ueber  die  Entwiekelung  der  Potenzen  der  elliptischen 
Transcendenten  &  und  die   Theilung    dieser  Functionen. 
Breslau  1855. 

Hierbei  ist  die  auf  pag.  335  in  der  Note  erwähnte  Abhand- 
lung von  GÖrmg  noch  zu  erwähnen. 

Die  obige  Arbeit  von  Schröter  scheint  nicht  die  genügende 
Beachtung  gefunden  zu  haben,  die  kurzen  Auszüge  in  den  Journa- 
len von  Lioumlle  und  Borchardt  sind  nicht  hinreichend,  eine  zu  An- 
fang der  Abhandlung  aufgestellte  sehr  allgemeine  Relation  zwischen 
Theta-Functionen  ohne  Weiteres  herleiten  zu  können. 

Die  von  Schröter  angewandte  Methode  besteht  wesentlich  darin, 
das  Product  zweier  Theta-Funetionen  durch  eine  Summe  ähnlicher 
Producte  auszudrücken. 

Für  besondere  Werthe  der  Argumente  reduciren  sich  die  Theta- 
Functionen  auf  Quantitäten,  welche  nur  von  den  Moduln  und  den 
ganzen  elliptischen  Integralen  abhängen.  Die  elliptischen  Integrale 
fallen  durch  Division  weg,  es  bleibt  nur  eine  Relation  zwischen 
den  Moduln,  d.h.  die  Modulargleichung.  Der  besseren  Uebersicht 
halber  mögen  einige  Entwickelungen  von  Theta -Functionen  für 
besondere  Werthe  des  Arguments  rorangehn. 

Es  ist: 

Die  Gleichungen  5),  6)  und  7)  auf  pag.  296  geben : 

,)    ;  *•  (t)  -  »(?)  -  *•('»  i/W^- 
».(f)-».(f)  -  m)i/'-^\ß. 

Bnneper,  elllpt.  Fonotionen.  27 
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*3  ({ log?)  =  »i  (i  logg)  =  »0)  q    "  |/^  Vk, 

Mit  Rficksicht  auf  die  Gleichungea  1)  und  2)  giebt  die  G-lei- 
chong  1)  auf  pag.295y  a:  =»  -^  gesetzt: 

Wegen: 


ist 


,(0)  J  -Vi  -l/Ä^(i+*'*+O+*0*O-*0]. 

.Da: 

1 4.H  =  (1 +|/F)  (1  _  i/F+AO» 

so  folgt: 

1 + H  +  (1  +*')*  (1  —  *o  =  (1 +\/P)  (i/i+P+i)  (i/iTP— i/*^). 

Wendet  man  fthnliche  einfache  Transfoimationeii  an,  so  gebea 
die  Oleichungen  1) — 4)  auf  pag.295  mittelst  der  obigen  Gleiohmi- 
gen  2)  und  3)  die  folgenden: 


4) 


,(§    I    =  (l+l/*^)(l/l +*'+!)  (l/Ü^-l/*^)^, 


rKi)t_ 


^  I  -^^  I  =  (1 +i/*ö  (i/i +*'-!)  (i/i  -t^ + i/nif, 


[^]  -=(i-iAö(i/i+*'+i)(i/r 


[ #  -  0-, 


\-Ä^\  =(l-l/*Ö(l/n-Ä'-i)(i/i+*'-i/*öir, 


wo  if 


l/'-±^^- 
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Man  findet  ganz  analog: 


arMro 

L    *,(ü)    J 


5) 


=  q    "  (1 +1/Ä)  (1/1+*+ 1)  (l/l  +k-\/k)  N, 


+A:+l)(l/H-Ä+l/Ä)JV, 


L  »^(0)  ^J  =r"(i+i/*)(i/iT*-i)(i/r+Ä+i/*)iv, 


*j(0)    J 


wo 


*-l/i±-v. 


In  den  Gleichungen  4)  und  5)  ist  die  Tierte  Wurzel,  mit  Au»- 
nabme  in  der  letzten  Gleichung  gleich  +1  zu  nehmen.  Wegen 
Gleichung  7)  auf  pag.296  ist  allgemein 

'jlog^^ 


».  <cF)  -  -*• 


wo  Q  eine  reelle  Grösse  bedeutet 


6) 


», 


0, 


j-u,(o)  =  ff-*i/r*,(o), 


Naeh  pag.85  ist: 
/jr+tlogg\  ^ 


Setzt  man  in  den  Gleichungen  1) — 4)  auf  pag.  295  x  =» 
— .  °  ,  so  ergiebt  sich  mittelst  der  Gleichungen  6)  folgendes 
System  Ton  Gleichungen: 

27* 


i 
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3i+i\ogq\i 
4       / 


s(0) 
m 


7) 


^-il^wP  *^  =  if-\^'L:^  = 


n% 


7*^=,T,- 


4l/*iF(' 


;-/t/l+A— tl/l— ^V 


2 


)■■ 


logi-V 


=  ^-ij/ÄP 


*'— M: 


-?  -  ^  ./EI>  /l/T+*+«l/i  -*V 


l/i/f^' 


)■• 


4       / 


,(0) 


=  ^-i  i/M>!*Z±  =  ,-^-i  |/ÄP*+!*:  = 


=  «-*i/äP 


,?",-Ti/;^^lA+wi/nr* 


—ik—k' 


)/ki?(^l 


r 


-?  -^/n^A/l+A:-»yi-*> 


Die  Gleichungen  2)  —  7)  sind  mit  einiger  Vollständigkeit  dar- 

gestellt;  da  dieselben  noch  bei  andern  Untersuchungen  Verwendung 

finden.    Man  kann  mittelst  dieser  Gleichungen  die  Werthc  der 

Theta-Functionen  mit  den  Argumenten: 

n     ilogg     jg+tlogg 
2«»       2»    '         2*^ 

für  n  =  3y  4  • » •  successive  berechnen^  mit  Rttcksieht  auf  die  Glei- 
chungen 1) — 4)  auf  pag.295. 

Bei  der  zweiten  Herleitung  des  Multiplicationstheorems  der 
Theta-Functionen  auf  p.  100  und  101  ist  das  Product  zweier  Theta- 
Functionen  mit  dem  zweiten  Argumente  q  durch  ähnliche  Ausdrücke 
mit  dem  zweiten  Argumente  q^  ersetzt  Dieses  Verfahren  hat 
Schröter  auf  folgende  Art  bedeutend  verallgemeinert 

Nehmen  r  und  s  alle  ganzzahligen  Werthe  an^  so  ist: 
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Statt  s  werde  in  der  Doppelsumme  rechts  ein  neues  summiren- 
des  Element  i  mittelst  der  Gleiehnng  s  '^  r+t  eingeftüiri  Es 
ist  dann: 

oder  ^'^^  statt  g  gesetzt: 

8)    ^,ix,  ^(«+/^)  ^,(y,  /(«+«)  - 

An  Stelle  des  summirenden  Elements  tin  der  Doppelsumme  rechts 
ftlhre  man  s  mittelst  der  Gleichung  t  =  {a  +  ß)s  +  ii  ein.  Kimmt 
fi  die  ganzzahligen  Werthe  0,  1,  2,...  a+ß  —  1  an,  so  durchläuft 
s  alle  ganzzahligen  Werthe  von  — oc  bis  oo,  wenn  dieses  mit  t 
der  Fall  ist.    Die  Gleichung  8)  wird  hierdurch: 


wo: 


0  =  r(x+y)+y[(a+/9)*+jM], 

oder: 

ö  =  (r+ßs){x+y)+{ay—ßx)s+fiyy 
Q  =  («+l9)2[(r+i9*)2+a/9^^H-i9(a+/9)^2 

+2{a+ß)ß[(r+ßs)fi+asfi]. 

In  der  Gleichung  9)  werde  q^"^^  einfach  durch  q  ersetzt.  An 
Stelle  von  r  werde  r'  als  summirendes  Element  mittelst  der  Glei- 
chung r+ßs  =  r'  eingeführt.  Die  Gleichung  9)  geht  hierdurch 
über  in: 

10)  U^,  q^  l^,(y,  /)  =      2    ^'"'^^'"^'^y 

0 

wo  zur  Abkürzung  gesetzt  ist: 

Ö  — 
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Nun  ist  allgemein  ^  ««  e***^^^,  also: 

Der  Ausdruck  Yon  O  lässt  sich  mittelst  dieser  Gleichungen  al  s 
Product  zweier  Summen  darstellen.    Es  ist  dann  offenbar: 

ö  = 

oder  einfach: 

e  -= 

Setzt  man  diesen  Werth  von  ß  in  die  Gleichung  10),  so  erhält 
man  folgende  bemerkenswerthe  Gleichung: 

11)  M^^q'^Hy^q^  - 

a+ß—l 

_    /^^2Acyi  ^^(^^^  ^a+^  ^3(y^,  g«/?(«+Ä), 

o" 

a:i  «=  a;+y— /ti/Jtlogö', 
Vi  "  ccy—ßx — fioßilogq. 
Da  die  linke  Seite  durch  gleichzeitige  Vertauschung  von  x  mit 
y  und  a  mit  ^  ungeändert  bleibt^  so  ist  auch: 

12)  ^3(a:,  q^  {^^{y,  qß)  = 

""  2  ^''"^^^'  ^3(^'>  ^""^0  *3(y',  ^«'^<«+'^), 

0 

a:'  SS  x+y  —  a^tlog^,  y^  =  ßx — ay — (laßilogq. 

Diese  Gleichung  giebt  zu  vielen  interessanten,  speciellen  Fällen 
Veranlassung,  von  denen  nur  die  folgenden  hervorgehoben  werden 
mögen. 

Für  X  =  az+a,  y  =  ßz+b  erhält  man: 

l^az+a,  g«)  ^zißz+by  q?)  = 

o" 
a;'  ■=  (a+ß)z+a+b — ^ailog^, 
y  «B  ßa  —  ab — fioßilogq. 


13) 
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Diese  Gleichung  zeichnet  sich  dadurch  aus,  daas  unter  dem 
Summenzeichen  eine  der  Theta-Functionen  von  z  unabhängig  ist 

Für  a  «=  a;,  0  —  1,  ft  =«  — Xy  z  =  y  und  /9  =  n  wird  die 
Gleichung  13)  einfacher: 

14)    *s(^+y>  4)  ^z{ny~x,  ^)  = 

^^^  ^Jiin+\)x—niii\oiq,  ^»(«+^)]. 

Auf  diese  Gleichung  hat  Schröter  die  Construction  der  Modu- 
largleichungen  begründet 

Es  Bei  n  eine  ungrade,  also  n+1  eine  grade  Zahl.    Setzt  man 

in  14)  a;+ A-  9tatt  Xj  so  folgt: 

*(«+y,  q)  H^y—Xy  ö'")  =- 


n 


? 


/^3[(n+l)a;— »iMilogft  ^(«+^)]. 


Diese  Gleichung  zur  Gleichung  14)  addirt  giebt: 
15)    *8(«+y,  q)  »z{ny—Xy  q*)+9'(x+yy  q)  d-(ny—Xj  ^)  = 


2  2g*^*e^^*+y>*  *,r(«+l)y— Vlogft  «"+']x 
"  «•j[(«+l)a;—2nf«log«,  «*<"+'>]. 

Unter  Anwendung  der  beiden  Gleichungen: 

1 2«-,(2x,  ^)  =  »i(x,  «-)—*(«,  g), 

lässt  sich  die  Gleichung  15)  noch  weiter  transformiren.    Mittelst 
der  Gleichungen  16)  folgt: 

17)    *3(z,  q)  »s(zi,  qi)+»(z,  q)  *(zi,  ffj)  = 
2*,(2r,  q*)  »^(2zi,  «',*)+*,(2z,  q*)  *,(2zi,  «,*)• 

Man  setze  z  «=  a;+y,  «i  =  ny — x  und  j"!  =  g^.    Die  linke 
Seite  Ton  15)  ersetze  man  durch  die  rechte  Seite  von  17),  nehme 

darauf  x,  y  statt  2a^  2y  und  9^  statt  q.    Man  erh&lt  so : 
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18)     *s(a;+y,  q)  d-3(m/—x,  ?")+*2(«+y,  q)  *,(ny— x,  «•)  ^ 

^sl  ^a;— ^'log^,  f^i 
Es  sei  n  =»  4m — 1,  setzt  man  in  der  yorstehenden  Gleichung 

x+'^  statt  Xf  addirt  die  so  erhaltene  Gleichung  zur  Gleichung  18), 

so  folgt: 

19) 

»zb^+y,  q]  *3[(4»i— i)y— «,  jT*— 1] 
+*[»]*[        »  .     ] 

m— t 

0  *j[2»w;— (4m—  l)fii \ogq,  ^*»-Vj. 

In  der  Abhandlung  „lieber  die  Entwickelung  der  Potenzen  etc." 
hat  Schröter  die  Gleichung  14)  noch  etwas  verallgemeinert  (Le.p.6). 
Da  indessen  die  Ableitung  dieser  Oleichnng  etwas  weitläufig  ist 
und  dieselbe  nicht  weiter  im  Folgenden  angewandt  wird,  so  möge 
hier  der  Hinweis  auf  die  bemerkte  Abhandlung  genügen. 

Wird  in  den  Gleichungen  1)  —  7)  q  durch  ^  ersetzt,  so  mögen 
k  und  k'  respectiye  übergehn  in  /  und  1%  so  dass  z.  B.  die  erste 
Doppelgleichung  auf  folgende  führt: 


^3(0,^)^  "l/^^l^ 


(  50    Anwendang  der  Theta-Fnnetioneii  auf  die  Constrac- 
tion  Ton  Modulargleicliangeii  nach  Schrot  er. 

Die  Gleichungen  14),  17)  und  19)  des  vorhergehenden  §  ge- 
statten Kelationen  zwischen  Theta-Functionen  herzustellen,  welche 
für   besondere  Werthe   des  Arguments   unmittelbar  auf  Modular- 
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gleichungen  ftlhren.  Man  kann  sich  hierbei  noch  mit  Yortbeü  der 
Transformationen  zweiter  Ordnung  bedienen.  Die  Gleichungen  5), 
6),  9),  10),  11),  24),  25)  und  26)  von  §  40  geben: 

j.    1*3(0,  (?)   ~V      2    '  UO,q)   ~V       2     '  UO,q)''^'^' 
[»»(0,l/g)__,/ri7,   *(5li^-|/T=*    *iMS_,/2i>* 

Von  dieeen  Gleichungen  sollen  im  Folgenden  einige  Anwen- 
dungen gemacht  werden. 

Modulargleichung  für  die  Transformation  III.  Ordnung. 
Fttr  m  ^^  \  giebt  die  Gleichung  19)  des  Yorhergehenden  § 

+^{x+yy  q)  d-iSy  —  x,  ^«)  — *i(a:+y,  q)  ^i(3y— x,  q^)  = 

Für  o;  =  y  =  -s-  folgt  hieraus  : 
2)     {^2(z,  q)  #2(z,  q^)+Hz,  q)  *(z,  q^)—^i{z,  q)  »x{Zy  q^)  =- 

Setzt  man  hierin  i;  =  0,  so  folgt: 

*2(0,  q)  *2(0,(?»)+*(0,  q)  m  9')  "  *3(0,  q)  H^y  q') 
d.L 

1/5w+i/ä^  =  1, 

was  die  von  Legeudre  gefundene  Gleichung  ist  (Fonct  eil.  L  p.  230, 
Suppl.  p.70). 

Ist  fi  eine  ganze  Zahl,  so  giebt  die  Gleichung  3)  fllr  z  »*"  juilog^: 

3)    *8(0,  q)  »^(M^logq,  q^)  —  »^{0,  q)  fr^OMilog^,  q^) 

+^0,q)(-iy&(lii\ogq,q^). 

Modulargleichung  für  die  Transformation  Y.  Ordnung. 

In  der  Gleichung  15)  von  §  49  nehme  man  n  >»  5  und  ^q 
statt  qy  femer  in  der  Gleichung  18)  n  =^  b  und  q^  statt  q.  Es 
folgt  so: 


4M 


4)     »iix+y,  \/q)  *,(5y— «,  l/?»)+*(«+y,  ]/g)  *(5y— x,  |/?)  = 

0 

ilogq 


In  4)  nehme  man  op  »»  0,  y 

5t  log  ^ 
4 
Nun  ]0t: 


,  ferner  y  ««  0,  a; 


».  (*^,  i/i)  -  ♦.  (•^,  i/i)  - «-» <««,  •.-). 

Durch  Yertaasohung  von  q  mit  ff'  eigeben  sich  zwei  analoge 
Gleichungen.    Es  ist  femer: 


/Stiogff 


*»(^^^^'-/«log*^) 


»zOälüsq-^*^,  ff») 


6) 


^-f  ^lOgff  ^,(^jl0gff,  ff»)  —  ffP-»  *,0«iOgff,  ff»). 

Mit  Btteksicht  auf  dieae  Entwickelangen  erhält  man: 


0 
9 


*,(0,  ]/q)  *,(0,  l/^)  -  22«^*  «^(^logff,  ff»)  H^ialogq,  ff»»). 


-4  «>»<i  y 


Die  Gleichung  5)  giebt  x  =  Q,  y  ^ 
gesetzt: 

r  *(0,  ff»)  #(0,  ff")  - 

2(-l)^ff2A'*  *0'ilogff,  ff»)  »,(Pfii\0gq,  ff») 

*(0,  ff«)  *<0,  ff»«)  - 

2(-l)^*^*  ^(^.logff,  ff»)  *(5^ilogff,  ff»») 


0,  *-^ 


7) 
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In  der  Gleichung  3)  setze  man  q^  statt  q  und  schreibe  die 
resultirende  Gleichung  auf  folgende  Art: 

*2(0.  q^)  H^fiilogqy  q'^^+H^,  q^)  (—1)^  ^(5^ilogft  q^^)  — 

Diese  Gleichung  multiplicire  man  mit  der  Gleichung  3),  das 

erhaltene  Product  mit  q^f^^  und  setze  ^  «  0,  1^  2.    Die  Summe 
dieser  Gleichungen  giebt  nach  6)  und  7): 

T  H^^  ^)  *2(0,  q^)  .  *2(0,  \/q)  *2(0,  l/i^) 

+*3(0,  q)  *(0,  q^) .  *(0,  q^)  &(0,  ^10)  - 

T  ^3(0,  q')  H%  Q)  .  *2(0,  ]/q)  *2(0,  1/5^) 

+*3(0,  ^0  *(0,  ^)  .  *(0,  ä'»)  *(0,  q^^ 
oder: 

4[*3(0,  ^)  *,(0,  ^»)  -*,(0,  (?)  *8(0,  ^)]  #,(0,  l/^)  *,(0,  /^  - 

[*(0,  q)  H%  q')-H^y  q)  *(0,  q^)]  *(0,>)  *(0,  ^w) 
d.L  nach  1): 

(l/F— I/a)  i/'ä/  =  (l/F— 1//^  i/^ 

was  die  von  Jacohi  gegebene  Gleichung  ist 

Modulargleichung  für  die  Transformation  VIL  Ordnung. 

Die  Gleichung  19)  des  vorhergehenden  §  giebt  für  m  «-:  2^ 
x  «s  0  und  y  —  0: 

^3(0,  q)  H%  q^+H^y  q)  ^2(0,  ^^+*(o,  q)  *(o,  ^0  - 

2  [^3(0,  ^^)  ^3(0,  (?^*)+^2(0,^*)  *2(0,  ^")]. 

Nach  1)  wird  diese  Gleichung: 

l+l/Ä7+l/P?  =  l/(l+A:')(l+0+/(l— *0(1  — 0- 
Um  hieraus  die  Ton  GtACtzlaff  gegebene  Gleichung  zu  erhalten^ 
bilde  man  das  Quadrat  der  vorstehenden  Gleichung.    Nach  einer 
einfachen  Beduction  folgt: 

^]/M+2\/JPV+2\/ki]/lFr  =  l+ArZ+if/', 
oder: 

4l/Wl/P?  «=  \\  —  \/lä—\/W\\ 
Durch  Ausziehung  der  Wurzel  folgt: 
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^/Tl]/!?}!  =  \—]Jkl—\/kV 
d.i. 

(i/r/+i/]p?)«  =  1. 

Hieraus  ergiebt  sich  unmittelbar  die  gesuchte  Gleichung: 

l/Ä7+i/5w'=  1. 

Modulargleichung  für  die  Transformation  XI.  Ordnung. 
Die  Gleichung  19)  des  yorhergehenden  §  wird  für  m  =  ?: 

8)   ^8(a:+y,  (l)  ♦aCiiy-^,  g")+*2(^+y,  <i)  ^i(iiy— ^,  (?") 

9 

22(?4''^^^^"^y^*>3(6y— /'llog^,  g3)  i^3(6x— 1  Vllog^,  ^33). 
0 

Die  rechte  Seite  lässt  sich  mittelst  der  Gleichung  3)  reduciren. 
Wird  in  3)  q^^  statt  q  gesetzt,  so  lässt  sich  folgende  Gleichung 
herstellen : 

^2(0,  ^")  *2(llitiilog(?,  ^»^)+*(0,  (?")(-iy*  «<li^'log^,  (r«) 

=  ^(0,^*0*3(1  l/'^log^.^n 
Man  multiplicire  diese  Gleichung  mit  der  Gleichung  3),  darauf 

mit  f^^^^  setzet  »»  0,  1,  2  und  bilde  die  Summe  der  so  erhalte- 
nen Gleichmigen. 
Hierdurch  folgt: 

9)     ^3(0,  q)  ^2(0,  ^1^2  «^''*  *30'ilogä',  q^)  *,(llitiilogft  (?^) 

0 

Die  vorkommenden  Summen  lassen  sich  leicht  mittelst  der 
Gleichung  8)  durch  Theta- Functionen  darstellen ,  in  denen  das 
zweite  Argument  respective  q  und  q"^^  ist  Zu  diesem  Zwecke 
setze  man  in  der  Gleichung  8)  suceessiye: 
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-  lUlogq 

y  ==  0,  X  =  — ^; 

y  =  0,  a  =  j; 
A  »log* 

X  •=  0,  y  —  j- 

Mit  Rflcksicht  aaf  die  Gleichungen  2)  uiid  3)  von  §  49  findet 
man: 


s 


0 

♦.(0, ,)  m  ,..)[l/5±ä5±3 + |/<'-*-M'-'-)];^ 

0 

^(0, ,)  ».(0,  ,u)[^75^S2  _  j/i?EaiESi  ^. 
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Mittelst  der  yorsteheiulen  Gleichungen  lässt  sich  die  Oleiohang 
9)  auf  folgende  Form  bringen : 

Analog  der  Grleichung  3)  hat  Schröter  noch  mehrere  einfache 
Relationen  aufgestellt,  welche  in  fthnlicher'  Weise  zur  Verwendung 
kommen,  wie  die  Gleichung  3)  bei  den  Modulargleichungen  für  die 
Transformationen  V.  und  XI.  Ordnung.  Für  eine  weitere  Behand- 
lung des  Gegenstandes  muss  auf  die  früher  citirte,  ausgezeichnete 
Dissertation  verwiesen  werden,  da  die  sehr  ausgedehnten,  wenn 
auch  sehr  symmetrischen,  Formelsjsteme  sich  nicht  wohl  an  diesem 
Orte  wiedergeben  lassen.  Die  Modulargleichungen  sind  nicht  immer 
in  der  einfitchsten  Form  aufgestellt,  wie  die  Notizen  in  den  Jour- 
nalen Ton  Liouville  und  Borcharät  zeigen.  Es  scheint  hier  noch 
ein  weites  Feld  für  umfassende  Untersuchungen  yorzuliegen,  sowohl 
was  eine  Weiterführung  der  gewonnenen  Resultate,  wie  eine  mög- 
liche Vereinfachung  derselben  anbelangt 


Note  L 

Ueber  einige  Integrale,  welche  sich  auf  eHiptiselie  Integrale 

reduciren  lassen. 

Im  ersten  Bsaie  des  „Trait6  des  fottctions  ellipäqnes^  hat  Legendre 
an  verschiedenen  Stellen  ^  namentlich  in  Chap.  XXVI,  XXVII,  XXXQ 
nnd  XXXITT,  Integrale  betrachtet,  welche  vai  elliptiBche  rednctibel 
sind  nnd  deren  ziemlich  eii^fache  Fprmen  es  gestatten  ohne  Znhfllfe- 
nähme  anderer  Theorien  die  Bednction  einfach  direct  aasftlhren  su 
können. 

Es  sollen  zunächst  die  im  Ohap.  XXXII  p.  252—256  behandelten 
Fälle  mitgetheilt  werden. 

Sind  Pj  Qj  R^  S  Functionen  von  x\  so  lässt  sich  jede,  rationale, 
gebrochene  Function  auf  die  Form  bringen: 

R+Sx 
oder  Zfthler  und  Nenner  mit  R — 8x  mnltiplicirt: 

PR-QSx*^{QR-PS^X   __ 

wo  M  und  N  rationale  Functionen  von  x'  sind. 

Sind  Af  B,  C,  D  nnd  Z  P^tynome  ^on  z,  so  Hast  nch  doroh 

Hnltiplication  nnd  Division  mit  C — D\/Z'^vt  AoBdraek: 

j^  _    Ä+B\ß 

c-YD\/z 

auf  die  Form: 

^_AG-BDZAripC-^Äl>)\ß  _  ^^^^ 

bringen,  wo  U  und  V  rationale  Functionen  von  z  sind. 
L    Setzt  man  o:*  — •  ;;  in: 


/ 
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wo  M  und  N  rationale  Functionen  von  x'^  Bind,  so  geht  das  Integral 
über  in: 

wo  nun  ^  und  A^  rationale  Functionen  von  z  sind.    Die  beiden  Inte- 
grale in  Beziehung  auf.z  sind  elliptische  Integrale. 

Im  Chap.  XXXIII,  p.259-*272  hat  Legende  das  obige  Integral 
genauer  untersucht  und  dabei  eine  Anzahl  interessanter  SpecialfiUle 
betrachtet 

IL    Es  bedeute  T  eine  rationale  Function   von  x^  so  kann  man 

setzen  T  »:  M+Nx^  wo  M  und  N  rationale  Functionen  von  a;^  sind. 

Sei: 

M+Nx 


dx. 


\+V>x'^'\'CX^ 
Man  setze: 

\/a+2bx^+cx^  =  z 
und  nehme  die  Wurzel:  

Es  ist  N  —  £^+Fl/ft«+(;2:*— a)(?,  wo  ü  und  F  rationale  Func- 
tionen von  z^  sind.    Man  erhält  so: 

um: 

Mdx 


/, 


zu  reduciren,  setze  man: 

l/a+2te*+ca;*  =  ay 

oder:  .«  =  -^  +  /,»      «(.-y^)^ 

c — y* 
Differentürt  man  den  Logarithmen  dieser  Gleichung,  so  folgt: 

Multiplicirt    und    divldirt    man    im    ersten    Terme    rechts    mit 
l/ft^ — a(c — y*)+&,  80  folgt  einfacher: 
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dx  ^  \/b^—a{c—t/^)  —  b  y^dy 

X  c— y*  \/h^—a{c—t/^y 

oder : 

dx xh/^dy 

Hieraus  folgt  unmittelbar: 

WO  r^i  und   ^^1  rationale  Functionen  von  \^  sind. 

Sind  wieder  M  und  i\^  rationale  Functionen  von  x^^  so  lässt  sich 
ganz  auf  dieselbe  Weise  wie  H  das  Integral: 


«.  -  j\ 


{M+  Nx)  \/a+2bx^+cx^  dx 
transformiren.     Auf  die  Integrale  H  und  Hi  Iftsst  sich  das  Integral  : 

{M+Ax).{a+2bx^+cai^)'^^  dx 
rednciren,  und  ebenso  für  t  «^  x^  das  Integral: 

L.{a+2bt+cfi)'tidt, 
wo  L  eine  rationale  Function  von  i  ist. 


/' 


;   lur 


IIL    Das  Integral: 
7  = 


«    l  {M+Nx){a+2bx  +  cx^+afx^)i^idx, 

wo  M  und  N  rationale  Functionen  von  x^  sind,  lässt  sich  auf  mehr- 
fache Weise  auf  elliptische  Integrale  reduciren.  Man  kann  sich  zuerst 
einer  der  folgenden  Substitutionen  bedienen« 

\/a+2bx  +  cx^+a'x^  =  |/a+7, 

3    S  

\/a+2bx  +  cx^+a\x^  =x\/af+t. 
Man  kann  zweitens  eine  der  Constanten  a  oder  af  in 

{a+2bx+cx^+a'x^)'^i 

1 
wegschaffen,  indem  man  x  ==  m+y  oder  x  =  m-\ —  setzt  und  fttr  m 

eine  reelle  Wurzel  der  Gleichung  a+2bm+cm'+afm^  =?=  0  nimmt 
Es  sei  auf  diese  Art  die  Quantität  a'  weggeschafft.    Setzt  man  dann: 

a+2bx+cx^  —  z^  oder  ex  =  -'b+]/b^-i-{z^—a)c, 
so  lässt  sich  J  auf  die  Form  bringen: 

Enncper,  cllipt.  Functionen.  '  28 


m 


J    \/b^+{z^—a)c     J 


+   /  Vdz, 


wo  V  und  V  rationale  Functionen  von  z  ßind. 

Offenbar  lässt  sich  auf  dem  von  Legmdre  angegebenen  Wege  auch 
das  Integral: 

/  {M+Nx)  {a  +  ^bx  +  cx'^+a'x^)'^^^  dx 

behandeln. 

Die  in  dieser  Nummer  behandelten  Integrale  sind  mehrfach  repro- 
ducivt  worden,  man  hat  auf  dieselben  Sätze  angewandt,  welche  ein- 
fache Consequenzen  der  Lehre  von  den  elliptischen  Integralen  sind. 
In  einer  sonst  sehr  hübschen  kleinen  Notiz  „Th^or^me  relatif  k  une 
cei-taine  fonction  transcendante"  (Grelle.  Journ.  t.9  p.295 — 296)  hat 
Minding  das  Integral: 


/  \/i+ax^ 


+ax^dx 

behandelt  und  sich  dazu  eines  allgemeinen  Satzes  von  Abel  (Grelle. 
Journ.  t.4  p.200)  bedient.  Richelot  (Grelle.  Journ.  t.9  p. 407— 408) 
hat  schon  bemerkt,  dass  das  von  Minding  behandelte  Integral  als 
besonderer  Fall  in  dem  obigen  von  Legendre  behandelten  Integrale 
enthalten  ist.  Unter  dem  Titel  „Note  relative  k  Tint^gration  d'une 
dquation  remarquable^  hat  Alligret  in  den  „Comptes  Rendus"^  (LOB 
p.  1144)  die  Differentialgleichung: 


{A+Bx+Cx^+Dx'^)^      (A  +By+  Cy'^+By^)^ 

behandelt  Die  Unkenntniss  der  Arbeiten  von  Legendre  und  eine 
pompöse  Ankündigung  neuer  Entdeckungen  haben  dem  Verfasser,  nii- 
achtet  einiger  eleganten  Entwickelungen,  eine  sehr  scharfe  Kritik  von 
Serret  und  Liouville  (Gompt.  Ä.  1174)  nicht  erspart. 

Die  in  II  und  III  behandelten  Integrale  finden  sich  erweitert  und 
vollständiger  ausgeführt  in  der  Dissertation :  „De  quibusdam  generibus 
integralium  ellipticornm^  (Berolini  l8ö7)  von  JRöthig,  Ein  Auszug 
dieser  lesenswerthen  Abhandlung  ist  unter  dem  Titel  „Ueber  einige 
Gattungen  elliptischer  Integrale"^  im  Journ.  f.  Math,  t.56  p.  197 — 203 
mitgetheilt 

IV.    Es  sei  P  eine  rationale  Function  von  x,  in  dem  Intregrale: 
//—    f  ^-^ 


f+bx+cx^+gx^-^-cx^+bx^+aofi 


ö } 
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oder,  was  dasselbe  ist,  in  dem  Integrale: 

C Px~^^  dx 

setze  man  x+x"^  =  2z,  also  x  «=  z'±:]/z^ — 1, 
Die  letzte  Oleichnng  differentiirt  giebt: 


dx  /    dz  dz    \  1 

~  xi  ~  \]/z+i^]/z^^)\/^ 


Setzt  man  znr  Abkürzung: 

%i(iz^—5z)+2b{2z^—i)+2cz+g  =  7, 
so  nimmt  H  die  Form  an: 

y  1/(^+1)^  y  1/(^-1)^' 

wo  Zi  und  2^  rai^ionale  Functionen  von  z  sind. 

V.  Ist  Q  eine  rationale  Function  von  y,  so  kann  man  setzen 
Q  =  M+Nyj  wo  M  und  A^  rationale  Functionen  von  y^  sind.  Es 
sei  nun: 

Qdy 


-/ 


Fflr  y^  »>  ac  nimmt  das  Integral: 

Mdy 


J  l/*+cy'- 


genau  die  Form  des  in  IV  behandelten  Integrals  an,  wenn  dort  a  =  b 
gesetzt  wird.    Fflr  y^  <=>  x  redocirt  sieh: 

Nydy 


/ 


offenbar  auf  ein  elliptisches  Integral. 

VI.    Auf  das  Integral  Hi  m  V  Iftsst  sieh  das  Integral: 

Pdx 


A 


l/a+2to*+CÄ;S 

reduciren,  wo  P  eine  rationale  Function  von  x  ist^  mittelst  der  Sub- 
stitution x  =  ('*')  ^*  Diese  Substitution  setzt  voraus,  dass  a  und  c 
gleiche  Zeichen  haben. 

28' 
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Fttr  den  Fall,  das»  ft  »=  0,  a  =  ±1  nuA  c  ^  ^\^  das  Inte- 
gral alBO  die  Form  hat: 

^       Pdx 


/, 


l/±(l-ar«)' 

vergleiche  man  über  deaaen  Rednetion  eine  Abhandlung  von  Richelot 
in  Grelle.  Jonrn.  t32  p.  213— 218. 

VII.     Es  bedeute  Q  eine  rationale  Function  von  üu^q>.    Ist'  in: 

F 


/Qd(p 


1 

m  >  1,  so  setse  man  m  ==■  -r-s-    und  sino)  =  sin«  sin^.     Es   geht 
'  Bin*«  7-  o 

dann  F  über  in: 


y y         sing  (>rfip 

^    l/i  —  sin*«  sin*^ 


wo  Q  eine  rationale  Function  von  sin*^  ist 

VIIL    Ist  m  positiv,  sonst  beliebig,  so   folgt  mittelst  der  Snbsti- 

7t 

2 


tution:  g>  ==  jr — -^r 


J    l/l+BiBin»«)  J    l/l— *«8in>' 

WO  /:*  =   r-; — .    Es  bedeutet  Q  eine  rationale  Function  von   sint^ 
und  COS9)  oder  von  cos^  und  sin^. 

IX.    Ist  Q  eine  rationale  Function  von  sin  9)  und  cos^,  so  setze 
man  zur  Reduction  des  Integrals:  • 

Qdq> 


/, 


ya+b  co89)+c  sin^) 
g)  =  2tf;4-«  und  bestimme  «  durch:  6 sin«  «»  ccos«.    Es  wird  dann 
a+ft  cos9)+csing)  =  a+(&cosa+csin«)cos2ip 
=  a+ftcosa+csin«  —  2(^coB«+C8in«)sin*^ 
oder  kürzer  a-|-^co8  9)+csin9)  =  a'i&'sin*^.    Der  Ausdruck  für  Q 
nimmt  die  Form   an  £>  =  ^+-ysinip  cos^^,  wo   ^  und  N  ratiom^le 
Functionen  von  sin*^'  sind.    Das  obige  Integral  nimmt  die  Form  aiiS 


_L  P        ^^^        4.  Jl  /^^ainy  cos^dfy 
^y    l/a'i&'sin*^       'V      l/a'±ft'sin*V?  ' 


\ 


Das   erste   der  vorstehenden  Integrale   lässt  sich   auf  elliptische 


1 
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Integrale  reduciren,  das  zweite  wird  rational   mittelst  der  Substitution 

X.  Ist  ^  eine  rationale  Function  von  singo  und  cos 9),  setzt  man: 
tang-^  =  o;,  -^  =  arotango;,  also: 

^9>  =-  npp,  flin«P  -  Y+^v  ^-^  i+^i> 
SO  geht  das  Integral: 

/Odg> 
l/^+-^cos9>+C^sin9)+Z>cos^9?+iS^sin9)  cosg^+Z'sin^g) 

unmittelbar  in  ein  elliptisclies  Integral  tlber. 

Ein  anderes   sehr   ausgezeichnetes  Verfahren  dieses  Integral  zu 
redueiren  rflhrt  von  Gauss  her.    (Werke  III  p.33d).'*') 

XI.  Es  bedeute  Q  eine  Functiou  von  sin^9>.    Für: 

.     .  „  m^sin«^ 

tang®  =  mtangtp,  BiD*q>  =  — 5 — ; — ,  .  ,    , 
®^  ®^'        ^        cos^V'+w^sin^V^^ 

j eos^y  ,     mrfy 

^^^  —  eos^tp+m^ain^fp'  ^  ~  co%^fp+mhin^ip' 
nimmt  das  Integral: 

Odq> 


~J  \/a- 


/ 


+6sin»9)  ]/af+b'%in^<p' 
die  Form  an: 

I/ä  ' 

wo: 

R  =  [acos^V'+(«+*)»»*sin^^]  {afQQffl^>+{af+V)m^Axi^^)\ 
Es  nimmt  /  die  Form  eines  elliptischen  Integrales  an,  wenn  m 
durch  eine  der  Gleichungen  a  =  (a+&)m^,  oder  a'  =  {af+1/)m!^ 
bestimmt  wird,  was  voraussetzt,  dass  a  und  a+bj  oder  af  und  af+V 
gleiche  Zeichen  haben.  Sind  diese  Bedingungen  nicht  erfllllt^  so  setze 
man  sin^  «»  o;  und  betrachte  Q  allgemeiner  als  eine  rationale  Func- 
tion von  sin^)  und  cos^).  Man  kann  dann  setzen  0  =  Xi+X^]/^ — x\ 
wo  Xi  und  X%  rationale  Functionen  von  x  sind.  Das  Integral  /  geht 
dann  ttber  in: 

^    P X^dx P  X^dx  . 

""  J  l/f^^*  \/a+b^  \/a'+b'x^     J  ]/ä+bx^  \/af+Vx^* 

•)  Vide  §  5. 
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DflB  erste  der  Torstehenden  Integrale  ist  in  I  behandelt,  das  zweite 
hat  die  Form  eines  elliptisehen  Integrals. 

Ausser  den  in  I — XI  betrachteten  Integralen  hat  Legendr e  im 
Chap.  XXVII  anf  p.  178  und  p.  180  noch  einige  Integrale  reducirt,  deren 
Yollstäudige  Ausführung  hier  zu  weit  führen  wflrde.  Da  die  behandel- 
ten Integrale  als  specielle  Fälle  der  in  IV  und  V  aufgestellten  Inte- 
grale erscheineui  «o  sollen  dieselben,  von  diesem  Gesichtspunct  aus, 
hier  noch  kurs  angemerkt  werden. 

In  dem  Integrale: 


f.  ^ 

c/    l/l  —  cos*«  Bin^9) 


setze  man: 

t    4    

l/l — cos^a  8in^9)  "*  yl/sina, 
also: 

cosasin^)  -=»  l/l — ^slna,  cos  er  cos  g)  •=  l/sinaj/y* — sina. 
Man  erhält  so: 

y2(Bina)+rfy 


A 


-/i 


l/— 8ina(l+y8)+(l+$in2a)f/* ' 
welches  Integral  sich  auf  Hx  in   V  reducirt  für: 

ft  =  — sin«,   c  =  0,  und  g  ■=«  l+sin*^a. 
Setzt  man: 

l/l — cos* a  sin* 9)  =  xyAnaj 
so  geht  das  Integral: 


B 


^'     l/l  —  COS* a  Bin*9D 


über  in: 

xj^moL^  Ax 


B 


-/, 


1/— 8ina.(l+x«)+(l+8in2a)a:8' 
Dieses  Integral   kommt  auf  das   durch  //  bezeichnete  Integral  in 
IV  zurück,  für  a  =  — sin«,   *  =  0,   c  =  0    und   g  =  l+sin*«. 
Das  von  Legendre  p.  183  behandelte  Integral: 


J-f- 


6-    /   l/i-cos*«sin*y  , 

sing) 


f#2 

nimmt  für  sing?  =     ,-===-  die  Form  an: 

l/coöcr 


J    1/(1 


(1  — coBay*)rfy 


+y®)  cos« — (l+co8*a)j/* 


.^ 
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Das  rechts  stellende  Integral  ist  ein  besonderer  Fall  des  in  V 
untersuchten  Integrals  H^. 

Bei  dieser  Gelegenheit  mögen  zn  §  5  folgende  Abhandlungen  nach- 
träglich angemerkt  werden,  welche  sich  mit  der  Rednction  elliptischer 
Integrale  auf  die  Normalform  beschäftigen^  oder  Untersuchungen  über 
derartige  Integrale  enthalten. 

Heine:  Die  Reduction  der  elliptischen  Integrale   in  ihre  kanonische 
Form.    (Borchardt  Joum.  t.ö3  p,  199—230). 
Die  Abhandlung  enthält  allgemeine  und  ausfahrliche  Untei*suchun- 
gen  über  den  Fall,  dass  die  Constanten,  welche  in  einem  elliptischen 
Differential  vorkommen,  nicht  reell  sind. 

Müller:  Beziehungen  zwischen  dem  Modul  der  elliptischen  Functio- 
nen und  den  Invarianten  der  biquadratischen  binären  Formen. 
(Zeitschrift  für  Mathem.  Jahrg.  18  p.  280— 287). 
Eine  directe  Anwendung  der  Reductionsmethode  von  Legendre  mit 
Rücksicht  auf  die  Oränzen  des  Integrals,  enthält: 
Lindman:  De  formula  integrali 

**  dx 


f 


\/Bafi+Cx^+Dx+£' 


(Grunert:  Archiv  für  Mathematik.    Theil  27  p.  1 — 12). 
Sehr  ausführlich  ist  die  Reduction  behandelt  bei 
Gudermann :  Theorie  der  Modular-Functionen  und  Modular-Integrale. 
Siebzehnter  Abschnitt.    (Grelle.  Journal  t23  p.  301— 353). 
Die  angewandten  Methoden,  an  sich  ziemlich  elementar,  enthalten 
schon   theilweise  Begriffe   und  Bezeichnungen   elliptischer  Functionen. 
Brioschi:  Sopra  una  transformazione  delF  integrale  ellitico.     (Annali 

di  Matematica  1 3  p.  216—220). 
Genoccki:  Intomo  alla  riduzione  degU  integrali  elliticL    (Annali  d. 
M.  1 6  p.  5—17). 


Note  n. 


Die  Reihen  von  Lagrange  und  Fourier. 

Da  die  Entwickelung  einer  Function  in  eine  trigonometrische 
Reihe  bei  verschiedenen  Problemen,  betreffend  die  Theta-Functionen, 
zur  Anwendung  kommt,  so  soll  eine  kurze  Herleitung  derartiger  Reihen 
hier  ausgeführt  werden.    Der  befolgte  Weg  ist  im  Wesentlichen   mit 
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dem  übereinstimmend,  welclien  Schlömlch  in  der  Schrift:  Die  Beihen- 
entwickelnngen  der  Differential-  und  Integralrechnttng  (Dresden  1851) 
eingeschlagen  hat 

Im  Folgenden  wird  vorausgesetzt,  dass  die  Functionen  q>{x\  vK*^)} 
f{x)  endlich  und  stetig  bleiben  innerhalb  der  Gräneen  des  Arguments, 
für  welche  sie  zur  Anwendung  kommen. 

Die  geometrische  Progression  ftthrt^  wenn  —  1  <  y  <  1^  auf: 

Hieraus  erhält  man  unmittelbar: 

2i\i  _y^'      1  —ye—zi)        1  —  2y  cosz+y* 

yB\nz+y^Bin2z+  ...f 
oder  durch  y  dividirt: 


sinz  *^ 


-  ^sr-^Bi 


Bmnz. 


1 — 2y  cosz+y^ 
Mit  Hülfe  dieser  Gleichung  folgt: 

d.  L 

Das  Integral  auf  der  linken  Seite  der  Gleichung  1)  bleibt  endlich 
und  stetig)  wenn  der  Nenner  1  —  2y  coBz  +  y^  von  Null  verschieden 
ist  Dieses  findet  statt,  wenn  z  innerhalb  der  Gränzen  0  und  2jr 
liegt,  welchen  Werth  au.ch  y  von  0  bis  1  annehmen  möge.  In  2)  wird 
folglich  0<£<2jr  angenommen.     Da  ftlr  ein  positives  a: 

arctangö+arctang—  =  -s-,  arctang(tanga)  =  a,  a<jr 


80  ist: 


sinz  jr  ^       ( i        ^\  ^  —  ^ 


2; 

wenn  0<-s-<^  d.i.  0<z<  2:7r.    Die  Gleichung  2)  wird  hierdurch: 

3)    — ^  =  ^  -^,  0  <  z  <  2^. 
Durch  Vertauschung  von  z  mit  Jt  —  z  folgt: 
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Es  sei: 

5)  ^-  /*%-(«)  i:"°"^"+^>dt.,os^^^. 


0 

Da  0  <  vC+t^  <  2jr,  so  lässt  sich  i^  nach  3)  auf  folgende  Form 
bringen : 

6)    A^rv/{uf-^^^du^ 

—  f  9>(^)  —  ^^-2^9^W  +  -2  /     9>(w)rft*. 

Durch  partielle  Integration  folgt: 

/.,  .sinw(w+a:)  ,  ^     .N.sin?w;    ,  v      sin  wo;    ,  . 

/TT 
9)(w)  coBw(w+a:)rfw. 

Sammirt  man  in  Beziehung  auf  n,  wendet  die  Gleichungen  3)  und 
4)  an^  so  folgt,  wegen  der  Bedeutung  von  A  aus  6): 

/n 
<p{u)  cosn(tt+a;)rfw. 

Die  gleichzeitige  Anwendung  der  Gleichungen  3)  und  4)  giebt, 
wenn  x  statt  z  gesetzt  wird  — jr  <  a:  <  ^,  0<a:<2jc;  es  ist  also 
in  den  Gleichungen  6)  und  7)  0  <  o:  <  jr.    Setzt  man : 

so   giebt  der   doppelte   Werth   von   A  aus   6)  und  7)   5=0,  wenn 
0<x<Jt.    Für  .r  =  0  ist: 

9)    A  ==    f\xu)^'^äu  =  f\xu)^äu  = 


^  1       /*^ 


0 

Durch  partielle  Integration  folgt  auch: 
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cosnudk. 


Diese  Gleichuog  in  Verbindang  mit  9)  zeigt,  dass: 
10)    -^  /      9)(u)du+  /     9)(u)^coßnudM  =  -«^pCO). 

>>^»  t/o 

Für  o;  =B  jr  geben  die  Gleichungen  4)  und  5): 

11)  A  =  r  <p'(m)^{-\y''^  du — r¥{u)\du.  = 

t/o  t/o 

Wendet  man  wieder  die  partielle  Integration  an,  so  ist  anch: 

—  /     ^W^C — l)*coBnuÄi  ■»  —  /     9)(u)^coBn(tt+:?t)dtt, 
t/o  t^ 

Aus  dieser  Gleichung  und  der  Gleichung  11)  folgt: 

12)     -5- /     9p(M)(to+  /     g)(M)^coßn(w+jr)rftt  =  «"^^W* 

tA  t/fl 


Die  Zusammenstellung  der  Gleichungen  8),  11)  und  12)  giebt: 

5  —  0,  0  <  a:  <  JT. 

1*3)    ^-^"f  9>(0),  x  —  0. 

In  dem  Integrale: 

//  X  V8inn(M — x)  . 
9\^)2d n ^ 

liege  X  zwischen  den  Grftnzen  0  und  jr.  Man  zerlege  das  Integral 
in  zwei  andere  mit  den  Gränzen  (x,  jr)  und  (0,  x).  Da  im  zweiten 
Integrale  u<Cx,  so  setze  man  Binn(2< — x)  =  — Binn(x — u).  Man 
erhält  so: 


1 


5)  /?=  /W)2^''"^^;~'^^d^-  /W)^"^"^^^~^^tf^> 

t/^.  t/o 
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Im  ersten  Integrale  ist  0  <  m — x<3ty  im  zweiten  0  <  o; — w  <  jr. 
Wendet  man  also  die  Reihe  3)  an,  so  wird  der  Werth  von  B\ 

16)    B  =r g>Xu)^^^=^äu-r ^'{ui'^^äu  ^ 

t/L  •>^  t/o 


2     ^^^^  •  2 

"0 


Ans  14)  oder  15)  erhält  man  durch  partielle  Integration: 


d.i.  nach  3)  und  4): 


/•7t 

X  Jt  X  m 

17)    B  =  -5-95 Wh 5 — 9(0) —  /     9:)(w)  coßn(w — x)d\ju 


0 
Setzt  man: 


1     /*^  /*^         ^^ 

18)    -^  /     (p(w)rfM+  /     9(t^)^^coB?i(M — x)du  -=  6i, 

80  giebt  der  doppelte  Werth  von  B  aus  16)  und  17)  Si  =  3iq){x), 
wenn  0<a:<jr.  Da  die  Werthe  von  S  und  Si  aus  8)  und  18)  zu- 
sammenfallen für  o;  s=  0  und  o;  =  :7r^  so  ist: 

Sx  =  jcq){x)f  0<a;<jr. 

-^i  =  f  y(0),  o:  =-  0. 

Stellt  man  diese  Relationen   mit  den  Gleichungen  13)  zusammen, 
so  folgt  durch  Addition  und  Subtration: 

Si+S  =  3t^ix)y  tf=a;=^, 
Si — S  =  Jtq)(x),  0  <  X  <  :7r. 
Die  Substitution  der  Werthe  von  S  und  Si  ans  8)  und  18)  führt 
auf  die  folgenden  Reihen,  welche   unter  dem  Namen   der  Reihen  von 
Lagrange  und  Fonrier  bekannt  sind. 

19)  ^9)(ar)  =    /     gp(w)rfw4-2^^co87W  /     g)(u)coHmidUj  0=a:=jr. 
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20)    x^{x)  =  2^^ainnx  i     q)(u)sianudu,  0<x<.x. 

Man  setze  x  ^=^  —z^  in  den  Integralen  rechts  u  »=  — ^  die  Glei- 
chungen  19)  and  20)  werden  dann: 

(xz\  oV^   ,  futz  /       fxv\   .  nxv  ^ 

t/o 

oder  gof  —  j  =  tp(z)  nnd  o;  statt  z  gesetzt: 

21)  aip{x)  =  /    ^>{p)dv+^^^fAi% /     ip(v)  cos —  do^  0=a;=a» 


a^sin^r 


22)  a^x)  —  2^Bin'-^  /     ^(»)  sin^*,  0<«<a. 


In  der  Gleichung  21)  nehme  man  ^(x)  — >  ^     ^^ '-,  in  22) 

X  N       A«) — /"{ — a;)     ^ 
V>(x)«=' — i — ^ -'.    Da  nnn  allgemein: 

fF{v)n—v)dv  —   I    F{—v)f(v)dv, 
so  geben  die  Gleichungen  21)  und  22): 

.Aa;)+A— 


2 


;;c)         1    #^  "'iri       fixx  i  nxv 

—  ~  2"/    A«')*+^eoB—  #    At')cos  — rf», 

2d'''''~J     /Warn  — 


a'         ^  '  «=  Zj  sm #     /(t;)  sin  —  dv. 

Aus  der  Snmme  dieser  Gleichungen  erhält  man: 

f{p)dv  +  1^  j   f{v)Gos^^^^nxdv. 


•a 

Setzt  man  rechts: 


2c(>sa  =  e^*+e^"^, 
so  ist  auch: 


I 


n      I  tf 


2a/{.T) 
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00  WtQCi       jyti  WJtVt 

Nimmt  man  in  der  ersten  Summe  rechts  n  =  m,  in  der  zweiten 

n  =  — »i,  so  ist  einfacher: 

i7t  =  CO     witxi    yia  mTtvi 

J»  =  OD  ♦/-« 

Aus  dem  Vorstehenden  ergiebt  sich  die  allgemeine  Entwickelung: 

22)    Aa:)  =       2     ^'"«~*~» 

m  =  — OD 

wo: 

la  wmvi 

23)    2ö^  =    /    /(t;)«""    ^    <fv. 


Bedeutet  i'  eine  unbegrftnzt  zunehmende  Zahl;  so  giebt  die  Glei- 
chung 19)  für  x  =  0: 

/n                     "                            pn         sin(2i'+l)Y 
9>(w)  [1  +2^eo8nw]</w  =   /     g){u) du. 
^                         h                    sin-^ 

Setzt  man  im  Integral  links  "o  ^^  ^»  ferner  q>^v)  =  VC^);  ^^ 
folgt: 


f  v>(0) = y^'' 


24)     ^V>(0)=    /       ip(t^)'-^^^S^'^,  (^ 

0 

Ist  y(v)  =  A^+^)>  80  giöbt  die  vorstehende  Gleichung: 


£s  sei: 


-/ 


.    ,sin(2y+l)y^      ,  , 

smt; 


o»i\     /t          a      ri     i     V  8in(2i;+l)M  , 
25)     C  =    I      f(u  +  z)  : —  du, 


0 

wo  V  eine  ganze,  positive  Zahl  bedeutet    Man   zerlege  C  in   eine  un- 
endliche Reihe  von  Integralen,  indem  man  setzt: 
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2n         j^^n 


+  1    +1    + ... 


0  ^n  ^^2n 

Im  ersten  Integrale  rechts  subBtituire  mau  u  =  n^,  im  zweiten 
u  =  üt+rVy  im  dritten  u  =»  2jt-\-w  u.a. f.  Die  Gränzen  der  siimmt- 
lichen  Integrale  werden  dann  0  und  jr.  Vereinigt  man  dieselben  zu 
einem  Integral^  so  nimmt  C  folgende  Form  an: 


-r 


"■  sin«' 

0 

Das  Integral  rechts  zerlege  man  in  swei  Integrale  mit  den  Grän- 
zen (0|  -Ä  )  und  (  a"!  ^J-  lo^  ersten  Integral  substituirc  man  w  =  Vy 
im  zweiten  w  =  jt  —  r.  Die  Grftnsen  beider  Integrale  sind  dann 
Ihre  Vereinigung  giebt: 


(o.  f). 


n 
2 


•26)    C=  f   /•(«)^i<H!±lL«Ä;, 


0 

27)     F(v)  =  nv+z)+n3t+v+z)+f(1x+v+z)+  ... 

+f{n—v + z)  +/'(2jr— t; + 2)  +  . . . 
Man  lasse  v  nnbcgränzt  zunehmen,  nach  24)  geht  dann  die  Glei- 
chung 26)  Aber  in: 

d.i.  nach  27):  *•  =  «> 

^  =  f  [A^)+2  2  /'('•^+^)1- 

r  =  1 
Substituirt  man  den  Wertli  von  C  aus  25),  so  erhält  man  folgende 
Gleichung,  welche  von  L^eune-Dirlchlel  herrährt: 

lim  r au+z)''^^^au  =  I  [/(2)+22Ar^+^)l,  (>'=  o-)- 

Es  ist  dieses  die  Gleichung,  welche  im  §  17  zur  Anwendung  ge- 
kommen ist. 

Ist  a  eine  beliebige  Quantität,  so  giebt  die  Gleichung  19), 

gesetzt: 


e^^+e   ^^         1    ,  oV'/     ..„acosn«  ^^   ^ 
^<nr — ß— a?i^         a         ^^  a^+vP"^ 

Für  o:  *=  jr  und  :r  «=  0  erhält  man  Meraus: 
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OD 

2  1  ^^ 


_1  -  ^v^(— ^)"« 


^CCTK g — CtTf 

Die  Differenz  dieser  Gleichungen  giebt: 


txjt  €cn 


g2+,      2 


«Tt ^ — an  ^^  ^ 


oder  a  mit  2a  vertauscht: 

^*^     ^  ^nj^^^n  =^4d4a2+(2n— 1)^- 

In  28)  and  29)  setse  man  cot  ^=  ßf  und  multiplicire  auf  beiden 
Seiten  mit  ßy  dann  folgt: 

X^+^~^'    1      <.    p«< 

Diese  Qleichnngen  mit  ä<  multiplicirt,  nach  <  swisclien  den  Griln- 
sen  0  nnd  1  integrirt  geben: 

log— 2—  =  2-106(^1 +^^^3y^,j. 
Geht  man  von  den  Logarithmen  eu  den  Zahlen  über,  so  ist: 

In  Folge  der  Ableitung  ist  ß  gans  arbiträr.  Nimmt  man  ß  =* 
ai — b  =  t(a+W),  so  folgt: 

e(a+M)t_^-(a+M)t        ain(a+&i)  ^    /Vr  /a+fttV'] 

2<(a+&i)           ""      a+bi           vL  W^/J' 

Es  sind  dieses  die  Gleichungen,  welche  zur  Reduction  der  unend- 
lichen Doppelproducte  des  §  10  zur  Anwendung  gekommen  sind. 
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Note  m. 

Transformationen  einiger  unendlichen  Produete  in  Reilien. 

In  §  12  iat  zur  Darstellung  einiger  anendlichen  Produete  in 
Reihen  das  einfache  Princip  der  Zerlegung  in  Partialbrttche  angewandt 
Allgemeinere  Untersuchungen  über  diesen  Gegenstand  hat  Heine  gege- 
ben in  einer  Abhandlung;  welche  eine  Verallgemeinerung  der  sogenann- 
ten ll^ergeometrischen  Reihe  enthält.  (Crelle.  Journ.  t  34  p.  307). 
Eine  bemerkenswerthe,  hierauf  sich  beziehende  Gleichung,  ist  in  t.  39 
des  Journal  v.  Crelle  p.  124 — 125  mitgetheilt  Eine  weitere  Darlegung 
der  geistreichen  Resultate  würde  hier  zu  weit  führen. 

Die  Entwickelung  des  in  §  15  aufgestellten  unendlichen  Products 
hat  Gauss  auf  folgende  Art  ausgeführt  in  einer  Notiz ,  welche  den 
Titel  trägt:  Varia  Imprimis  De  Integrali 

du 


A 


\/i+fifiünü^ 

und  vom  November  1799   herrührt    (Gauss,   Werke  t3  p.434).    Es 
sei: 

{\+qz)  {\+qh)  i\+q^z)...(l+qz-^)  {l+q^z"')  (1+g»^-^)...  = 

...  +-.  +  -+P+Oz+Rz^+... 
z^      z 

Setzt  man  zq^  statt  z,  so  wird  das  links  stehende  Product  repro- 

ducirt,  dividirt  durch  qz.    Hieraus  folgt: 

[•"^»+^+^+^**^"'"^«*'^-]*^  "^ 

z*      z 
Gleiche  Potenzen  von  z  fahren  auf  folgende  Gleichungen: 

q  ~  ^'    q^~  ^'   q^~  ^"'' 
oder:  Q  =  Pq^  E  =  Pq\  S  =  Pq^^,... 

Es  ist  folglich: 

1)     a+qz)  {l+q^z),..(\+qz-')  {l+q^"')...  = 
P[\+q{z+z'^)+qHz^+z-')+qHz^+z-'^)+ ...]. 
Ganz   ähnlich    wird    das  Quadrat    des    links   stehenden   Products 
entwickelt. 

Die  Bestimmung  der  Constanten  P  ist  nicht  ohne  einige  Schwierig- 
keit^ wie  auch  Jacobi  bemerkt  hat.  (Fuudamenta  p.  178)  Man  ver- 
gleiche hierüber  die  folgende  Note. 
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Mit  unendlichen  Prodacten^  wie  das  in  der  Gleichung  1)  enthal- 
tene, hat  sich  Cauchy  in  den  folgenden  Abhandlungen  beschäftigt, 
welche  gleichzeitig  Anwendungen  der  sogenannten  Residuen-Rechnung 
enthalten. 

Memoire  sur  une  certaine  classe  de  fonctions  transcendantes  li^es 
entre  elles  par  un  Systeme  qui  fournissent  comme  cas  particuliers, 
les  d^veloppements  des  facteurs  elliptiques  en  s^ries.  (Oomptes 
Rendus  1843  tXVH  p.  640— 651.) 

Memoire  sur  les  factorielles  g^om^triques.    (ib.  693 — 703). 

Memoire  sur  les  fractions  rationelles  que  Ton  pent  extraire  d'une 
fonction  transcendante,  et  sp^cialement  du  rapport  entre  deux  produits 
de  factorielles  reciproques.     (ib.  921 — 925). 

Memoire  sur  les  fonctions  qui  servent  k  d^composer  en  fractions 
rationelles  le  rapport  entre  deux  produits  de  factorielles  reciproques. 
(ibid.  1159—1164). 

Als  Supplement  zu  diesen  Abhandlungen  dient: 

Note  sur  les  propri^t^s  de  certaines  factorielles  et  sur  la  d^com- 
Position  des  fonctions  en  facteurs.  (C.  R.  1844  t.XIX  p.l069 — 1067). 


Note  IV. 

Theorem  Über  die  Theta-Functionen.    Transformation  einer  Reihe  In 

ein  Produot 

Legt  man  die  Reihen  des  §  16  als  Definitionen  der  Theta-Func- 
tionen zu  Grunde,  so  kann  man  nach  dem  Vorgange  von  Jacohi  auf 
folgende  einfache  Weise  umgekehrt  von  den  Reihen  zu  den  Producten 
übergehn. 

Die  Gleichung  22)  der  Note  II  giebt  für  a  «»  jr: 

1)    fix)  =      2    ^»  *~*' 

m  =  —  OD 
Mit  Hülfe  dieser  Gleichung  ergiebt  sich  sehr   leicht   der  Satz: 
^Jede  Function,  welche  der  Bedingung: 

genügt,  ist  von  der  Form  A9'{x)'\'B  d-Y{x\  wo  A  und  B  von  x  un- 
abhängig sind.^ 

Die  bemerkte  Bedingung  in  Verbindung  mit  der  Gleichung  1)  giebt: 

Enneper,  elUpt.  Funotionon.  29 


4&0 

OD  00  OD 

In  der  Snmme  rechts  m  mit  m  —  2  vertauBcht  giebt: 

D*  X  arbiträr  iit^  bo  kaan  diese  Gleichung  nur  stattfinden  für: 
j4^  ^r-M  8SS  —  q^^  i^m-a.  Je  nachdem  m  grade  oder  ungrade  folgt 
hieraus: 

Diese  Gleichungen  ftliren  auf: 

vo  i^o  ^nd  i^i  beliebige  Constanten  sind.    Die  Gleichung  1)  wird  f&r 
die  Torstehenden  Werthe  der  Coefficienten : 

OD  OD 

Für  4>  ■==  -^  ^lacl  -^i  «"  — iBq{  ist  einfiaoher: 

/(a;)  -  A{h{x)+B^t(x\ 

was  die  zu   beweisende  Gleichung  ist    Jenachdem  /*( — x)  «=  /(a?) 
oder  fi—x)  —  — /(a:)  ißt  /(a;)  =  A&(x)  oder  /-(x)  —  ^^,(ar).*) 

Nach  §  16  ist: 

Hx±^^i\ogq)  ^  ±iq    ^    2    /e±(^~l)«>,(a:). 
Fflr  :i;  «»  0  folgt  hieraus: 

*(±^^üogg)  =  0. 

Diese  Gleichung  zeigt,  dass  ^(x)  verschwindet  für 

Om 1 

x  —  ±-^!^ilog^,  oder  fttr  ±2xi  —  (2n— l)log«  —  logq^-^ 
d.h«  also  wenn: 

Hieraus  folgt,  daßs  1— ^^*~*e***,  1 — g^^^  er*^  Factoren  von 
&{x)  sind,  in  welchen  n  alle  ganzzahligeni  positiven  Werthe  annehmen 
kann.  Bezeidinet  man  das  Prodnot  aller  dieser  Faotoren  durob  f(x)j 
so  ist: 


*)  lieber  den  bemerkten  Satz  vergleiche  man: 

Extraits  de  deux  lettres  de  üf.  Ch.  Uermite  &  M.  Jacobu  Grelle.  J.  1 32 
p.  284. 


4^1 


OD 


2)  A^)  = //(i— ^•*~'^)(i--«'^'^*')  = 


1 

00 


7/(1  —  2jr»»-i  co82a;+S^*-*). 

Diese  Qldchung  giebt: 
fix+ilogq)  =  77(1— j*^e«*0(l— «*^*«'^  — 

\  Z-^^^n  (1  -«'-'  O  (1  -«*-»  r-»^ T'  (^rix). 

Da  nun  nach  2)  /( — x)  =«  f{x))  »o  unterscheidet  «Ich  /(x)  von 
^{x)  nur  durch  einen  Factor^  welcher  von  x  unabhängig  ist.  Mit 
Rflcksicht  auf  2)  folgt  also: 

OD 

3)     »(x)  =  F{q)l[{\—%q^^  co»2a:+^*»-*), 

i 

wo  F{q)   eine   Function   von   q  ist     Dieses  ist  dieselbe   Gleichung; 

welche  nach  Note  III   Gauss  auf  umgekehrtem  Wege  gefunden  hat; 

fttr  2;  —  —^  und    P.Fig)  =  1. 

Zur  Bestimmung  von  F{q)  dienen  die  Qleiehungen  18)  von  §  20; 
nämUch: 
*3(ir,  q)  —  *3(2a:,  ^*)+*i(2a^,  q"),  *(x,  q)  —  ^s(2«,  ^)— »ilH  ^). 

Fflr  X  sa  -r-  erhält  man  hieraus: 

4 

4)    *,(|,  g)  =  *(^,  «)  =.  ^(0,  ««). 
Nach  3)  ist: 

1 

also  g^  statt  9  geset^it: 

1 

Für  0?  —  j  giebt  die  Gleichung  3): 


6)    *(f ,  ^)  -  ^(«)jÖ'(1+^*). 


Da  die  linken  Seiten  der  Gleichungen  5)  und  6)  nach  4)  einander 
gleich  sind;  so  ergiebt  sich  zur  Bestimmung  von  F{q)\ 

oder: 

29  • 
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7)     Fiq)  ==  F(q^)  JI  i^  -  «*^)  (1 "  <?*-*)• 
In   i7(l  —  ^~~^)   unterscheide    man   die    graden    und   ungraden 
Werthe  von  n^  so  dasa: 

oder  rechts  wieder  n  statt  r  gesetzt: 

7/(1  -  tf^*-»)  -  //(l  -  S-*^)  (1  -  9"^)- 
Die  Gleichung  7)  wird  hierduch: 

8)     Fiq)  =  Fiq')JJ{i  -  «T"*)  (1  -«*^)  (1  -?'^). 
Es  sind  alle  graden  Zahlen  in  einer  der  vier  Formen  enthalten: 
8n,  8n— 2,  8n— 4,  8n  — 6.     Multiplicirt  man   die   Gleichung  8)  auf 
beiden  Seiten  mit  17(1  — (j^"),  so  lässt  sich  der  Factor  von  F(j^)  auf 
der  rechten  Seite  einfach  schreiben  Z7(l — ^").    Man  erhält  so: 

^(«)77(i-«**)  -=  FW)Il0-q''), 

oder: 

Aus  der  vorstehenden  Gleichung  folgte  dass  jede  Seite  constant 
ist  Nimmt  man  ^  »^  0^  so  reducirt  sich  jede  Seite  auf  7^(0),  es  ist 
also  F{q)  =  /'(O)  77(1  — ^2»).  Für  ^  =  0  ist  also  i?^(a:,  0)  =  1. 
Die  Gleichung  3)  giebt  dann  1  ==  ^(0),  hieraus  folgt  schliesslich: 

und  noch  3): 

Aus  dieser  Gleichung  lassen  sich  wieder  die  unendlichen  Doppel- 
producte  herstellen,  welche  im  dritten  Abschnitt  als  Zähler  und  Nenner 
der  elliptischen  Functionen  auftraten«  Da  die  Ausführung  keine  be- 
sonderen Schwierigkeiten  darbietet,  so  soll  dieselbe  hier  der  Kürze 
halber  übergangen  werden. 

Die  vorstehende  Darstellung  der  Transformation  einer  Reihe  in 
ein  Product,  mittelst  der  Reihen  von  Fourier  und  Lagrange  rührt  von 
Jacobi  her,  welcher  eine  directe  Verification  zwischen  Reihe  und  Pro- 
duct, indem  er  jeden  dieser  Ausdrücke  logarithmisch  differentiirte,  zum 
Gegenstande  einer  interessanten  Abhandlung  gemacht  hat  Man  ver- 
gleiche hierüber:  „Ueber  die  unmittelbare  Verification  einer  Fundamen- 
talformel in  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen^  enthalten  in 
Crelle's  Journal  t36  p.  75 — 80,  oder  auch  Jacobi:  Mathemat  Werke 
IL  p.  7—12. 
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Nimmt  man  in  der  Gleichung  1)  von  Note  III  z  =  — e^,  so 
ergiebt  sich  durch  Vergleichnng  mit  der  Gleichung  9): 

17(1  —  ^2») 
Da  z  in   der  No^e  ÜI  nur  die  Bedingung  zu  erfüllen   hat,   dasa 
Product  und  Reihe  endliche  Werthe  haben,  so  gilt  in  Folge  davon  die 
Gleichung  9)  für  ein  beliebiges  reelles  oder  complexes  x. 


Note  V. 

lieber  einige  Folgerungen  Jacobi's  aus  dem  Additionilheoreiii  der 
elliptischen  Functionen  durch  Combinationen  der  betreffenden  Gleichun- 
gen und  Integration. 

In  der  Abhandlung  ^Sur  la  rotation  d'un  corps^  hat  Jacobi 
(Grelle  Joum.  t.  39  p.  325,  Werke  U,  p.  171)  ein  System  von  16  Glei- 
chungen aufgestellt,  von  denen  12  je  zwei  der  Functionen: 

sinam(a+&),  cosam(a+^)>  Jam(a+ft) 
enthalten,  während  in  den  vier  übrigen  sämmtliche  drei  Functionen 
vorkommen.  Diese  Gleichungen  sind  mehrfach  abgeleitet  worden  z.B. 
von  Brach  in  der  Abhandlung  »Sur  les  formules  d*addition  des  fonc- 
tions  elliptiques  de  M.  C-G-J.  Jacobi ""  (Comptes  Rendus.  t.59  p.99 — 1004) 
und  Björling  ^Notes  sur  les  formules  d'addition  des  fonctions  ellipti- 
ques"  (Grunerts  Archiv  f.  Math,  t  47  p.  399—402). 

Aus  den  Gleichungen  fUr  cosam(a+2^)  und  Jam(a-]-^)  ergiebt 
sich  leicht  die  folgende  Gleichung: 

1)  cosamXa+^)+sinama  sinam&  Jam(a+&)  "==  cosama  cosamfr. 
Vertauscht  man  a  mit  a — fr,  darauf  — h  mit  fr,  so  folgt: 

2)  cosamft  cosam(a-|-&)+sinam&  Jama  sinam(a+&)  ====  cosamo. 
Durch  Yertauschung  von  a  und  h  folgt  hieraus: 

3)  cosama  cosam(a-h^)+sinama  zfam^  sinam(a+^)  ^^  cosam^. 

Wird  in  der  Gleichung  1)  a  durch  a-\-K  ersetzt,  so  geht  dieselbe 
über  in: 

4)  zlama  sinam(a+&) — sin  am«  cosamfr  Jam(a+ft)  =  cosama  sin  amb. 

Durch  Vertauschung  von  a  mit  b  giebt  die  vorstehende  Gleichung: 

5)  Jamfr  6inam(a-f-^)*-sinam6  cosama  Jam(a+W  =  cosam2»  sinama. 

In  der  Gleichung  4)  setze  man  a — b  statt  &,  dann  b  statt  — fr, 
es  ist  alsdann: 
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6)  Biiiaiii&  coBam(a+^)'^coBam^  Jama  oo6flni(a*^fr)  -^ 

— sinama  J^mia+b). 
Durch  VertaoBchang  von  a  mit  b  folgt  hieraoB: 

7)  sinama  cosamfa-f-ft) — oosama  Jami  coBain(a+^)  =^ 

—  sinamfr  4am(a+ft)* 
In  der  Gleichung  4)  veiiauache  man  b  mit  b — a  nnd  darauf  a 
mit  — Oy  man  erhült  (m>: 

8)  — cosama  8inam(a4'^)+Binama  Jam^  co8am(a+^)  "== 

—  MBam^  Jama. 

Diese  Gleichung    führt  durch  VertauBchung  von  a  mit  b  auf: 

9)  — cosamfr  Binam[(a+^)+BiuAiu^  Jama  coBam(a+^)  = 

—  Binama  Jnmb, 

Ersetzt  man  in  der  Gleichung  1)  a  durch  a+ICy  b  durch  ft+JK^ 
80  findet  man: 

10)  /fama  Jam6  coBam(a+ft)+^Binama  Binamft  ■» 

coBama  ooBamfr  Jam(a+6). 
In   der  Yorstehenden  Gleichung  a  —  b  Btatt  o,  dann  — b  statt  b 
gesetzt  führt  auf: 

11)  Jama  cosam^  coBam(a+6)+A^^8inamft  sinam(a+^)  ** 

cosama  Asmb  Jam(a-|-&). 
Durch  VertauBchung  von  a  mit  b  folgt  hieraus: 

12)  Jam^  cosama  co8am(a+^)+A:^^Binama8inam(a+ft)  *° 

cosamft  Jama  J^mia+b). 
Zwischen  den  Gleichungen  1)  und  10)  eliminire  man  das  Product 
sin  am  a  sin  am  ft,  man  erhält  dann  die  merkwürdige  Gleichung: 

13)  dsma  Azmb  ziam(a+&) — Ar'cosama  cosamfr  cosam(a+&)  ''^  k'y 
Werden  a  und  b  hierin  durch  a+K  und  b+K  ersetzt,  so  folgt: 

14)  zfam(a+&)+A:^8inama  sinamft  cosam(a+^)  =  Jama/iam5. 
Setzt  man   a — b  statt  a  und  darauf  — b  statt  b^  so  giebt  die 

vorstehende  Gleichung: 

15)  Jamft  Jam(a+&)+^^8inam&  cosama  sinam(a+ft)  »»  Jamo. 
Durch  VertauBchung  von  a  mit  b  erhält  man  schliesslich  aus  der 

vorstehenden  Gleichung: 

16)  ^ama  Jam(a+^)+^^BinamacoBam2^  Binam(a+2»)  "»  Jamd. 
Dieses  sind  die  16  Gleichungen  Jacobis  in  etwas  verschiedener 

Anordnung  wie  sie  Björling  abgeleitet  hat  Es  verdient  bemerkt  zu 
werden,  dass  die  Gleichung  13)  sich  schon  bei  Guetzlaff  in  einem 
kleinen  Aufsatze.  ^Aequi^tio  modularis  pro  transformatione  fdnetionum 
ellipticamm  septimi  ordinis^  findet.  (Grelle.  Joum.  1 12  p.  173). 

In  der  Abhandlung  „Formulae  novae  in  theoria  transcendentium 
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ellipticaniiD  fondamentales**  (Grelle.  J.  t  XV  p.  199—204)  hat  Jacf^hi 
durob  ein  sehr  einfaches  IntegrationBverfahren  eine  merkwürdige  Re- 
lation zwischen  Sinus  Amplitudinis  anfgestellt,  ftlr  welche  Bicheloi 
(ibid.  p.  301)  einen  direeten  Beweis  gegeben  hat 

Setst  man  im  Z&hler  von  sinam(a+i3)   a  »»  u+a,  ß  «s  u+b^  so 
lässt  sich  derselbe  schreiben: 

sinam(t4+a)  cosam(u+ft)  dsmiu+b) 

+  fnnBm{u+b)  cosam(tt+a)  Jam(tt+a) 

,    ,    .d8inam(M+ft)  ,    .        ,    ,  .^dfsinam(u+a) 

=  sinam(u+a) x^ |-ßiiiam(u+&) ^ 

au  au 

rfsinam(u+fl)  8inam(t4-|-&) 

du 

Seist  man  femer  im  Zähler  von  sinam(a+/))  a^^Uj  ß  =^  u+a-\-bf 

so  Iftsst  sich  derselbe  auf  die  Form  bringen: 

dsin  am  14 .  sin  am(tf +a+ft) 
du 

Die  Oleiehnng  beider  Werthe  von  sinam(2{4+a+&)  giebt: 

tfsinam(u+a)  sinam(u+ft) 
du 


1 — U^Av?9,m{u+a)  sin2am(u+ft) 
dsinamu  sinam(ti+^+ft) 


du 

1 — Ar^sin^amu  w?9i,m{u+a+b) 

Integrirt  man  in  Beziehung  auf  u  von  u  "»  0  bis  u  ^^  u^  so 
folgt,  wenn  man  von  den  Logarithmeti  zu  den  Zahlen  übergeht: 

l+Arsinam(t<+g)  Binam(u+ft)  1 — ^Arsinama  sinamft 
1 — ^Asinam(u+a)  sinam(u+()*l+^8inama  sinamfr 

l+/rsinamu  sinam(u+a+ft) 
1 — /rsinamfi  sinam(tt+a+^) 
Diese  Gleichung  entwickelt  giebt: 
17)  sinama  sinam&+8inamuBinai|i(u+a-|r&) — sinam(t<+A)8inam(u+^) 
»=  Ar^sinama  sinamfr  sinam(z^+a)  sinam(u+&)  sinamu  sinam(t<+A+&)* 
Vertauscht  man  Uy  Oj  b  respective  mit  ui^  ai^  bij  femer  k  mit  46m 
Complementärmodul  ßc^,  so  giebt  die  vorstehende  Gleichung: 

(tangama  tangamfr+tangamt«  tangam(t4+A+&)-^ 
tangam(w+a)  tangam(w+ft)  = 
A/^tangama  tangamfr  tangam(u+a)  tangam(u+J^)  X 
tangamr«  tangam(tf+a+fr)« 
Von  der  Gleichung  17)  y^qn^  est  formuln  nova,  maximi  momenti 
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per  totam  theoriam  fanctionum  elüpticarum^  bat  Jacobi  Anwendungen 
aaf  die  Theorie  der  eiliptiBchen  Integrale  gemaeht  Der  direete  Beweis, 
welchen  Richelot  von  der  Gleichung  17)  gegeben  hat,  beruht  auf  der 
folgenden  sehr  einfachen  Betrachtung.    Setzt  man  zur  Abkflrsung: 

sin^ama  »:  x^  Bin^am/3  =^  y,  ain^am/  »>  z, 
Bo  ist  nach  §  24: 


19) 


Binam(a+iJ)8inam(a— iJ)  =  \L,jflxu' 


sin  am  (7 + a)  sin  am  {7 — a)  = 


z — X 
\,—]c^xz' 


8inam(/?+7)Binam(/9— 7)  —  yZI^- 

Bildet  man  die  Summe  dieser  Gleichungen ,  bringt  rechts  die 
Ausdrücke  auf  denselben  Nenner,  so  ist: 

20)    8inam(a+/J)  sinam(a — ^ß)+8inam(7+a)  Binam(7  —  a) 

+BinamOJ+7)  smamOS — 7)  =  —k^rA — T5 — ttt — , o    w4 —  ,♦.   x  • 

Die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  ist  auch  gleich  dem  Producte 
der  rechten  Seiten  der  Gleichungen  19)  multiplicirt  mit  — k\  also  auch 
gleich  dem  Producte  der  linken  Seiten  der  Gleichungen  19)  multiplicirt 
mit  — k\    Die  Gleichung  20)  führt  hierdurch  auf  folgende  Gleichung: 

sinam(a+/3)  sin  am  (a — ß) — sin  am  (7 +a)  sin  am  (7 — a)+ 

sinam(/3+7)  sinam(j9 — 7)  a= 
—  A:*sinam(a+/3)  sin  am  (a — ß)  sin  am  (7 +a)  sin  am  (7 — «)  X 

sin  am(/9+7)  sin  am(/J  — 7). 
Diese    Gleichung    fUlt    mit    der    Gleichung   17)    zusammen    für: 
a+ß  =  a^  a — ß=h^  7+a  =  u+ö+ft,  also  7 — a«=w,  /J+7  =  tt+a, 
ß—y^—{u+b). 


Note  VL 

Das  Theorem  von  Fagnano.    Die  Ellipsen-  und  Hyperbelbogen. 

Theorem  von  Landen. 

Mit  dieser  Bezeichnung  ist,  wohl  namentlich  nach  Legeftdre^  ein 
geometrischer  Satz  belegt  worden,  dahin  lautend,  dass  auf  dem  um- 
fange einer  Ellipse  sich  auf  unendlich  viele  Arten  zwei  Bogen  bestim- 
men lassen,  deren  Differenz  durch  eine  gerade  Linie  ausdrttckbar  ist 


JH. 


:*  I 
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Der  Versnch,  Bogen  von  Gurven,  welche  Bogen  nieht  snperposabel  sind, 
mit  einander  zu  vergleichen;  ist  schon  vor  Fagtumo  gemacht  In  der 
folgenden  Note  sind  einige  Beispiele  mitgetheilt  von  Cnrvenbogen,  die 
sich  nicht  anf  einander  legen  lassen  nnd  doch  gleiche  Länge  haben, 
oder  deren  Differenz  sich  durch  die  Differenz  zweier  Geraden  ausdrüc- 
ken läBst  Was  die  Entdeckung  Fagnaaao's  besonders  merkwürdig 
macht  und  sich  bei  Legendre  nicht  hervorgehoben  findet,  ist  die  Weise 
wie  Fagrumo  seinen  Satz,  oder  besser  seine  Sätze,  mit  Hülfe  von  Be- 
trachtungen herleitet,  welche  eine  bemerkenswerthe  Analogie  mit  dem 
Verfahren  zeigen,  welches  der  unvergleichliche  Euler  bei  dem  Addi- 
tionstheorem der  elliptischen  Integrale  angewandt  hat.  Bei  der  emi- 
nenten historischen  Bedeutung  der  Untersuchungen  von  FoQixmw  ist 
es  wohl  am  Besten  die  eigenen  Worte  des  hervorragenden  italienischen 
Mathematikers  anzuführen.  Es  sei  noch  bemerkt,  dass  sich  über  das 
Leben  und  die  Arbeiten  des  Gonte  di  Fagnano  (geb.  zu  Sinigaglia 
26.  September  T682,  gest  1766)  eine  Reihe  vorzüglicher  Aufsätze  findet 
in:  Bulletino  di  bibliographia  e  di  storia  delle  scienze  matematiche  e 
fisiche  publicato   da  B.  Boncompagni.    Roma  1870.    T.  III  p.  1 — 66. 

Die  betreffenden  Resultate  seiner  Untersuchungen  hat  Fagnano 
zuerst  mitgetheilt  in:  Giomale  de  'Letterati  dltalla.  Tomo  Ventesimo 
sesto.  Anno  MDCCXVL  Venezia  MDCCXVL  pag.  266—279.  Das 
„Giornale^  enthält  in  seinen  verschiedenen  Bänden  eine  Reihe  mathe- 
matischer Hittheilungen  von  FagnanOy  welche  nebst  andern  Arbeiten 
später  gesammelt  erschienen  unter  dem  Titel:  Produzioni  Matematiche 
Del  Marchese  Giulio  Carlo  De'  Toschi  Di  Fagnano.  Pesaro  MDCCL. 
2  voL  in  4^  Auf  dem  Titel  jedes  Bandes  befindet  sich  innerhalb  einer 
Vignette  eine  Lemniscate  mit  der  Ueberschrift  ^Deo  Veritatis  Gloria^, 
durch  welche  Gurve  die  Entdeckungen  von  Fagnano  angedeutet  sind, 
welche  er  selbst  für  seine  bedeutendsten  gehalten  hat  Die  Aufsätze 
im  ^Giornale^  sind  von  dem  Verfasser  mit  der  Unterschrift  Fagiumi^ 
dem  Plural  von  FagnanOy  als  ^Patrizio  Senogagllese"  versehn. 

Im  Tomo  Secondo  p.336  findet  man: 

Teorema 

Da  cui  si  deduce  una  nuova  misura 

Degli  Archi  EUitici,  Iperbolici  e  Cicloidali. 

Ne'  due  polinomj  infrascritti  2^,  e  Z,  e  nelP  equazione  (1)  le 
lottere  AT,  l,  /,  g^  rappresentino  quäl  sivoglia  quantitä  costante. 

Jo  dico  in  primo  Incgo,   che  se  nell'   equazione  (1)  Tesponente  $ 

significa  Tunitä  positiva,  Tintegrale   deir   aggregato   de'   due  polinomj 

hxz 
JC+Z  h  uguale  a / . 

\/-n 
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Jo  dieo  in  Becovdo  laogo,   che  se   nella  medesima  eqnasione  (1) 
Tesponente  s  esprime  Tunitli  negativa,  allora    i*integrale  di   Ä+Zy  h 

xz]/ — h 
uguale  a  — ^7= —  . 

Vff 

.  dx\/hxx+l 

Yfxx+g 


(l)fhxxzz'+flxx'+flzz'+gt  —  a 
DimostraEione  della  fH'ima  parte  del  teorema. 
Dali*  equasione  (1)  nasce  la  segnente 

\/—rixx—gl 


(2) 


\//'hxx+fl 


e  di  piii  dalla  medesima  equazione  (1)  si  dednce  an  valore  di  x  tale 
che  la  medesima  x  h  data  per  Zy  come  appunto  2  neU'  eqaazione  (2) 
h  data  per  x.  Laonde  introducendo  z  nel  polinomio  JCy  e  x  nel 
polinomio  Z  tn  k 

(3)    X+Z^^+!^. 

Ms  reqwuione  (1)  differentiaU,  e  poi  diviu  per  2fxz  fa  conosoere 

hztlx+hxdz+—+—  —  0 

Z  X 

cioi  trasponendo,  e  dividendo  per  l/— /*/ 

dx\/ — /    dz\/^^l  hzdx        hxdz 

z\ff         x]/7     ""       '^/Tfi~^/^i 
dunque  sostitnendo  il  secondo  membro  di  quest*  ultima  equazione  in 
luogo  del  primo  di   essa  neu*  equasione  (3)  e  poscia  integrando  si 
ottiene 

,4,   ß^fz  -  -0. 

11  che  dovea  dimostrarsii  J  significa  aomma,  owero  integrale. 

DimoBtrasione  della  seconda  parte  del  teorema. 

Ponendo    Tunitk  negativa  in   vece  di  s  nell*  equasione  (1),  e 
facendo  le  debite  operazionl  ritrovasi 

(5)     ^-l/^^3 

Yfhxx+gh 
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vedesi  ancora,  cbe  x  h  data  p«r  Zy  come  z  wXV  antecedente  equa- 
zioiie  (5)  h  data  per  Xy  di  modo  che  rintrodasione  di  z  nel  polinomio 
Xy  e  di  X  nel  polinomio  Z  somministra 


e  integrando 


y  .  „        zdx]/ — h  .  xdz]/ — h 

i/?        \/ff 


(6) 


/'V^ 


xz 


)/^ 


1/F 


n  che  dova  dimostrarei. 


AppiicazioBe  della  prima  parte  del  teorema  all'  eÜBte. 

Uno  degli  assi  dell'  elisse  AGHJy  buI  quäle  si  vogliono  prendere 
rabscisse,  v.  g.  TasBe  JG  si  nomini  (2a),  il  sno  parametro  {p\  e  x 
rabscissa  variabile  CDy  che  ä  per  origini  il  centro  C.  £}  noto  agl* 
intendenti  della  geometria  interiore,  che  se  per  abbreviarc  bi  BQppone 
h'^p  —  2a,  Telemento  dell'  arco  AB  corriBpondente  all*  abBciBsa  CD  h 

dx  \Jhxx — 2a^ 

\f1a^—1axx 


SnppongaBi  dunque  questo  polinomio  egnale  al  fpolinomio  generale 
Xy  0  Bi  avrä  /  =  2a^;  /  =  — 2a;  ^  «=  2a*,  i  qnali  valori  Burrogati 
neir  equazione  (2),  e  (4)  fanno  conoscere,  che  prendendo  Taltra  ab- 
scissa  CE  =  z  ^\  \aX  natura,  che  Bia 

a|/2a*  — 2aa:a; 

^     l/Ä^^+2a8 
si  ä 

Are  ^i?+Arc.4i^=  —^'\'K 

loa 


1 
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Per  trovare  U  valore  della  costante  K  si   osaervi,  che  qnando 
cT  =B  0  allora  Tarco  AB  h  nollo,  come  anehe  respreBBione  rettilinea 

^ — y  ma  in  questo  caso  l'arco  AF  diviene  nguale  all'  arco  intiere  AG^ 

dunqne  K  h  nguale  a  questo  medesuno  arco^  e  perö  trasponendo  Tnl- 

tima  eqnazione,  e  sostitneudo  Tareo  GF  negative  in  cambio  dl  Kt^AF 

•-^axüAG  finalmente  si  Bcopre 

hxz 

2aa' 


AicAB—tacGF 


Applicazione  della  Beoonda  parte  all'  iperbola 

II  primo  aBBe  HA  dell'  iperbola  ABF  bI  chiami  (2a)  il  buo  para- 
metro  (p),  e  x  rabseiBsa  variabile  CD,  che  nasce  dal  centro  C,  Buppon- 
gasi  ancora  h  =  p+2a]  sanno  i  conoBcitori,  che  Telemento  dell'  arco 
ABf  11  quäle  corriBponde  all'  abBcisBa  CB  h 

dx\/hxx—2^ 

]/2axx—2a^ 
E  questo  polinomio   esBendo  ugnagliato  al  polinomio  generale  JC^ 
moBtra,  che  /  «*  — 2a';  /"=  2a;  ^  ■=  — 2a',  i  quali  valori  posti  nell 
equazioni  (5),  e  (6)  fanno  vedere,  che  assumendo  l'altra  abscisBa  C£  (z) 

tale,  che  si  abbia  

a\/?ixx  —  2a3 


\/hxx — haa 


Si  ottiene 

(7)    Arc^^+arc^i5:  = 

a|/2a 

Si  noti,  che  z  decresce  al  cres- 
cere  di  x  como  dascuno  poträ  da  sc 
medeBimo  aBsienrarBi. 

ChiamiBi  ora  (0  TabBciBBa  Gd^  ed 
(u)  l'altra  abBclBsa  Ce  in  modo  perd, 
che  u  sia  data  per  t^  eomo  z  per  x^ 
e  per  la  Btessa  ragione  bI  avrä 

Arc^^4-Arc-4^  = 

ayla 

Dunque  sottraendo  quest'  ultima 
equazione  dall'   equazione  (7)  in   fine 


Fig.  2. 
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si  Bcoprira 

A  rr/-  A  DJ.  XZ\ß  faj/Ä 

kt^Ff — AtcBo  =  — 7=- 5=. 

a\/2a      a\ßa 

Egli  h  viaibile,  che  ubo  dei  dno  arohi  Ff^Bhh  arbitrario.  Ana- 
log wie  auf  die  Ellipse  wendet  Fagnano  den  ersten  Theil  seines  Theo- 
rems auf  die  Epicycloide  an^  welche  Anwendung  kein  besonderes 
Interesse  darbietet.    Zum  Schlnss  fügt  er  noch  Folgendes  bei: 

Altro  teorema,  che  servo  per  misnrare  differentamente  gli 

archi  delF  iperbola. 

Teorema. 

Sieno  come  sopra  i  due  polinomj  Xy  e  Z\  io  dico,  che  se  si 
prendera 

r integrale  di  X+Z  sark  j]/fxx+g  1/*  +  —-. 

Dimostrazione. 

Introdacendo  nel  polinomio  Z  in  luogo  di  z^  t  dz  \  loro  valori 
in  Xy  e  dXy  e  operando  nel  debito  modo  si  avrä 

y  „  _läx)/ftcx+g 
fxx\lhxx-{-l 
Perleche  X-^-Z  sarä  egnale  al  differenziale  di 

-yyfxx+g  1/äH Dunque,  ec  Q.  £.  D. 

Applicazine  air  iperbola. 

Chiamisi  {2b)  il  secondo  asse  delF  iperbola^  e  (q)  11  sno  parametro, 
prendasi  sul  medesimo  secondo  asse  prolnngato  qualunque  abscissa  x] 
egli  b  giä  noto^  che  Tarco  correspondente  a  detta  abscissa  k  per  sno 
elemento 

dx\/qxx+2bxx+2b^ 

\/2bxx+2b^ 

Dnnqne  ngnagliando  questo  polinomio  al  polinomio  generale  X^ 
si  troverä  h  =  q+2b,  l  ==^  g  ^=  2b%  /"  =  2ft,  e  si  vedrä,  che 
Tabscissa 
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^      bb]/b 


dells  ^edesima  iperboU  tale,  che  U  8omma  di  qneste  dne  archi  h 
ugnale  alla  sotto  icritta  quantitit  variabOe  piü,  o  meno  uiia  qnantitk 
ooBtante 


l/f^»  l/^««+£ 


Nel  resto  si  procederä,  come  sopra,  ec 

Auf  UntersachungeDi  betreffend  die  Vergleichung  von  Bogen  be- 
sonderer Hyperbeln  und  Ellipsen^  beziehn  sich  noch  zwei  Abhandlungen 
im  Tomo  II  der  ^Produzioni^  nämlich: 

Metodo  per  trovare  nuoye  miBi^re  deigU  arcbi  dell*  iperboU  equi- 
latera,  p.  504— 509, 

Metodo  per  misurare  gli  archi  di  quella  eliBse  conica,  II  di  cui 
asse  maggiore  h  medio  proporzionale  tra  Fasae  minore,  e  il  doppio 
del  medesimo  aase  minore  p.  510 — 536. 

Diese  Abhandlungen,  welche  die  letzten  der  Sammlung  bilden,  ent- 
halten besonders  Untersuchungen  über  Gleichungen  zwischen  Differen- 
tialen Yon  den  Formen: 


dZf   j  „..      dz, 


wenn  m  eine  ganze  Zahl  bedeutet 

Uebrigens  hat  Fagnano  Relationen  von  der  Form  der  Gleichung 
(1)  und  der  im  letzten  «Teorema^  über  die  Hyperbel  enthaltenen, 
mehrfach  bei  anderen  Gelegenheiten  angewandt,  bei  Betrachtung  von 
Gurven,  deren  Bogen  auf  elliptische  Integrale  ftlhren  und  ist  dabei  zu 
Theoremen  gelangt,  welche  nicht  minder  bemerkenswerth  sind,  wie  die 
vorhergehenden. 

Was  die  Darstellung  elliptischer  Bogen  durch  Integrale  betrifft, 
so  ist  die  einfachste  und  gebräuchlichste  Art  folgende. 

Die  Hauptaxen  einer  Ellipse  (Flg.  3)  mögen  mit  den  Goordinatenaxen 
zusammenfallen,  so  dass  ihre  Gleichung  die  bekannte  Form  annimmt: 

Es  sei  0^  =  a,  Oj9  =  &,  wo  a  >  ft  ist.  Um  die  Lage  eines 
Punctes  P  der  Ellipse  zu  bestimmen,  beschreibe  man  um  den  Mittel- 
punct  0  mit  dem  Radius  OA  «^  a  einen  Kreis,  welcher  von  der  ver- 
längerten Ordinate  PP'^  des  Punctes  P  im  Puncto  P'  getroffen  wird. 
Verbindet  man   0  mit  P'  durch  eine  Gerade,  so  ist  OP'  >»  o.    Ist 


Fig.  3. 
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«:  A  A 


OP"  —  Xf   80    giebt    das  orUiogonale  Dreieck   OPP^^   die  Relation 
X  SB  acwiPOP^    AoB  dieBer  Gleicluing  und  der  Oleichung  1)  folgt: 

2)    X  =  aco^POP'.y  ^  bAnPOP'. 

Der  Winkel  POP'  heisst  die  excentrische  Anomalie  des  Pnnctes 
P.  Für  das  Folgende  ist  es  bequemer  den  Nebenwinkel  POV  zu 
nehmen,  d,  1l  das  Coviplement  der  excentrisehen  AnomaUe.  Setzt  man 
P'Or  =  %  also  POP''  ==  900— 9>,  g^  geben  die  Gleichungen  2): 

3)    x  OB  asingP)  y  ^^  beoBg>, 

Ist  ds  das  Bogenelement  der  Ellipse,  so  geben  die  Gleichungen  B): 


Der  Bogen  der  Ellipse  werde  vom  Punkte  B  an  gerechnet,  d.h. 
vom  Endpuncte  der  kleinen  Axe  an,  für  welchen  Punct  das  Complement 
der  excentrischen  Anomalie  verschwindet  Integrirt  man  in  4)  von 
9?  =«  0  an^  setzt: 
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/•> hi 

nnd  bezeichnet  die  Integrationsvariabele  dnrch  Wj  so  ergiebt   sieb  fQr 
den  Bogen  Pß  folgende  Gleichnng: 


^.     Are PB  /*^ , /, .,  .  ,     , 


0 

oder,  nach  der  Bezeichnung  von  Legendr e\ 

7)  — — -  =  E{(p). 

Ist  der  Pnnct  Q  analog  wie  der  Pnnct  P  durch  den  Winkel 
(/OB  =^  tp  bestimmt,  so  erhält  man  ähnlich  wie  die  Gleichung  7): 

8)  ^^EW. 

Bildet  man  die  Summe  der  Gleichungen  7)  und  8),  so  lässt  sich 
die  rechte  Seite  mit  Hülfe  des  Additionstheorems  in  §  26  transformi- 
ren.    Man  erh&lt  dann: 

9)     ^^^^^+^''0B  _  ^(^)+^2giny  BinV^.sinö. 

Da  nach  7)  £{ö)  wieder  das  Yerhaltniss  eines  elliptischen  Bogens 
zur  halben  grossen  Axe  ist^  so  giebt  die  Gleichung  9)  eine  Relation  zwi- 
schen elliptischen  Bogen,  wo  ^^  tp,  o  durch  die  Gleichung  verbunden  sind: 

/y         dw  P"^         dw  ^     P"^         dtv 

l/l— yt^sin^it;   J     l/l— ^2gin2w  ~  J     l/l— Ä^sin««,' 

oder  q>  =  &mUy  ^  «=  amr  gesetzt  0  =  am(tt-hi;).    Ist  ö  =  -^^  bo 

hat  man: 

jQx     siny  ^    cosy    ^  _1^  ^  /litp) 
^    cos^        Ar' sin  9)        J(^)  /f' 

Für  ö  =  y  folgt  aus  7)  Are  .4^  =  «^(y)-  Die  Gleichung  9) 
wird  dann: 

Are  PB+ Are  QB        Are  y^^ 


a  a 


+k^Binq>  sin^. 


Da  weiter  Are  AB  —  Arc^^  =  Are  QA,  so  lässt  sich  die  vorste- 
hende Gleichung  mittelst  der  Gleichungen  10)  auch  schreiben: 
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^^v     AicPB — Are QA         ,,  .        .    .         .«ßin^)  cosg) 


Diese  Gleichung  enthält  das  sogenannte  Theorem  von  Fagnano. 
£8  sei  PPiB^  die  Tangente  zur  Ellipse  im  Punete  Py  i\  der  Fuss- 
punet  des  Perpendikels,  gefällt  vom  Mittelpuncte  0  auf  die  Tangente, 
B^  der  Schnittpunet  der  Tangente  mit  der  verlängerten  kleinen  Axe 
OB.    Bringt  man  die  allgemeine  Gleichung  der  Tangente 

a«  ^  &«         ' 

wenn  X,  Y  die  laufenden  Goordinaten  bezeichnen,  fQr  den  Panct  P 
mittelst  der  Gleichungen  3)  auf  folgende  Form: 

80  findet  man,  mit  Rflcksicht  auf  5): 

13)    ^=A.?™|J52^,:P^  =  ?E£j(y). 

'      a  n(^)     ^    a  cos^ 

Es  sei  A^QQi  die  Tangente  im  Punete  0}  Af  ihr  Schnittpunet  mit 
der  verlängerten  grossen  Axe,  C^i  der  Fusspunct  des  Perpendikels,  ge- 
fällt vom  Mittelpuncte  0  auf  diese  Tangente.    Ihre  Gleichung  ist  dann: 

JTsiny  ,  Fcostp . 

a  0 

Hit  Hülfe  der  vorstehenden  Gleichung  und  der  Gleichungen  10) 
findet  man: 

QQ\         .^siny  cosy* .«^siny  eosy 

a^^      J(tp)      -^      JM     ' 

QA'        costi?  .,  .         sino)    Uf^ 


a  sintp    ^  cos  9}  ^(9)) 

Diese  Gleichungen  in  Verbindung  mit  den  Gleichungen  13)  geben: 

P^k  ^QQ\  ^  PB'—QAf  _      siny  cosy 
a  a  a  Ai^^) 

Die  Gleichung   11)  lässt  sich    hierdurch    auf   folgende  Relation 
zwischen  Bogen  und  Segmenten  gerader  Linien  reduciren: 

14)    AtüPB—AvcOA  =  PB'—QA'  —  PP^  =  QQxj 
was  die  geometrische  Bedeutung  des  Theorems  von  Fagnano  ist    Für 
die  Hyperbel  ergiebt  sich  auf   folgende  Art  ein  Ausdruck    für  den 
Bogen.    Die  Gleichung  der  Curve  auf  ihre  Hauptaxen  bezogen  ist: 

Enneper»  eUipt.  Fanotlonen.  30 
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Flg.  4. 


?z 


um  X  nnd  y  in  Fanction  einer  dritten  Variabein  darzustellen, 
beaehreibe  man  um  den  Mittelpunot  0  mit  dem  Radina  0A=^  a  einen 
EreiB.  Die  Tangente  PT  zur  Hyperbel  in  Puncte  P  schneidet  diesen 
Kreis  in  einem  Pnncte  /,  welcher  mit  dem  Mittelpnnct  0  darch  eine 
Gerade  verbunden  werde.  £&  sei  i-OlT  ==  w.  Setzt  man  OB  =  Xy 
PD  =  y,  so  ist: 

^.     Xx      Ky 

die  Gleichung  der  Tangente  PT.  Bezeichnet  man  die  Coordinaten  des 
Punctes  /  durch  Xx  und  y^j  so  genügen  dieselben  der  Gleichung  16) 
und  der  Gleichung  des  obigen  Kreises^  d.h.  man  hat: 

Die  Gleichung  der  Graden  Ol  ist: 

Xx       yi' 

Diese  Gleichung  in  Verbindung  mit  der  Gleichung  16)  giebt: 

xxj      yyx 
a2        h^ 


cosw  = 


d«L  nach  17): 


cosn; 


1 

^    \  A^  .  y^ 


oder: 
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Ans  den  Gleichungen  16)  nnd  18)  lassen  sich  x  und  y  leicht  als 
Functionen  von  n>  daretellen.    Zur  Abkürzung  setze  man: 


Ans  den  öleichungen  15)  und  18)  findet  man: 

19)    £  =  i/^— ^^«^^^^    y.  _  *2  ainiy 
a  coßw        '  a  Ar  cobw' 

welche  Aasdrttcke  denen  von  Legendre  analog  sind.  (Fonci  elL  I.  p.  16). 
Bezeichnet  man  das  Bogenelement  der  Hji^erbel  dnrch  dsy  so  geben 
die  Öleichungen  19): 

J^&  ^  k^ 

^^        k  coB^  w  l/l— Ä^Bin««^ 
d.  L 

20)    1^  ^  ^^.^:SS!S}llp]L^^-y,^,^^^„. 
'     aäm         k  dw  k^ 

Für  den  Punct  A  ist  in  Folge  der  Gleichungen  19)  iv  »»  0.  Für 
den  Punct  P  möge  n;  =  9)  sein.  Integrirt  man  die  Gleichung  20) 
von  «?  =  0  bis  «^  =  9),  so  folgt: 

ArcilP 


a 
oder  kürzer: 


^tang9)l/l— /:2ßin2g)— |- /    |/1— Ä^Bin^^rfir, 


^.v     Atg AP  BJny  A((p) E{q)) 

'         a  Arco8<p  k 

Die  Gleichungen  19)  geben,  wenn  it;  «s  9),  fllr  das  Segment  PT 
der  Tangente  folgenden  Ausdruck: 

PT  Ä'^sin?» 

a         A:co8<pJ(9)) 

Zieht  man  von  dieser  Gleichung  die  Gleichung  21)  ab,  so  folgt: 

^^v     PT — Are  AP       Arainy  cosy     E(g>) 

^  a  ^  ■         Aiip)      ■*"    * 

Es  sei  OP"  die  Asymptote  der  Hyperbel,  P"  der  Punct,  in  weichem 
die  verlängerte  Ordinate  PP  des  Punctes  P  diese  Asymptote  schneidet 
Für  das  Segment  OP*  findet  man: 

1/024.  J2  X 

a  k 

d.i.  nach  19)  ^x  w  ^^  q>: 

30* 
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a  kcoüfp 

Zieht  man  von  dieser  Gleichung  die  Gleichung  21)  ab,  bo  folgt: 

OP"— Are  AP  ^  J(y)  i  /l— siny      E(q>) 
a  ~     kV  l+Bing)"^     k 

Lässt  man  den  Punct  P  sich  vom  Puncto  .A  immer  weiter  ent- 
femen,  so  hat  der  Winkel  q^  zur  Gränze  90^  Die  vorstehende  Glei- 
chung reducirt  sich  in  diesem  Falle  auf: 

,.    OP'— Are  AP        E 

lim =  -ry 

a  k 

welche  Gleichung  den  bekannten  Satz  enthält,  dass  die  Differenz 
zwischen  der  Länge  der  Asymptote  und  dem  Bogen  einer  Hyperbel 
für  einen  unendlich  weit  sich  entfernenden  Punct  der  Curve  einen 
bestimmten,  endlichen  Ausdruck  zur  Gränze  hat 

Für  einen  Punct  Q  der  Hyperbel  möge  in  den  Gleichungen  19) 
tv  =^ip  sein.  Es  sei  S  der  Schnittpunct  der  Tangente  im  Puncte  Q 
mit  der  Axe  OX.    Analog  zur  Gleichung  22)  ist  dann: 

QS—AicAQ  kBinip  costp      E(y)) 

a  ~  A(tp)       ^     k    ' 

oder  auch,  analog  zur  Gleichung  21): 

23)    Arc^g        sintp  J(y)      E{^) 
^         a  koostp  k 

Addirt  man  diese  Gleichung  zur  Gleichung  21)  und  nimmt 
/r'tanggp  tangip  =  1,  so  folgt: 

AtcAP+AtcAQ        singp  J(cp)  ,  slatp  A{tp)      .  .        ,    ^      E 

=   -^ — ^^^H T^ — 7^ — /rsin^p  sin^ — -r 

a  Arcos^)  AT  cos  V'  ^  k 

A{(p)  E 

/rsin^  COS90         k 
Abgesehn  von  der  Bezeichnung  kommt  diese  Gleichung  mit  der- 
jenigen überein,  von  welcher  Fagtimio  bei   seinem  Theorem   über  die 
Hyperbel  ausgegangen  ist 

Die  Differenz  der  Gleichungen  21)  und  22)  giebt: 

2^.     Arc^p— Arc^i>  ^  Arc/>^  ^ 

siny  A{^) siny  Ajtp)      Ejip)  —  E(<p) 

kco%y>  kcoB^  k 

Da  E{g))  und  E{y>)  EUipsenbogen  proportional  sind,  so  folgt,  dass 

ein  beliebiger  Hyperbelbogen  sich   mit  Hülfe  von  zwei  EUipsenbogen 

ausdrücken  lässt    Dieses  nicht  sehr  überraschende  Resultat  veranlasste 

seinen  Entdecker  Landen  in  der  Abhandlung:  ^An  Investigation  of  a 
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general  Theorem  for  Unding  the  Length  of  any  Are  of  any  Conic 
Hyperbola,  by  Means  of  Two  EUiptic  Arcß,  with  some  other  new  and 
useful  Theorems  deduced  therefrom*'  (Philosophical  Transactions.  For 
the  year  1775  p.  285.'  oder  Mathematical  Memolrs  by  John  Landen. 
London  1780.  p.  33)  zu  dem  Ansruf : 

„ThuB  beyond  my  expectation,  I  find  that  the  hyperbola  may  in 
general  be  rectified  by  means  of  two  ellipsesl^. 

Diese  Entdeckung  hatte  Landen  schon  1771  in  den  Phiios.  Trans- 
act.  angekündigt, ")  es  ist  bemerkenswerth  dass  Landen  weniger  Gewicht 
auf  einige  andere  Resultate  derselben  Abhandlung  zu  legen  scheint, 
welche  seinen  Namen  in  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen  dau- 
ernd erhalten  haben,  wie  auf  das  obige  geometrische  Theorem,  welches 
an  sich  nach  den  Arbeiten  von  Legendre  von  geringer  Bedeutung  ist 
und  dessen  Urheber  wohl  schon  längst  vergessen  sein  würde. 

Weitere  Untersuchungen  über  die  Bogen  von  Ellipsen  und  Hyper- 
beln hat  Legendre  in  seinem  „Traitö**  1. 1  p.  46 — 53  gegeben.  Mit 
demselben  Gegenstande,  namentlich  was  die  Theilung  elliptischer  Bogen 
anbelangt,  beschäfbigen  sich  die  folgenden  Abhandlungen  von  Küpper i 

Demonstration  g^om^trique  de  cette  proposition,  que  tonte  fonc- 
tion  elliptique  de  premi^re  esp^ce  peut  6tre  remplac^e  par  denx 
fonctions  elliptiques  de  seconde  espöce,  et  D^veloppement  relative 
ä  la  rectification  de  Thyperbole.  (Journ.  f.  Math.  t.  55  p.  89 — 93). 

Consid^rations  g^om^triques,  destin^es  ä  faciliter  T^tude  de  la 
th6orie  des  transcendantes  elliptiques.  (Journ.  f.  Math.  i63  p.40 — 57). 

Da  weder  die  Ableitung  noch  weitere  Ausdehnungen  des  Satzes 
von  Fagncmo  gegenwärtig  besondere  Schwierigkeiten  darbieten,  so 
erscheint  es  nicht  nothwendig  alle  diesen  Gegenstand  betreffenden  Ar- 
beiten hier  anzuführen. 


*)  Man  vergleiche  hierüber:  Landen:  A  Disquisition  conceming  certain 
Fluents,  which  are  assignable  by  the  Ares  ot  Conic  Sectionsl;  wherein  are 
investigated  some  new  and  useful  theorems  for  Computing  such  Fluents  (Ph. 
Tr.  1771.  Vol.  LXI  p.  298—309).  Die  Abhandlung,  welche  sich  auf  die  Diffe- 
renz zwischen  dem  Bogen  und  entsprechenden  Segment  der  Asymptote  einer 
Hyperbel  bezieht,  wenn  beide  Längen  indefinit  zunehmen,  enthält  am  Schlüsse 
die  Ankündigung  des  oben  bemerkten  Satzes. 
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Note  yn. 

Historische  Notizen  Ober  geometrisehe  Anwendungen  elliptisclier  integrale. 
Maclauriri,  d'Alembert,  Jacob  u.  Johann  Bernoulli,  Fagnano, 
Euler,   Legendre.    Arbeiten  Ober  Fagnano.    Briniciey,   Waliace, 

Talbot,  Libri. 

DasB  die  Integrale  ^  welche  gegenwärtig  den  Namen  nelUptlBche 
Integrale^  führen,  sich  nicht  durch  bekannte  Functionen  ausdrücken 
lassen,  wurde  schon  während  des  Entstehens  der  Integralrechnung 
bem/erkt  um  nun  mit  den  geometrischen  Bedeutungen  dieser  Integrale, 
namentlich  was  die  Länge  und  Construction  von  Ourvenbogen  anbetrifft, 
zu  geometrischen  Theoremen  zu  gelangen ,  haben  die  Geometer  zu 
Ende  des  XVII.  und  im  XVIIL  Jahrhundert  verschiedene  Unter- 
suchungen angestellt,  von  denen  die  bemerkenswerthesten  angeführt 
werden  sollen.  Uan  verglich  Curvenbogen  mit  den  Bogen  von  Kegel- 
schnitten, wobei  die  Kegelschnitte  gleichsam  als  Normalcurven  zu 
Grunde  gelegt  wurden.  Derartige  Vergleiche,  welche  keine  besonderen 
Schwierigkeiten  darbieten  und  nur  von  geringem  Interesse  sind,  sollen 
hier  nur  kurz  erwähnt  werden.  Ein  Beispiel  hierzu  enthält  die  Note  VI 
in  dem  Satze  von  Landen^  dass  ein  Hyperbelbogen  mit  Hülfe  zweier 
EUipsenbogen  sich  ausdrücken  läset. 

Eine  andere  Gattung  von  Problemen  soll  nur  durch  ein  Beispiel 
angedeutet  werden,  da  derartige  Probleme  einer  allgemeinern  Theorie, 
der  Construction  von  Differentialgleichungen,  angehören.  Hierbei  han- 
delt es  sich  namentlich  darum,  Curven  geometrisch  zu  construiren,  bei 
welchen  eine  der  Coordinaten  explicite  durch  ein  elliptisches  Integral 
ausgedrückt  ist,  dessen  Gränze  die  andere  Coordinate  enthält  Ein 
Beispiel  hierzu  bietet  die  ^elastische  Curve*^  definirt  durch  die  Diffe- 
rentialgleichung: 

Durch  Integration  führt  die  vorstehende  Differentialgleichung  auf 
eine  Relation  der  bemerkten  Art    Jacob  Bernoulli,  welcher  der  ela- 
stischen  Curve  besondere  Aufmerksamkeit    gewidmet,    bemerkt    über 
diesen  Gegenstand  in  den  ^Acta  Eruditorum^  vom  Jahre  1694,  p.  272 : 
^Ego  ob  graves  causas  suspicor  curvae  nostrae  constructionem  a 
nullius  sectionis  conicae,  seu  quadratura,  seu  rectificatione  pendere^^ 
(Jacobi  Bemoulli  Opera,  Genevae  MDCCXLIV  p.  592). 
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Durch  die  vorstehenden  Worte  des  grossen  Mathematikers  zn 
einer  Behandlung  des  Problems  angeregt,  bemerkt  MoLclawin  im  t.  II. 
p.  744  seines  berühmten  Werkes  ^A  Treatise  of  Fluxions^  (Edingburgh 
MDCCXLII)  unter  Nr.  927  Folgendes  im  Anschluss  an  die  obigen  Worte 
von  BemouUi: 

„But  it  is  constructed  by  the  rectification  of  the  equilateral  hy- 
pei'bola,  for  if  the  base  of  a  figure  be  always  taken  equai  to  the 
perpendicular  from  the  centre  on  the  tangent  of  sueh  an  hyperbola, 
and  the  ordinate  equal  to  the  excess  of  the  tangent  terminated  by 
that  perpendicular  above  the  arc  intercepted  betwixt  the  vertex  of 
the  hyperbola  and  the  point  of  contaet,  than  the  figure  shail  be  the 
elastic  curve." 

Auf  ähnliche  Art  hat  Maclaurin  die  Integrale  (Fluents)  von  Aus- 
drücken^ wie  die  folgenden: 

dx  dx 

'x]/rfx^'  (^Tx^)^ 

und  anderen  analogen,  welche  sich  auf  elliptische  Differentiale  redu- 
ciren  lassen,  mit  Hülfe  der  Bogen  von  Kegelschnitten  construirt,  worüber 
namentlich  Nr.  799 — 808  auf  p.  652—660  des  ^Treatise"  zu  verglei- 
chen sind.*) 

Die  von  Maclaurin  gefundenen  Resultate  hat  d'Alembert  auf 
einfachere  Art  abgeleitet  und  um  eine  Reihe  von  Sätzen  erweitert  in 
der  Abhandlung:  ,,Recherches  sur  le  calcul  int^gral'^  (Histoire  de 
TAcadömie  de  Berlin.  Ann^e  MDCCXLVI  p.  182—224).  Der  zweite 
Theil  dieser  Abhandlung  „Des  Diff^rentielles  qui  se  rapportent  ä  la 
rectification  de  Tellipse  ou  de  Thyperbole''  behandelt  eine  Anzahl 
Differentiale,  deren  Integrale  sich  durch  einfache  Substitutionen  und 
partielle  Integrationen  auf  solche  Integrale  reduciren  lassen,  durch 
welche  der  Bogen  einer  Ellipse  oder  Hyperbel  ausgedrückt  wird.    Lässt 


v^ 


*)  In  einer  kleinen  Schrift:  Lettere  de  Signor  Giovanni  Galfi  al  Signor 
Flavio  Gangini  contente  alcuni  osservazioni  intomo  tre  artlcoli  delV  opera 
del  Signor  Colin  Maclaurin  sopra  il  calcolo  delle  Flussioni.  In  Pesaro 
MDCCLIU.  11  pag.  in  4®  (Aus  derselben  Druckerei  wie  die  Werke  von 
Fagnano)  sucht  Ga^  nacbzuweisem,  dass  die  Resultate,  welche  Maclaurin 
unter  Nr.  802,  803  und  927  seiner  Lehre  von  den  Fluzionen  angemerkt  hat, 
schon  längere  Zeit  vor  Erscheinen  dieses  Werkes  von  Fagnano  pnblicirt 
worden  seien. 

Eine  Darstellung  der  hierhin  gehörigen  Arbeiten  von  Maclaurin  findet 
man  bei  FeHx  Müller:  Studien  über  Mac  Laurin's  geometrische  Darstellung 
elliptischer  Integrale.  Berlin  1875.  Programm  d.  EÖnigl.  Realschule  zu  Berlin. 
Ostern  1875. 
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sich  ein  Differentialaasdrack  auf  das  Differential   des  Bogenelements 
einer   der  bemerkten  Curven  reduciren,  so   nennt  dieses  d'Alemberi, 
denselben  mittelst  einer  Ellipse  oder  Hyperbel  integrirt  zu  haben.      Die 
rein  analytische,  ziemlich  reichhaltige  Abhandlung  ist  von  einem   ähn- 
lichen Gedanken    nach   Classification    elliptischer  Differentiale   dnrch- 
drangen,  durch  dessen  Durchführung  später  Legendre  der  Entwicke- 
lung  der  Analysis  einen  so  bedeutenden  Dienst  geleistet  hat    Abgesehn 
von  dem  nicht  zu  unterschätzenden  Einfluss  der  Arbeiten  von  Legendre 
auf  Abel  und  Jacobi  muss  man  die  Ueberwindung  von  Schwierigkeiten 
nicht  ausser  Augen  lassen,  welche  solche  eminenten  Geister  wie  Mac- 
laurin  und  cTAlembert  auf  isolirte  Resultate  beschränkt  haben. 

Eine  dritte  Gattung  von  Problemen,  von  welcher  hier  besonders 
die  Rede  sein  soll,  besteht  in  Yergleichung  von  Bogen  ein  und  der- 
selben Curve  unter  einander,  ohne  dieselben  erst  mit  einem  Eilipsen- 
oder  Hyperbelbogen  zu  vergleichen.  Es  kommt  bei  diesen  Problemen 
besonders  darauf  an,  durch  glücklich  gewählte  Substitutionen  besondere 
elliptische  Integrale  zu  transformiren.  Die  Idee  Bogen  derselben  Curve, 
welche  Bogen  nicht  congruent  zu  sein  brauchen,  mit  einander  zu  ver- 
gleichen, findet  sich  zuerst  bei  einem  der  Mitbegründer  der  Integral- 
rechnung, dem  genialen  Jacob  BemoulU  in  der  Abhandlung:  „Specimen 
calculi  dlfferentialis  in  dimensione  Parabolae  helicoidis^',  welche  die 
„Acta  Eruditorum'^  vom  Jahre  1691  (p.  13  u.  f.)  enthalten.  (Auch 
Opera  p.  431— 442). 

Fig.  5. 
B 


Die  Axe   einer   gewöhnlichen  Parabel    werde   auf  dem   Umfange 
eines  Kreises  BCDM  aufgerollt    Die  Curve,  welche  dann   durch  die 
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Endpunote  der  ursprünglichen  Ordinalen  geht,  nach  dem  Mittelpnnct 
des  Kreises  zu  gerichtet^  nämlich  BFGNAy  heisst  die  parabolische 
Spirale  ( —  dicltar  nobis  Paräbola  helicoideSy  vel  si  mavis,  Spiralis 
parabolica). 

Der  Entstehensweise  nach  ist  das  Quadrat  von  CF  proportional 
dem  Bogen  BC.  Bezeichnet  man  durch  r  den  Radinsvector  AF  des 
Punctes  Fy  durch  a  den  Halbmesser  des  Kreises,  so  ist  CF  =  a — r. 
Ist    femer    w    der  Winkel    CßAj    so    ist    der  Definition   zu  Folge: 

{a — r)2  =  2abtVy  oder  a — r  =  ]/2abWy  wo  b  eine  Constante  bedeu- 
tet, die  Polargleichung  der  parabolischen  Spirale.  Ist  ds  das  Bogen- 
element  der  Curve,  so  folgt: 

Man  bezeichne  durch  Si  den  Bogen,  dessen  Endpuncte  den  Wer- 

a  a 

then   "s-  und  -k  +  c   von  r  entsprechen,   ferner   durch  *2   den  Bogen, 

a  a 

dessen  Endpuncte  den  Werthen  von  -^ — c  und  -^  von  r  entsprechen. 

Es  ist  dann: 

a  ,  a 


a  ^  a 

1  2 


Setzt  man  r  =  -5-+;?  im  Integrale  für  s^,  femer  r  =  y  — z  im 
Integrale  für  ^29  ^o  zeigt  eine  leichte  Rechnung: 

t/o 
woraus  man  unmittelbar  mit  Bemoulli  (Opera  p.434)  folgert: 

„ —  unde  patet   quod,   in   curvis   etiam   illis   quae  rectificationem 
nondum  accepemnt  partes  aequales   dissimilares   assignari  possunt'^ 

Diese  Entdeckung  theilte  Jacob  Bemoulli  seinem  geistig  ebenbür- 
tigen Bruder  Johann  Bemoulli  mit,  der  sich  wohl  in  Folge  davon  auf 
p.  374  der  „Acta  Eruditorum'^  vom  Jahre  1695  das  Problem  stellte,  zu 
einer  gegebenen  Curve  eine  andere  zu  finden,  so  dass  die  Summe  oder 
Differenz  der  Bogen  sich  durch  Kreisbogen  ausdrücken  lässt.  Als 
Fortsetzung  enthalten  die  „Acta  Emditorum''  vom  Jahre  1698  auf 
p.  462  u.  f.  (Vide  auch  Johannis  Bemoulli  Opera  omnia  t.  L  p.  249. 
Lausannae  et  Oenevae.  MDCCXLII)  die  Abhandlung:  „Theorema  univer- 
sale Rectificationi  Linearum  curvamm  inserviens.'^    In  einem  besonderen 


r  ^ 


•>,  J 


','>•*. 


J 


1 -v-V 
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Falle  redttciren  sich  die  beiden  Carven  auf  eine  Carve,  nämlich  die 
cubische  Parabel.  Johann  BemoulU  bemerkt  hierzu:  (A.  £.  p.  465, 
Opera  I.  252) 

,; —  adeoqne  est  Parabola  cubicalis  primaria  qnae  cum  se  ipse  com- 
parata  rectificari  potest,  seu  in  qua  assignari  possnnt  dno  arcus,  qno- 
rnm  differentia  est  rectificabilis.  Hie  ergo  incidlmus  quasi  fortuito 
in  perelegantem  hujus  famosissimae  curvae  alias  irrectificabilis  pro- 
prietatem  . . .  /^ 
^v  ^&  ^^^  Beweis  dieser  Eigenschaft  der  cubischen  Parabel,  enthalten 

in  der  Gleichung  Sa^  »=  x^j  zusammenfällt  mit  analogen  Theoremen 
für  andere  Curven,  so  soll  er  mit  erwähnt  werden   bei  Betrachtung 
«^  anderer  Parabeln. 

■^j^ .  Die  bemerkte  Abhandlung  von  Johann  BemoulU  legte  den  Grund 

1^;  >.  zu  sehr  scharfsinnigen  Untersuchungen  von  Fagnano,  enthalten  in  der 

Abhandlung: 

,,Nuoyo  metodo  per  rettificare   la   differenze   die   due   archi  (uno 
de'  quali  h  dato)  in  infinite  specie  de  Parabole  irrettificabili^, 
welche  zuerst  1715  im  tomo  ventesimo  secondo  (p.  229  u.  f.)  des  ,,Gior- 
nale   de'   letterati   dltalia'^  erschien   und  auf  p.  317 — 330  im  t  II  der 
„Produzioni''  sich  abgedruckt  findet 

Im  ,,Giornale'^  (Tomo  Decimonono  p.  438)   hatte  Fagnano   1714 
den  Mathematikern  folgendes  Problem  vorgelegt: 

,,Sia  data  una  parabola  biquadratica  primaria  che  ä  per  equa- 
zione  costitutiva  x^  =  y  e  sia  data  ancora  una  porzione  dl  essa; 
dimando,  che  si  assegni  un'  altra  porzione  nella  medesima  curva  tale, 
che  la  differenza  delle  porzioni  suddette  sia  rettificabile. 

Se  i  geometri  si  degneranno  riflettere  a  quanto  scrive  Tincompa- 
rabile  sig.  Giovanni  Bemoulli  negli  atti  di  Lipsia  deir  anno  1698 
alla  pag.  465.  dopo  la  linea  5.  non  giudlcheranno  questo  problema 
affato  indegno  della  loro  attenzione'^ 

Da  keine  Lösung  dieses  Problems  einlief,  so  gab  Fagnano  dieselbe 
in   Verbindung    mit   ähnlichen   Problemen    in    der    oben   angefahrten 
.      Abhandlung. 

Fagnano  geht  im  Wesentlichen  von  folgenden  Betrachtungen  aus. 
Es  sei  a  eine  Constante,  m  eine  beliebige,  reelle  Zahl  und: 

a* 
die  Gleichung  einer  paraboUschen  Cnrve.    Dnrch  t  bezeichne  man  das 
Segment  der  Tangente  des  Pnnctes  {x,  y)  zwischen  diesem  Pnncte  und 

■i 


v> 
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P-^ 


der  AbscifiBenaxe.    Die  Gleichung  der  Gnrve  giebt  dann: 

WO  y'  ==  —  gwetzt  ist    Bezeichnet  man  durch  s  den  Bogen,  so  ist 
fttr  die  obige  Parabel:  

Durch  partielle  Integration  findet  man  leicht: 
»1+2 


Diese  Gleichung  lässt  sieh  nach  2)  und  3)  auch  schreiben: 
»1+2 ,        ^. 


oder : 


4) 


m+2 


m 


(«- 


/ 


d^ 


i/'+(r 


Nimmt  man  das  rechts  stehende  Integral  zwischen  zwei  bestimm- 
ten Oränzen,  so  ist  seine  geometrische  Bedeutung,  das  Product  eines 

m  die  Länge  eines  Bogens  der  Parabel,  ver- 


Constanten  Factors 


m 


mindert  um  die  Differenz  der  Längen  der  Tangenten,  welche  durch 
die  Endpuncte  des  Bogens  gehn.  Unter  der  Länge  der  Tangente  ist 
das  Segment  derselben  zwischen  Oontactpunct  und  Schnittpunct  mit 
der  Abscissenaxe  gemeint. 


Es  sei  AB  ein  Bogen  der  in 
Rede  stehenden  Parabel.  Die  Ab- 
scissen  der  Puncto  Py  i\,  Q  und 
Ol  seien  respecüve  üCqj  x^^  z^  und  z^. 
Die  Tangenten  in  diesen  Puncten 
zur  Curve  mögen  die  Abscissenaxe 
in  den  Puncten  Ä,  Äi,  S  und  S^ 
schneiden.  Zu  Folge  der  Gleichung 
4)  hat  man  dann: 


Fig.  6. 


m+2 


\/ 


+ 


\aj 
Ax<iPPi—(PiRi~PR), 


R   B, 
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l/'HfJ 


LäBst  sich  das  Integral  anf  der  linken  Seite  der  Gleichung  5) 
so  transformiren,  durch  Einführung  einer  Yariabein  z^  dass  die  Func- 
tion unter  dem  Integralzeichen  ungeändert  bleibt,  also  das  Integral  in 
das  Integral  der  Gleichung  5)  übergeht,  so  erhält  man  durch  Verglei- 
chung  der  rechten  Seiten  der  Gleichungen  5)  und  6): 

AviiPPi  —  iPiRi  —  PB)  =  ArcQOi—iQiSi  —  OS). 
Es  kommt  hierbei  wesentlich  darauf  an,  ein  Integral  der  Differen- 
tialgleichung: 

dx  dz 


'+©"  i/'+(f)" 


zu  finden,  oder  von  der  folgenden: 


-.  dx  .  dz  ^ 

Für  folgende  Fälle  hat  Fagnano  das  Integral  gegeben. 


x^ 


m  =  i.    Die  Gleichung  der  Curve  ist   y  =  -^-^y  man  hat  dann 

die  cubische  Parabel     Der  Gleichung  7)  genügt  xz  =  a\ 

2a:* 

w  =  3.    Die  Gleichung  1)  giebt:   y  =»  — »-.     Der  Gleichung  7) 

5a« 
wird  genügt  durch: 


X 


a  z 

a 


^^„  (.  +  £)(,  +  £)_, 


m  =  6.     Die  Gleichung  1)  giebt  dann   die  Gleichung  der  biqua- 


x* 


dratischen  Parabel  y  =  —y    Zwischen  x  und   z  der  Gleichung   7) 
besteht  die  Relation: 


X 

a 


(0 


1 


©"-' 


Dieser  Fall  entspricht  dem  Problem  von   Fagnano.     Ausserdem 
hat  Fagnano  noch  folgende  Fälle  der  Gleichung  1)  behandelt: 
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tn  =  —j-f  y  =  3a*  o:*,  oder  y^  =  27a2a;. 

6    .  5    3    2,,        3125   ,  „ 

m  =  — y,  y  =  ya*a;5,  oder  y»  =  -^(^^^^S 

w  =  — y,  y  ===  4a*a;i,  oder  y^  =  2b^a^x. 
Man  bemerkt  hierbei  leicht,  dass  diese  Gleichungen  durch  Ver- 
tauBchung  von  x  und  y  aus  den  vorhin  behandelten  drei  Gleichungen 
sich  ergeben.  Sowohl  die  vorstehenden  drei  Fälle,  sowie  der  Bogen 
der  Curve,  deren  Gleichung  aus  1)  fttr  »i  =  —  —  folgt,-  welchen 
Fagnano  ebenfalls  untersucht  hat,  lassen  sich  leicht  direct  behandeln, 
wenn  man  die  Integrale  für  den  Bogen  aul'  die  Normalform  elliptischer 
Integrale  reducirt  Zu  bemerken  ist,  dass  Fagnano  von  dem  folgenden 
Resultat  ausgeht    Setzt  man: 

x^ — ^  ric*"4~  dV^""''^ 

so   ist   (x'^+p)  (z^'+p)  =  r    ein    Integral    der    Differentialgleichung 
9>{x)dx+g>{z)dz  =  0. 

Die  zu  Anfang  angeführte  Abhandlung  von  Fagnano  beginnt  eine 
Reihe  von  Aufsätzen,  in  welchen  der  geistvolle  Geometer  in  höchst 
scharfsinniger  Weise  seine  relativ  geringen  Hülfsmittel  auf  eine  detail- 
lirte  Untersuchung  der  Lemniscate  und  der  cubischen  Parabel  anwendet. 
Da  eine  Anführung  der  einschlägigen  Arbeiten  zu  weit  führen  würde, 
indem  eine  ziemliche  Anzahl  isolirter  Formeln,  welche  in  der  Art  ihrer 
Anwendung,  keinen  inneren  Zusammenhang  zeigen,  sich  nicht  fttglich 
reproduciren  lässt,  so  sollen  nur  die  wesentlichsten  Entdeckungen  her- 
vorgehoben werden.  Diese  Entdeckungen,  welche  bei  Fagnano  den 
zur  Ausführung  gekommenen  Wunsch  erregten,  dass  zur  Erinnerung 
auf  seinem  Grabsteine  eine  Lemniscate  eingemeisselt  werde,  haben  den 
Namen  des  italienischen  Mathematikers  in  Verbindung  mit  Problemen 
der  Integralrechnung  erhalten,  welche  das  grösste  mathematische  Genie 
zweier  Jahrhunderte  zum  Gegenstand  bewunderungswerther  Arbeiten 
gemacht  hat   (Gauss,  Werke  I.  p.  413). 

Da  sich  sämmtliche  Citate  auf  den  Tomo  Secondo  der  „Produ- 
zioni    beziehn,  so  sollen  nur  die  Seitenzahlen  angemerkt  werden. 

Fig.  7. 


\ 
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Auf  p.  328  wird  das  Problem  behandelt  ^  den  Quadranten  der 
LemniBcate  zu  halbiren.    Man  ersetze  die  Gleichung  der  Lemniscate 

8)  -  =  i/m+w«  ^  =  i/«r^. 

Der  Bogen  CS  werde  vom  Puncto  C  an  gerechnet  Hat  f^  f&r 
den  Pnnct  /S  den  Werth  my  so  ist: 

9)     kr^CS--^.r,    ^^        . 

Für: 

1 — i; 

1+r 

folgt:  1--« 

1+01 

Ist   in   den   Gleichungen   8)   ftlr  den   Punct  M  u^=^  r-r —  und 

u  =  i  für  den  Punct  L^  so  geben  die  Gleichungen  9)  und  10): 

Are  6»  -=  ArcCZ;— Arc(7if  =  An^LNM. 

1 — m 
Ist  m  =  T-; — ,  80  fallen  die  Puncto  S  und  M  im  Puncto  T  zu- 
1+ot' 

sammen,  der  Quadrant  der  Lemniscate  wird  dann  im  Puncto  Thalbirt 

Eine  andere  Methode  der  Halbirung  beruht  auf  folgenden  Formeln. 

Auf  pag.  356  und  357  findet  Fagnano  aus : 

die  Differentialgleichungen: 

i/i+^*  ""1/2  i/r=^'  i/rp^  '^  i/r=¥** 

Mittelst  der  Gleichungen  11)  und  12)  Iftsst  sich  der  Bogen  der 
cubischen  Parabel  durch  den  Bogen  der  Lemniscate  auf  zwei  verschie- 
dene Arten  ausdrücken.  Weitere  Formeln  f&r  denselben  Zweck  auf 
p.  357  und  p.  358  bieten  kein  besonderes  Interesse. 

Eliminirt  man  x  zwischen  den  Gleichungen  11)  und  den  Glei- 
chungen 12)y  so  folgt  fttr  das  obere  Zeichen: 

13)     z  =    ^1/^    ^  ^u)/r^^     l/i— i/l  — z*  ^     ttt/2 
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14)         ^^       =      ^ 

Es  Bei  r  der  Radinsvector  eines  Punctes  der  Lemniscate,  man 

f 
setze  —y=:  =  Zj  ist  ds  das  Bogenelement,  so  findet  man  leicht: 

1     ds  1 


a]/2  dz        l/lw-z*' 

Die  Gleichungen  13)  and  14)  geben  hierdurch  ein  Mittel  den 
doppelten  Bogen  CS  eines  Bogens  CI  zu  finden,  oder  umgekehi*t  die 
Hüfte  CI  eines  gegebenen  Bogens  algebraisch  zu  bestimmen. 

In  den  Gleichungen  11)  und  12)  nehme  man  das  untere  Zeichen. 
Setzt  man  t  statt  u^  so  folgt: 

...     l/l  +  l/l-^^  __      t\/2  _2t]/T^ 

l/l— z^  l/l— ^4 

Ist  CS  =  za\/2f  CH  =  /al/2,  so  geben  die  vorstehenden  Glei- 
chungen Are  CS  s=  2Arci7Z.    Fallen  die  Puncto  H  und  Szusammen, 

nimmt  man  in  der  Gleichung  Ib)  z  =  t,  also  2*  =  21/3  —  3,  so  ist 
hierdurch  algebraisch  das  Problem  der  Dreitheilung  des  Lemniscaten- 
bogens  gelöst 

Setzt  man  weiter: 

CI  =  m]ßj  CS  =  za\/2  CO  =  tol/2, 

so  ist  CS  —  2(77;  (7/  —  20Z,  folgUch  CS  —  40/;.  Fallen  die 
Puncto  S  und  0  zusammen ,  so  wird  dadurch  der  ftlnfte  Theil  des 
Quadranten  der  Lemniscate  bestimmt 

Aus  dem  Vorhergehenden  schllesst  Fagnano,  dass  der  Quadrant 
der  Lemniscate  sich  algebraisch  in  gleiche  Theile  zerlegen  lässt,  wenn 
die  Anzahl  derselben  in  einer  der  drei  Formen  2.2"*,  3.2'»,  5.2"* 
enthalten  ist^  wo  m  eine  positive,  ganze  Zahl  bezeichnet: 

„E  questa  h  una  nuova,  e  singolare  proprietä  della  mia  curva'* 
(p.  368). 

Die  ebenso  eleganten  wie  merkwürdigen  Theoreme  von  Fagmum 
bewogen  FMer  sein  Additionstheorem  in  einer  Reihe  von  Abhandlun- 
gen theils  weiter  auszuführen,  theils  geometrisch  zu  verwerthen.  Der 
ziemliche  Umfang  dieser  Abhandlungen  gestattet  keine  eingehendere 
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Analyse  derselben,  einige  Andeutungen  der  bemerkenswerthesten  Re- 
sultate mögen  genügen.  Hier  wie  in  fast  allen  Theilen  der  Mathe- 
matik tritt  die  wahrhaft  staunenerregende  Productivität  Euler's  in 
bemerkenswerther  Weise  hervor. 

In  der  Abhandlung:  „Observationes  de  comparatione  arcnnm  cur- 
varnm  irrectificabilium"  (Novi  Commentarii  Acad.  Petropolitanae.  T.  VI 
p.  58 — 84.  Petropoli  1761)  bestimmt  Euler  auf  dem  Qudranten  einer 
Ellipse  zwei  Bogen^  deren  Summe  sich  geometrisch  ausdrücken  lässt 

Wird  die  halbe  grosse  Axe  zur  Einheit  genommen,  ist  c  die  halbe 
kleine  Axe,  setzt  man  1 — c^  =  n,  so  stellt  sich  Euler  die  Aufgabe, 
die  Integrabilität  des  Differentialausdrucks 

zu   bestimmen.     Hierbei   wird   bemerkt:   „—  cum   igitur   tentaminibus 

I  / 1  ^—nx^ 
totum  negotium  absolvi  debeat,  fingatur  1/  ^ j    =  ow,  et  a   ita 

concipiatur  ut  vicissem  fiat  I  /   .         ,   =  ax". 

Da  n  <  1  ist,  so  führt  die  obige  Annahme  zu  keinem  rollen  Re- 
sultate.    Eüler  setzt  daher  (tentemus  ei^o  alias  formulas): 

^ß^      I  /\~1^  ^     I  /^ — ^^^  « 

Hieraus  folgt  a  =  1  und 

19)    x^+u^  =  \+nxhjL\ 

Für  a  =»  1  ist  nach  18)   der  Differentialausdruck   in  17)  gleich 

dx      du  ^  djx^+y^) 

u       X  2xu 

d.i.  nach  19): 

dx  ^  du 

u        X 

Findet  die  Gleichung  19)  statt,  so  ist  also 

Da  nach  10)  w  ===  1  für  a;  =  0,  so  giebt  die  vorstehende  Glei- 
chung integrirt:         

—nu^ 


r-i/\^'+r-i/\E^ 


2   =  nxtu 


Diese  Gleichung  enthält  Nichts  weiter  wie  den  Satz  von  Fagnano. 
Euler  giebt  für  denselben  folgende  einfache,  leicht  zu  beweisende 
Construction  an. 
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Die  Tangente  im  Puncte  P  der  Ellipse  ^-  S- 

treffe  die  kleine  Axe  OB  im  Puncte  Q, 
Auf  dieser  Tangente  werde  QR  =  OA^  d. 
h.  gleich  der  halben  grossen  Axe  abgeschnit- 
ten.' Die  Parallele  zn  OB  durch  R  trifft 
die  Ellipse  im  Pnncte  S.    Es  ist  dann: 

Are  PB— Are  AS  =  PM, 
wo  M  der  Fusspnnct  des  Perpendikels   ist, 
gefönt  vom  Mittelpnncte  0  der  Ellipse  auf 
die  Tangente  des  Pnnctes  P. 

Im  weiteren  Verlauf  der  Abhandlung  reproducirt  Euler  eine  ziem- 
liche Zahl  der  von  Fagnano  gefundenen  Formeln.  Zu  diesen  wird  der 
folgende  Satz  hinzugefügt: 

Theorema. 
yß\   corda   arcus  simplicis   CM  fit  =  z   et   corda   arcus  n  cupli 
CM(^>  =  Uy  erit  corda  arcus  (n+1)  cupli 


6fi!f(«+i)  ^ 


l/n::J'+Vr 


+  z^ 


u 


-uz\/ 


(l_^2)(l_^2) 


Der  T.  VII  der  ^^oyi  Commentarii"  (Petropoü  1761)  enthält  in 
verkehrter  Reihenfolge  die  Abhandlungen  Euler' s\ 

äpecimen  novae  methodi  curvarum  quadraturas  et  rectificationes 
aliasque  quantitates  transcendentes  inter  se  comparandi.    (p.  83 — 127). 

Specimen  alterum  methodi  novae  quantitates  transcendentes  inter 
se  comparandi  de  comparatione  arcuum  Ellipsis.    (p.  3 — 48). 

Es  seien  X  und  V  dieselben  Functionen  von  x  und  y.  I^immt  man 
zwischen  x  und  y  die  Gleichung  a+2ß{x-\'y)+y{x^+y'^)+16xy  «=»  0 
an,  so  lassen  sich  mittelst  derselben  Integrale  herstellen,  J  Xdx,  J  Ydy 
mit  deren  Hülfe  sich  die  Summen  von  Kreisbogen  und  Parabelbogen 
ohne  zu  weitläufige  Rechnungen  ausdrücken  lassen.  Diese  Methode 
bildet  den  Gegenstand  der  ersten  Abhandlung.  Mit  seinem  unüber- 
trefflichen Talent,  vom  Einfachen  zum  Complicirten  auf  systematische 
Weise  voranzugehn,  nimmt  Euler  in  der  zweiten  Abhandlung  die  „Ae- 
quatio  canonica"  0  =  a+y{oox+yy)-]r^dxy+C,xocyy  als  Ausgangspunct 
zur  Herstellung  seines  Additionstheorems. 

Setzt  man  zur  Abkürzung  mit  Euler: 


^'^•=/^ 


A+Cx^+Ex* 


Enneper»  eU^t.  Fvnotionen. 
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so  finden  folgende  Gleiohnngen  statt  (pag.  11): 

II(^)+II(y)-ni^)  = 

wo: 

22)    z^— A^Ex^^ • 

Für  ^  =  0,  Cy  =  0  repr&sentiren  die  Gleichungen  20)— 22)  das 
Additionstheorem  der  elliptischen  Integrale  erster  Gattung,  für  A  =  i, 
C  —  —  (1  +k^\  E=-k\  A'=\,  B'==  —k\  6?'  =  0  zeigen  dieselben 
Gleichungen,  dass  Euler  auch  als  Entdecker  des  Additionstheorems  der 
elliptischen  Integrale  zweiter  Gattung  angesehn  werden  muss,  welches 
Theorem  auf  p,  24  in  der  gertJÖhnliclten  Form  direct  ausgesprochen 
sich  vorfindet.  Von  pag.  24  an  bis  zum  Ende  der  Abhandlung  bedient 
sich  Euler  fortwährend  dieses  Satzes  zur  Vcrgleichung  von  Ellipsenbogen. 
Nachdem  schon  auf  p.  14  bemerkt,  wie  die  Gleichung  II{x)  =  nlliy} 
herzustellen  ist,  finden  sich  auf  p.  37  u.  p.  46  Probleme  über  Verdoppe- 
lung und  Verdreifachung  eines  elliptischen  Bogens.*) 

Im  t.  VII  der  ,yComment  Petropol/'  findet  sich  noch  folgender 
Aufsatz  Euler^s: 

Demonstratio  theorematis  et  solutio  problematis  in  Actis  Erudito- 
rum  Lipsiensibus  propositorum.  (p.  128 — 162)/^) 

Das  zu  beweisende  Theorem  besteht  in  Folgendem. 

Es  sei  (Fig.  9)  />/>'  ein  gegebener  Diameter  der  Ellipse  ABA'B\ 
Man  construire  den  conjugirten  Diameter  CC".  Es  werde  auf  der  Ver- 
längerung von  C(y  vom  Mittelpunct  0  der  Ellipse  aus  das  Segment 
OE  >»  OA  abgeschnitten.  Vom  Puncte  E  fälle  man  das  Perpendikel 
EH  auf  OAj  welches  den  umfang  der  Ellipse  im  Puncte  /^  trifiPL 
Durch  den  Punct  P  ist  dann  der  halbe  Umfang  DBCAD*  der  Ellipse 
zwischen  den  Endpuncten  des  gegebenen  Diameters  DD*  so  getheilt, 
dass  ÄxiiDBP—AxtPAD'  =  FF*  ist  Die  Puncte  F  und  P  sind 
die  Fusspuncte  der  Perpendikel  gefällt  von  den  Puncten  D  und  />' 
auf  den  conjugirten  Diameter  CC*. 

Euler  hat  den  Beweis  dieses  Theorems  gegeben,  sowie  die  Lösung 
des  Problems  auf  dem  elliptischen  Quadranten  AB  zwei  Puncte  p  und 


•)  Problema  7. 

PropoBito  Ellipsis  arcn  quocunque  fg^  a  dato  puncto  p  absdndere  arcum 
pqrs,  qni  ab  illins  arcus  fg  triplo,  ditferat  quantitate  geometrice  assignabilL 
')  Nova  Acta  Eruditorum  MDCCLIV  p.  40. 
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1 
q  so  zu  bestimmen,  dass  Are pq  ^^^  -^  Art  AB.    Dieses  letztere  Problem 

wird  auf  ein  geometrisches  Problem  redncirt  Die  Tangente  des  Pnnctes 
p  schneide  die  verlängerten  Hauptaxen  OA  nnd  OB  der  Ellipse  in 
den  Pnncten  p^  nnd  p^'.  Der  Punct  p  ist  dann  durch  die  Bedingung 
p^p — pp^'  =  a+b  bestimmt,  wo  OA  =  a  und  OB  =  h  ist  Genau 
auf  dieselbe  Weise  ist  der  Punct  q  bestimmt,  dass  die  Differenz  der 
Segmente  der  Tangente  gleich  der  Summe  der  halben  Hauptaxen  ist. 
(p.  156).  Am  Ende  seiner  Abhandlung  behandelt  Euler  das  Problem 
den  ganzen  Umfang  der  Ellipse  in  drei  gleiche  Theile  zu  zerlegen 
(p.  156 — 162).    üeber  dieses  Problem  findet  man  die  Worte: 

„Quoniam  enim  facillime  arcus  assignatur,  qui  totius  perimetri  fit 

semissis,  yel  quadraus,  vel  ope  problematis  praecedentis  etiam  octanS| 

haud  parum  notatu  dignus  videtur  casus,  quo  triens  postulatur,  cigus 

solntio,  etiamsi  ob  summam  facilitatem,  qua  res   de  semissi  et  qua- 

drante  expeditur,  non  admodum  difficflis  videatur,  tamen  ad  investi- 

gationes   perquam   prolixas   et   operosas    deducitur,   qnas  superare 

tentabo'^ 

In  allen  diesen  angeführten  Abhandlungen   macht  sich  bei  Euler 

das  Vorbild  geltend,  welches  Fagnano  in  seinen  Arbeiten  gegeben  hat, 

eine  fortwährende,  unmittelbare  Anwendung  der   gefundenen  Formeln 

anf  Geometrie.    Euler  citirt  auch  mit  offener  Bewunderung  die  Arbeiten 

seines  Vorgängers  in  diesem  Gebiete  der  Analysis. 

Die  folgenden  Abhandinngen  Euler's  sind,  ungeachtet  ihrer  Titel, 
beinahe   rein  analytischer  Natnr,  die  Untersucfanngen  von  Maclaurm 

31  • 


484 

und  d'Alembertj  welche  angeführt  sind,  scheinen  den  Grand  zu  diesen 
Arbeiten  gelegt  zu  haben. 

Gonsideratlo  formularum,  quarum  integratio  per  arcus  sectionnm 
conicarum  absolvi  potest.  (Novi  Comment.  t  VIII.  p.  129 — 149  Pe- 
trop.  1763) 

De  reductione  fonnularum  integralium  ad  rectificationem  ellipsis 
ac  hyperbolae.  (N.  C.  t  X.  p.  3—50.  Pet  1766). 

Findet  zwischen  x  und  y  die  Relation  statt: 

so  werden  partiouläre  Fälle   dieser  Gleichung   auf  die  Transformation 
von  Integralen  angewandt,  enthalten  in  der  Form: 


/V 


f^^^dx. 


k+?ucx 

Je  nachdem  die  Constanten  f,  g,  h,  k,  theilweise  positiv  oder 
negativ  sind,  je  nachdem  ferner  gewisse  Ungleichheiten  zwischen  den- 
selben stattfinden,  unterscheidet  Euler  12  verschiedene  Fälle,  welche 
sämmtlich  sehr  eingehend  behandelt  sind.  In  geometrischer  Hinsicht 
wird  dabei  unterschieden,  ob  ein  solches  Integral  eine  der  folgenden 
fünf  Bedeutungen  hat:  elliptischer  Bogen,  hyperbolischer  Bogen,  ellip- 
tischer Bogen  plus  einem  algebraischen  Theil,  hyperbolischer  Bogen 
plus  einem  algebraischen  Theil,  elliptischer  und  hyperbolischer  Bogen, 
nebst  algebraischem  Theil.  Aus  der  enormen  Menge  von  Detailunter- 
suchungen, welche  beide  Abhandlungen  enthalten,  möge  hervorgehoben 
werden,  dass  Etiler  in  der  ersten  Abhandlung,  die  allgemeine  Gleichung 
2B)|auf  ein  ziemlich  allgemeines  Problem  anwendet  (p.  142). 

Die  Gleichung  23)  führt  bekanntlich  auf  eine  Differentialgleichung: 

24)     ^  +  ^  =  0 

wo   X  und  r  Polynome   vierten   Grades  von  x  und  y   sind.     Euler 
setzt  nun: 

.    I  r  =  ^v+25y.|-cy+22?'y+^', 

^  \X=-  Ax^+Cx^+D. 
Nimmt  man  A'^  ^,  C*,  />^,  E^  als  gegeben  an,  so  giebt  die  erste 
der  Gleichung  25)  zwischen  Oj  by  c  etc.  5  Relationen.  Da  Ä  nur  grade 
Potenzen  von  x  enthält,  so  ergeben  sich  zwischen  den  bemerkten  Coef- 
ficienten  noch  zwei  weitere  Relationen.  Um  eine  letzte  Relation  [die 
Gleichung  23)  enthält  factisch  nur  6  arbiträre  Coefficienten]  zu  erhalten, 
geht  Euler  von  folgender  Gleichung  aus: 
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4 


\/AY+2BY+  Cy^+^D'y+E' 


dy  =  ConstansH- 


mx+ny+p+  f  P±Qx±^  ^ 

Diese  Gleichung  wird  mittelst  der  Gleichungen  23)  und  24)  be- 
handelt £8  seien  Py  Q^,  Bf  gegebene  Quantitäten.  Um  nun  eine 
achte  Relation  zwischen  a,  h^  c  etc.  zu  erhalten,  setzt  Euler  A^Q'  =  B'R' 
Es  ist  dann: 

Bf 

mx+ny+p  =  -r^iby+c^x+cxy). 

Die  finale  Bestimmung  der  Coefficienten  der  Gleichung  23)  hängt 
von  einer  cubischen  Gleichung  ab.  Sind  dieselben  bestimmt,  so  ergeben 
sich  Aj  Bj  Cj  Fj  Q  und  R  durch  lineare  Gleichungen.  Aehnllch  wie 
die  vorhin  erwähnten  beiden  Abhandlungen  enthalten  die  beiden  fol- 
genden wesentlich  analytische  Resultate. 

Uberior  evolutio  comparationis  quam  inter  arcns  sectionum  coni- 
carum  instituere  licet  (Acta  Academiae  Petropolitanae.  pro  Anno 
MDCOLXXI.  Pai-8  Posterior.  Petrop.  1785  p.23— 44).  De  miris 
proprietatibus  curvae  elasticae  sub  aequatione 


/x'^dx 


(Acta  A.  P.  pro  A.  MDCCLXXXII.  Pet  1789.  p.  34—61). 

Die  erste  Abhandlung  beschäftigt  sich  namentlich  mit  dem  Addi- 
tionstheorem der  elliptischen  Integrale  zweiter  Gattung  (p.  30)  und 
Anwendung  desselben  auf  die  Vergleichung  von  Ellipsenbogen.  Auf 
p.  35  wird  in  das  Integral  für  den  elliptischen  Bogen  ein  Winkel  als 
Integrationsvariabele  eingeführt.  Am  Schluss  (p.  43)  findet  sich  folgendes: 

Theorema. 

8i  capiatur   s  =     .  •  •      ,  ,  erit  di£ferentia  istarnm  formu- 

\/c^-\-{a^—c^)q^ 

larum  integralium  semper  algebraica: 

Diese  „egregia  reductio",  wie  Euler  dieselbe  nennt,  ist  indessen 
nur  eine  andere  Form  für  das  Theorem  von  Fagnano, 

Die  Abhandlung  über  die  elastische  Gurve  basirt  auf  einem  älteren 
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Aufsatz  „Plenior  explicatio^  von  welchem  weiter  unten  die  Rede  sein 
soll  Von  pag.  51  ab  werden  die  Bogen  der  Gurven,  welche  in  Form 
elliptiBoher  Integrale  erscheinen,  mit  einander  verglichen.*)  Die  Ver^ 
gleiohung  von  Curvenbogen,  welche  nicht  superposabel  sind,  haben 
Euler  in  seinen  letzten  Lebensjahren  zu  einigen  sehr  interessanten  und 
geistvollen  Betrachtungen  Veranlassung  gegeben,  von  denen  man  nur 
bedauern  kann,  dass  dieselben  nicht  in  dem  Maasse  durchgefafart  sind, 
wie  dieses  bei  den  Kegelschnitten  der  Fall  ist 

Diese  Untersuchungen,  welche  von  den  bisher  bemerkten  gänzlich 
verschieden,  sind  die  folgenden: 

De  innumeris  curvis  algebraicis,  quarum  longitudinem  per  arcus 
ellipticos  meihi  licet  (Nova  Acta  Ac  Petrop.  t  V  pro  Anno 
MDCCLXXXVn.  Petr.  1789  p.  71—85). 

De   infinitis   curvis   algebraicis   quarum   longitodo  indefinita  arcui 
elliptico  aequatur.  (M^moires  posthumes  de   L.  Euler,  F.  F.  Schubert 
et  N.  Fuss.    Petersbourg  1830  p.  95 — 99). 
Die  erste  Abhandlupg  behandelt  folgendes: 

Problems. 
Pro   coordinatis  x  et  y  functiones   algebraicas  ipslus  v  investigare^ 
ut  fiat: 

Nachdem  eine  Lösung  gegeben,  setzt  Euier  t;  =  singp  und  giebt 
dann  ayf  p.  80  als  altera  solutio  folgende  Gleichungen: 

^  -  ^sin(2  +  l)9)-^=^sin(A-l)9, 

2j/  =    ,'   ^  eosU  +  0»  — •^3;|- eos(2  — l)y. 

Nimmt  man  die  Fälle  A  «»  ±  1  aus,  so  bestimmen  die  vorstehen- 
den Gleichungen  für  rationale  Werthe  von  X  unendlich  viele  alge- 
braische Curven.  Auf  p.  83  wird  noch  ein  zweites  System  gegeben, 
welches  nur  unwesentlich  von  dem  obigen  verschieden  ist  Aus  der 
zweiten  Abhandlung,  welche  vom  Jahre  1781  datirt,  sind  folgende  Glei- 
chungen hervorzuheben: 


*)  Die  geometrische  Untersuchung  der  elastischen  Curve  verdankt  ihren 
Urprung  einem  Probleme  von  Jacob  Bernouüi,  (Acta  £rud.  1692  p.  207)  die 
Form  eines  Tuches  zu  finden,  welches  von  einer  schweren,  flüssigen  Materie 
ausgedehnt  wird.  Eine  Lösung  des  Problems  erfolgte  nicht.  BemoulU  gab 
seine  Lösung  A.  £.  1692  p.  262.  Weitere  Untersuchungen  von  demselben  ent- 
halteii  die  A.  X.  1694  p.338;  1695  p.  545. 


'4Ö7 
n+1  n — 1       ^         '    ' 

wo  n  =  ±  1  auszunehmen  ist 

In  einer  früheren  Abhandlung: 
Integratio  AeqnationiB 

^ d^ 

(Novi  Cömmentarii,  tXII  p.  A.  MDCCLXVII  p.3— 16) 
hatte  Enkr  schon  bemerkt,  dass  in  dem  ersten  Differential  durch  eine 
Substitution  von  der  Form: 

« 

nz+b 
die  ungraden  Potenzen  von  z  unter  dem  Wurzefaseichen  sich  wegschaf- 
fen lassen.  Dasselbe  gilt  für  das  zweite  Differential.  Nimmt  man  also 
in  der  obigen  Gleichung  B  ^=  Oj  J)  =  0,  s?  wird  die  Allgemeinheit 
derselben  dadurch  nicht  verringert  Indem  Euler  Ih  defr  oblgän  Diffe- 
rentialgleichung unter  den  Wurzelzeichen  nur  grade  Potenzen  von  x 
und  y  annahm,  gelangte  er  durch  eine  wesentlitfhe  VefdnAicht^iig  dtir 
Rechnungsoperationen  zu  den  Ergebnissen,  welche  in  det  ebenso  merk- 
wardigen  wie  bedeutenden  Abhandlung  niedergelegt  sind: 

Plenior    explicatio    circa    comparationem    quantitatum     in    forma 
integrali 

Z 


/ 


dz 


]/i+mz^+nz^ 

contentarum,  denotante  Z  functionem  quamcunque  rationalem  ipsius  z\ 
Diese  Abhandlung  findet  sich  in  ,^cta  Academiae  Petropolitanae, 
pro  Anno  MDCCLXXXI."  Pars  Posterior.  Petropoli  1786  (p.  3—22), 
oder  auch :  „Institutiones  calculi  integralis''  (t.  IV  p.  446 — 464).  Euler 
hat  in  dieser  Abhandlung  sein  ursprüngliches  Additionstheorem  so 
erweitert,  dass  sich  ein  Satz  ergiebt,  welcher  die  Additionstheoreme 
sämmtlicher,  von  Legendre  aufgestellten  Gattungen,  elliptischer  Integrale 
umfasst.  Bei  dem  historischen  Interesse  sollen  die  Worte  Euler^s  an- 
geführt werden.    Man  setze: 


i  i/f 


26)    I7W=    /    .-7=J===dz, 

-^mz^+nz^ 


wo  Z  eine  grade  Function  von  z  ist.    Ist  Z  ein  Polynom  von  z',  so 
Iftsst  sich  n(x)+n{y)  — 11  (z)  als  algebraische  Function  von  x^  y  und 
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z  darstellen  ftlr  eine  gewisse  algebraische  Relation  zwischen  x^  y  und  z. 
„Nunc  aatero   observavii   easdem   comparationes   institui  posse,  si 
pro  Z  accipiatur  fanctio  qaaecunque  rationalis  ipsius  z\  qaae  sciil- 
cet  habeat  hujasmodi  formam: 

F+Gz'^+Hz^+Iz^+Kz^+ ... 

ubi  qaidem  hoc  discrimen  occnrrit^  qnod  differentia  inter  summam 
dnarum  bnjusmodi  formnlaram  et  tertiam  formnlam  ejusdem  generiB 
inveniendam  non  amplins  fit  quantitas  algebraica,  vernntamen  per 
logarithmoB  et  arcns  circalares  semper  exhiberi  possit  ita  ut  nunc 
ista  investigatio  multo  latius  pateat,  quam  eam  adhuc  eram  com- 
plexus." 

Wie  fast  in  allen  Untersuchungen  über  elliptische  Integrale  geht 
Euler  von  der  Gleichung  aus: 

Diese  Gleichung  wird  durch  die  folgende  ersetzt: 

27)    a;2+y2— z^-K^y  l/l  +mz'^+nz'^—njchf^z''-  =  0, 
Setzt  man  zur  Vereinfachung: 

28)     l/f+mzH^  —  4 
sogiebt  die  Gleichung  27): 

29)    x'^+y^—z'^+2xy  A—nxhfH'^  =  0. 
Entwickelt  man  aus  dieser  Gleichung  sucoesaive  die  Werthe  von 
X  und  yy  so  folgt: 

30)     I  ^^^  —^y^^^^  +yA  ^  z l/l +mya+nyS 
ly(l — nxH'^)  +  xA  =  z\/\+mx^+nxK 
Die  Gleichung  29)  führt  bekanntlich  auf: 

31)      ,        ^  +1^=^ =  0> 

l/l+moj^H-na;*      l/l+my2+»y« 

oder  nach  30): 

dx  dy 


32) 


y  (1  —  nxH^ +xA  x{\—  nyH^) +yA 

Für  o:  =  0  ist  nach  29)  y  —  z,  die  Differentialgleichung  30)  inte- 
grirt,  giebt  das  bekannte  Additionstheorem  der  elliptischen  Integrale 
erster  Gattung.  Es  seien  nua  Ä  und  F  dieselben  Functionen  von  x- 
und  y^  wie  Z  von  z\    Man  setze: 

33)       ,       ^         idx+  ,        ^  dy  =  dV. 

\/\-\-mx^+nx^         |/l+»iy«+ny4 

dann  Iftsst  sich  auf  folgende  Art  V  finden.    In  33)  lässt  sich  nach  31) 
dx  oder  dy  eliminiren,  da  indessen  kein  Grund  vorhanden  ist,  F  sUs 
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Function  von  x  oder  y  anznsehn,  so  ffüire  man  eine  neue  unabhängige 
Variabele  u  ein,  mittelst  der  Gleiehnng  xy  =  u.  Die  Gleichung  32) 
läBBt  sich  dann  ersetzen  durch: 

<fa  ^  —dy 

y{\—nx^z^)+xA        x{l—nyh^)+yA  ~  ^  ' 
oder: 
34)    dx  =  [y(l—nx^z^)+xJ]sdu,  dy  =  —[xii—nyH'^)+yJ]sdu, 

wo  s  eine  Unbestimmte  bedeutet    Diese  Gleichungen  geben: 

ydx+xdy  =  (y^ — x'^)sdu 
also  da  ydx+xdy  =  du  isi^   1  =  (y^  —  x^)s.    Setzt  man  in  den  Glei- 
chungen 34)  s  =  -^ 2>  sö  folgt  mittelst  der  Gleichungen  30) : 

y      X 

dx  — dy  zdu 


]/l'\-mx^+nx^        \/\  +my^+ny^        V^  — «^ 
Die  Gleichung  33)  wird  hierdurch: 

X—Y 


oder: 


»        ^du  ^  dV 

y2 — x^ 


34)    dV  ^  -z^lSdu. 

y^ — x^ 


y X 

Nun  ist  aber  -5 5   eine   Function  von  xy   und   x'^-\-y\    Die 

y  — ~^ 

Gleichung  29)  giebt,  xy  ^^  u  gesetzt,: 

35)    x'^+y^  =  z^+2uJ+u^zhi. 
Hieraus  folgt,  dass  in  34)  der  Factor    von  du  eine  Function  von 
u  ist    Setzt  man  folglich: 

36)       z4-4=^^. 

y2 j«2  y 

SO  ist  nach  34)  dF  =  — Udu.  Diesen  Werth  von  dV  setze  man  in 
die  Gleichung  33)  und  integrire.  Für  o:  =  0  ist  y  =  z  und  u  =  0. 
Mit  Rücksicht  auf  die  Bezeichnung  aus  26)  folgt  nun: 

37)     nix)+n(y)—n{z)  =  —  /    f^du- 


Ist  z.  B. : 


38)    Z-4+*^* 


Bo  folgt: 

F— jr  afb—ab' 


y»— »»        a'*+a'6'(a:»+y»)+ft'»a;«y2 


«90 

d.L  bmIi  35)  aad  36): 


z{a'b—ab')  ^  ^ 


af^+afh'z^+lafh'Au+{p'^+afh'nz^)u^ 
Nimmt  man  aieo: 

"'    +bz'^  dz 


n(z) 

80  ist: 

i/(a-)+//(y)  — /7(z)  = 


"D 


+&'z»|/i+mzH>«*' 


z(ab'  —  afh)du 


z« + 2a'&' J .  u  +  (ft'2 + a'b'nz'^)  u^ ' 

0 

wo  nach  Ausfflhrung  der  Integration  rechts  u  =  xy  zu  setzen  isL 
Die  vorstehende  Gleichung  enthält  die  Additionstheoreme  der  ellip- 
tischen Integrale  sämmtlicher  drei  Gattungen. 

In  Verbindung  mit  den  Abhandlungen^  deren  beim  Additions- 
theorem Erwähnung  geschah,  sind  in  dem  Vontehendea  fast  idle  Ar- 
beiten von  Euler  angegeben ,  welche  sich  auf  elliptische  Integrale 
beziehn.  Dieselben  enthalten  ein  sehr  grosses  Material,  selbst  wenn 
man  von  mitunter  etwas  umständlichen  Wiederholungen  absieht  Es 
hat  sich  ergeben,  dass  das  allgemeinste  Additionstheorem  für  elliptische 
Integrale  zuerst  von  Euler  deutlich  und  explicite  ausgesprochen  ist, 
dass  Euler  eine  Art  Normalform  elliptischer  Integrale  angenommen 
und  auf  dieselbe  hingewiesen  hat,  welche  sich  weni^  von  der  Normal- 
form  unterscheidet,  welche  die  Basis  der  Forschungen  von  Legendre 
bildet.  Die  Arbeiten  von  Euler  mussten  ftlr  Legendre  eine  ebenso 
nützliche  wie  reiche  Quelle  sein,  aus  welcher  der  Verfasser  des 
^Trait^  des  fonctions  elliptiques^  eine  Anzahl  Ideen  entnommen  hat, 
welche  eine  unparteiische  Auffassung  dem  Manne  zuwenden  muss, 
welcher  ohne  Uebertreibung  der  Begründer  der  neuem  Mathematik 
genannt  werden  kann.  Das  grosse  Verdienst,  welches  Legendre  um 
die  Ausbildung  der  Theorie  der  elliptischen  Integrale  erworben, 
wird  nicht  im  Mindesten  dadurch  verringert,  dass  die  Priorität  einiger 
fundamentalen  Ideen  und  Theoreme  Euler  angehört  Wenn  man 
erwägt,  dass  die  hierhin  gehörigen  Arbeiten  Euler's  in  ihrer  Vereinigung 
einen  Quartband  von  350  —  400  Seiten  füllen  würden,  so  ist  schwer 
zu  begreifen,  dass  von  all  diesen  Arbeiten  nur  ein  einziger  Satz 
erwähnt  wird,  der  noch  obendrein,  gestützt  auf  die  Autorität  von 
Lagrangey  mehr  einem  glücklichen  Einfall,  wie  langer,  mühsamer  und 
tiefer  Forschung  zugeschrieben  wird.  *)     Fagnamo  hat  den  glücklichen 

*)  Schon  früher  ist  Evikr  gegen  eine  gedankenlose  Tradition,  gegen 
eine  ungerechte  Entfremdung  seiner  Additionstheoreme  in  Schutz  genommen 
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GManken  gehabt,  den  Euier  durch  eine  nogehenre  Arbeit  erst  syste- 
matiseh  weiter  geführt  hat.  £g  läast  sieh  nicht  verkennen ,  dass  die 
Rechnungen  EuJer's  in  manchen  Aufislitzen  für  den  Ungewohnten  von 
abschreekender  LAnge  und  Conplieation  sind,  dass  die  flberwftltigende 
Menge  von  Formeln  der  ersten  Abhandlungen,  erst  in  der  ^Plenior 
Explieatio^^  den  Anfang  einer  bedeutenden  Theorie  hervortreten  lüssi 
Mit  dem  Erseheinen  der  Abhandlung  „M6moire  sur  les  int^ations 
par  d'ares  d'ellips^  (Histoire  de  rAcad^mie,  Ann^e  MDGGLXXXVI. 
Paris  1788  p.  616 — 646)  von  Legetidre^  wenige  Jahre  nach  dem 
Tode  Euler^s,  tritt  die  Theorie  der  elliptischen  Integrale  in  ein  n«ues 
Stadium.  Die  geometrisehe  Grundlage  verschwindet  fast  gänaiich. 
Mit  hervorragender  Leichtigkeit  und  Elegaaus  behandelt  Legendre  die 
elliptischen  Integrale  in  sehr  systematischer  Weise.  Er  giebt  zur 
Untersuchung  derselben  eine  grosse  Menge  Keductionsfmrmeln,  welche 
ihm  gestatten,  später  in  lichtvoller  Uebersichtliohkeit  Ordnung  zu 
schaffen  in  dem  schwer  zu  übersehenden  Labyrinth  von  Formeln, 
welche,  meistens  in  re^t  ungelenker  Form,  von  äAJembert  und  Euler 
aufgestellt  worden  sind.  Selbst,  wenn  man  eine  Reihe  glänzender  Ent- 
deckungen nicht  in  Rechnung  bringt^  können  die  Verdienste  von  Le- 
gendre nicht  hoch  genug  angeschlagen  werden,  weiteren  Forschungen 
den  Weg  geebnet  zu  haben. 

Fasst  man  d)e  sueeesaive  Ausbildung  der  Lehre  von  den  ellip- 
tischen  Integralen  in^s  Auge,  so  lässt  sieh  kaum  in  Abrede  stellen, 
dass  von  dem  Jahre  1740  an,  als  Fagrumo  das  Problem  aber  die  bi- 
quadratisehe  Parabel  aufstellte,  ein  volles  Jahrhundert  hindurch  diese 
Theorie  wesentlich  von  Fagfumoj  Euler  und  Legendre  geschaffen  und 
begründet  ist. 

worden.  Man  findet  ähnliche  Behauptungen  wie  die  obigen  schon  bd  Plana 
in  dem  „Memoire  sur  la  throne  des  transcendantes  elliptiques*'  enthalten,  in 
den  Memoria  della  reale  Academia  di  Torino.  Serie  seconda.  T.  XX.  p.  292. 
Torino  1863. 

Es  ist  dieses  nicht  der  einnge  Fall,  dass  bedeutende  Ideen  für  Euler 
reclamirt  werden  müssen.  Biemann  Yiht  darauf  hingewiesen ,  dass  Etder  eine 
Methode  vollständig  ausgebildet  hatte,  die  Bewegungen  von  FJUssigkeiten  zu 
betrachten,  welche  29  Jahre  später  von  Lagrange  wieder  gefunden  und  in 
der  Folge  demselben  kritiklos  zugeschrieben  wurde.  Für  die  Behandlung 
faydrodynamischei  Probleme  hat  Enler  zwei  Menden  gegeben.  Man  ver- 
gleiche hierüber  eine  G&tttnger  Preisschrift  vom  Jahre  1860  unter  dem  Titel: 
Zur  allgemeinen  Theorie  der  Bewegung  der  Flüssigkeiten  von  H,  Hankeh 

Es  bewahrheitet  sich  bei  dieser  Gelegenheit  wieder  die  Richtigkeit  der 
treffenden  Worte  von  Laplaee  ,J,%sez  Euler,  Usez  Euler,  c'est  noire  tnäitre 
ä  Ums,**    Gitirt  von  Libri  im  Journal  des  Savants.    1846,  p.  ^2. 
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Die  Arbeiten  von  fiagnano  und  Euler  haben  später  zu  keinen 
directen  Fortsetzungen  Veranlassung  gegeben,  die  Schriften  von  Fa- 
gfumo  scheinen  sehr  wenig  bekannt,  die  Schriften  des  grossen  Euler 
zu  wenig  gelesen  zu  sein.  Es  lässt  sich  schwer  e^kl&ren,  dass  der 
Name  von  jedem  dieser  eminenten  Geometer  nur  mit  einem  einzigen 
Theoreme  verbunden  ist  Von  dem  Additionstheoreme  Euler's  ist  im 
siebenten  Abschnitt  die  Kede  gewesen;  zur  Vervollständigung  des 
Obigen  bleibt  daher  nur  fibrig,  auf  einige  Abhandlungen  zu  verweisen, 
welche  sich  auf  das  sogenannte  Theorem  von  Fagnano  beziehn.  Fol- 
gende Abhandlungen  bieten  einiges  Interesse  dar. 

Brinkley:  A  Theorem  for  finding  the  Surface  of  an  Oblique  Cylinder 

with  a  Geometrioal  Demonstration.     Also,  an  Appendix,  con- 

taining  some  Observations  on  the  Method  of  finding  the  Circum- 

ference  of  a  very  Excentric  Ellipse;  including  a  Geometricai 

Demonstration    of  the  remarkable   Property    of  EUiptic  Are 

discovered  by  Count  Fagnani.     (Transactions  of  the  roy.  Irish 

Academy.     VoL  IX.  p.  145—168.  Dublin  1803)." 

In  dieser  Abhandlung  hat  nach  Mac  Ouüagh  der  nachmalige  „Lord 

Bishop  of  Gloyne"   den   ersten  geometrischen  Beweis^  des  Satzes  von 

Fagnano  gegeben.*) 

fFallace:  „A  New  Method  of  expressing  the  GoefGicients    of   the 
Development  of  the  Algebraic  Formula  {a^+b^ — 2  a^ cos 9))", 
by  means  of  the  Perimeters  of  two  EUipses,  when  n  denotes 
the  Half  of  any   odd    number;  together  with  an   Appendix 
containing  the  Investigation  of  a  Formula  for  the  Rectification 
of  any  Arch  of  an  Ellipse."    (Transactions  of  the  roy.  Society 
of  Edingburgh.    Vol  V.  p.  253—293.    Appendix  p.  271—293. 
Edingburgh  MDGGGV). 
Die  Abhandlung  enthält  im  Appendix  die  Darstellung  eines  Ellipsen- 
bogens  in  Form  einer  unendlichen  Reihe,  welche  nicht  ganz  unzweck- 
mässig zu  sein   scheint.     Die  Anwendung   dieser  Reihe   auf  den  Satz 
von  Fagnano  ist  zwar  sehr  originell,  bildet  aber  einen  grossen  Umweg 
im   Verhältniss  zur  directen  Behandlung  des  Integrals,  welches  die 
Länge  des  Ellipsenbogens  giebi    Während  Fagnanoj  bekannt  mit  den 


*)  Bei  dieser  Gelegenheit  sei  die  Abhandlung  von  Mac  CuBagh  erwähnt 
„Geometricai  Theorems  on  the  Rectification  of  Gonic  Seotions."  (Transact 
of  the  roy.  Irish  Acad.  Vol.  XVI.  p.  79—83.  Dublin  1830).  Die  Abhandlung 
enthält  nach  Behauptung  des  Verfassers  die  erste  geometrische  Herleitung 
des  Satzes  von  Landen  tlber  die  Hyperbelbogen;  dieselbe  scheint  ein  Gegen- 
stück zu  der  im  Texte  bemerkten  Abhandlung  von  Brinkley  bilden  zu  sollen. 
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Arbeiten  von  Leibniz,  Jacob  und  Johann  BemouUi^  die  Bezeichnungen 
dieser  ebenso  grossartigen  wie  tiefen  Denker  angenommen  hatte,  findet 
sich  in  der  Abhandlung  von  Wallace  noch  die  veraltete  Bezeichnung 
der  Theorie  der  Fluxionen. 

Bedeutend  weiter  wie  Brinkley  und  Wallace  geht  Talbot,  der 
Erfinder  der  Uebertragung  von  Lichtbildern  auf  Papier,  der  gegen- 
wärtigen Photographie,  in  zwei  Abhandlungen  ^Reaearches  on  the  Inte- 
gral Calculus"  (Philosophical  Transactions.  1836.  p.  177—215,  1837 
p.  1—18). 

Die  von  Fagnano  angewandten  Kechnungen  hat  Talbot  zu  verall- 
gemeinem und  systematisiren  gesucht  Es  lässt  sich  aber  nicht  ver- 
kennen, dass  die  Abhandlungen  über  einige  geistreiche  Versuche  nicht 
hinauBgehn.  Die  gefundenen  wesentlichsten  Resultate  und  die  Art 
ihrer  Herleitung  ist  fast  identisch  wie  bei  Euler. 

Es  seien  x  und  y  durch  eine  symmetrische  Relation  verbunden, 
so  dass  y  =  q>(x)  und  a;  =  9)(y).  Dann  ist  dxy  ^=' ydx+xdy  =^ 
g)ix)dx+q>{y)dy.    Hieraus  folgt  durch  Integration: 

fq>{x)dx+f(p{y)dy  =  a;y+Constans, 
was    eine    Relation    zwischen    zwei   Integralen    derselben    Form    ist. 
Nimmt  man  a^a:^  ==  fl2^3j2_(_yi) — \^  ^X'ao: 


a'^x^—l 


^y  =  1/    a;2_i  >   ^ 


_i /gy— 1 

—  ]/     y2_l    » 

so  folgt: 

J  l/^rzr^+/  l/-^Zrr^^  =  uxy+GoM^ 

Diese  Gleichung  giebt  eine  Relation  zwischen  den  Bogen  einer 
Hyperbel,  bestimmt  durch  y^ — (a-  —  \)x^  =  1 — a\  Diese  Resultate 
finden  sich  schon  bei  Etiler. 

Man  kann  auf  analoge  Art  wie  vorhin  eine  Relation  zwischen  drei 
Integralen  finden.    Es  sei: 

yz  =  ^{x),  xz  =  9)(y),  xy  =  9)(z), 
also  dxyz  =  g){x)dx+q){y)dy+q>{z)dz.     Durch  Integration  folgt: 

J<p(x)dx+Jq){y)dy+J'(p{z)dz  =  a:yz-f-Const. 
Nimmt  man  z.  B. 


x+y+z  =  0,  yz+xz+xy  =  —-^xh/^z^j 


so  ist: 


9>it)  =  — -+2^^I-, 


^2  •  -      fi 
also: 
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«» 


dz  = 


Die   sweite   der    obigen   Oieichnngen   yz+xz+xy  = ^ — 

giebt  nämlich  dnrch  on/z  dividirt: 

Jedes  der  drei  Integrale  bestimmt  den  Bogen  einer  gleichseiligen 
Hyperbel  enthalten  in  der  Goordinatengleichnng  xy  ^^  1. 
Die  Annahmen: 

x^+y^+z^  =  0,  (yzy+(xz)^+iiXV)^  —  —1 
geben: 

yz  —  \/x^  —  1, 
folglich: 

/  l/a:«— 1  Är+  /  |/y»— 1  dy+  1  \/z^—ldz  -=  xyz+Const 

Auf  p«  193  der  ersten  Abhandlung  sucht  Talbot  die  isolirten  Bei- 
spiele zu  verallgemeinern  dadurch,  dass  n — 1  symmetrische  Gleichun- 
gen zwischen  n  Variabein  gefunden  werden  sollen.  Man  kann  die  n 
Variabein  als  Wurzeln  einer  Gleichung  7^ten  Grades  ansehn,  fdr  welche 
wenigstens  ein  Coefficient  eine  beliebige  Variabele  enthält    Ist  q>ix)  oder 

J^(x)dx  gegeben,  so  soll  die  Gleichung: 

gefanden   werden,  deren   Wurzeln   Xf  y,  z...  die   Eigenflchaft  haben, 
dass  die  Summe  der  Integrale 

/q>ix)dx+/g){y)dy+/q)iz)dz+ ... 
sich  als  algebraische  Function  von  o*,  ^,  z...  ausdrücken   lässt     Von 
dem  Problem  werden  nur  besondere  Fälle  behandelt. 

Um  einige  Beispiele  zu  geben,  seien  ti  und  i-i  die  Wurzeln  von 

fi  —  vi+\  =  0 
also: 

— —  —  — —  =  V,  t^+t^  =  V. 
h  h 

Diese  Gleichungen  geben: 

Y^^^h  +  Y^^dt^  =  idti+dt^)Yi  =  \/idv. 
Durch  Integration  folgt: 
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In  Folge  von  fi — vt+i  =  0  ist  ^i/j  =*  1.  Setzt  man  also  ti  =  u\ 
t^  =  w\  so  folgt  für  ww  ««  1: 

/  \/\Tu^du+  j  l/l+^*dw  —  -f  (w2+w2)4+Const 

Diese  Relation  dient  zur  Addition  der  Bogen  der  cubischen  Para- 
bely  wenn  zwischen  den  Goordinaten  die  Gleichung  stattfindet  3y  =  x^. 

Um  zu  ilhnlichen  Resultaten  für  EUipsenbogen  zu  gelangen,  setzt 
Talbot: 


1/ 


1— a*<»        2< 


=  f+l. 


1  — <»  » 

oder: 

Sind  x^  y,  z  die  Wurzeln  dieser  Gleichung,  so  findet  man: 

x+y+z V,  x^+y^+z^  =  ^-tl%i+2, 

.   1  /l— o*x«  ,  ^  1  /l— aV  ,  j  I  /i—a'^z^ 


2 


also: 


=  a^+Const. 
Die  Annahme: 


-'/^ 


1/ 


1— «2^2 


1  —  ^2 
giebt : 


Sind  x^  und  ^^  die  Wurzeln  dieser  Gleichung,  so  folgt: 


ird— ^  =  — -«^t^  =  a^e? — 
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Durch  Integration  folgt  hierans: 

Eb  ist  x^+y^  =  — r— ,   a;V  *=  -^-    Durch  Elimination  von  v^ 

folgt  hieraus  x^+y^  =  1+«**»^V- 

Eine  grössere  Anzahl  von  Beispielen,  welche  nicht  hierhin  gehö- 
ren,  hat  Bertrand  in  seinem  ^Trait^  de  Calcul  diff^rentiel  et  de  Calcnl 
integral.  Calcnl  Int^grar  Paris  1870,  p.  386)  mitgetheilt  Bertran^, 
weldier  die  Arbeiten  von  Talbot  unter  dem  Titel  ,,M6thode  de  Talbot** 
als  etwas  Bemerkenswerthes  zusammengestellt  hat,  findet  sich  dabei 
doch  zn  der  Aensserung  veranlasst: 

^Uinconv^nient  de  cette  m^thode  est  dvidement  de  faire  connaftre 
des  th^or^mes  dont  la  forme  plus  ou  moins  curieuse  ou  interessante 
semble  produite  par  une  sorte  de  hasard,  qu'il  est  ais^  n^nmoins 
de  diriger  dans  une  certaine  mesure.^ 

Die  obigen  Sätze  über  Ellipsen-  und  Hyperbelbogen  erinnern  in 
ihrer  Behandlung  sehr  an  die  schon  früher  erwähnte  Abhandlung  von 
Euler:  „Observationes  de  comparatione  arcuum  cnrvarum  irrectificabi- 
lium"  tNovi  Gomm.  Ac  Petropol.  T.  VI), 

Da  hier  nur  die  Abhandlungen  ermähnt  werden  soUen,  welche  bis 
in  die  Zeit  der  ersten  Publicationen  von  Abel  und  Jacobi  fallen,  bei 
denen  also  die  neue  Anschauungsweise  sich  noch  nicht  Bahn  gebrochen, 
so  bleibt  nur  noch  eine  Abhandlung  übrig,  welche  zu  bemerken  ist 
Fagnano  scheint  selbst  auf  die  Theilung  der  Lemniscate  das  grdsate 
Gewicht  gelegt  zu  haben,  mit  Ausnahme  der  kurzen  Andeutung  in  der 
Sectio  septima  der  „Disquisitiones  arithmeticae^  {Gaiuss:  Werke  1 1 
p.  412 — 413)  hat  sich  nur  noch  Libri  mit  diesem  Qegenstande  beschäf- 
tigt Die  betreffende  Abhandlung  von  Libri  findet  sich  in  CreUe. 
Journal  t  10  p.  167 — 194  unter  dem  Titel:  „Memoire  sur  la  r^solution 
des  dquations  alg^briques  dont  les  racines  ont  entre  elles  un  rapport 
donn6,  et  sur  Tint^gration  des  ^quations  diff6rentielles  Unfaires  dont 
les  integrales  particuU^res  peuvent  s'exprimer  les  unes  par  les  autres'^ 
In  einer  Einleitung  zu  diesem  Aufsätze  bemerkt  Libri^  dass  er  seine 
Untersuchungen  über  die  Theilung  der  Lemniscate  vor  Publication 
der  Resultate  von  Abel  unternommen  habe.  (Abel:  Recherches  sur  les 
fonctions  elliptiques.  §  VIIL  Grelle.  Journal  t  3.  p.  160—169 ;  Oeuvres 
1 1.  p.  221 — 230).  Es  ist  selbstverständlich,  dass  durch  die  ünkennt- 
niss  der  elliptischen  Functionen,  die  Resultate  von  Libri  unvollständig 
bleiben   mussten.    Das  Hauptverdienst  der  Abhandlung,  ein  Versuch, 
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einer  Weiterführang  der  genialen  Ideen  von  FagnanOy  wird  etwas 
vermindert  durch  die  PraetenBion,  mit  welcher  das  ehemalige  Mitglied 
der  Academie  von  Paris  seine  Arbeit  neben  die  von  Abel  stellte. 

Die  Fünftheilnng  der  Lemniscate  hängt  nach  Fagnano  von  der 
Lösung  der  Gleichungen  ab: 

_  2z\/r^^^        _  2u]/i—u* 

Durch  Elimination  von  u  findet  Libri  (l.  c.  p.  171)  die  Gleichung 

(2i«+20zi2_26z8+20z4+l)2 

+  16(z28_ii^24+25220+37zi«— 372i2_2528+lU4— 1)  =  0. 
Durch  algebraische  Betrachtungen  wird  die  vorstehende  Gleichung 
auf  folgende  Form  gebracht: 

(2»— 27z4+5)  (z8+6z4  — 3)  (zi»+522»2_26z8_i2z4+l)  =  0. 
Libri  bemerkt,  dass  die  Theilung  des  Quadranten  der  Lemniscate 
in  2**+l  Theile  von  der  Lösung  der  folgenden  Gleichungen  abhängt: 

_  2z2  l/r^^         _  2z3i/r^^  _  2zti/l— zi^ 

Die  Form  dieser  Gleichungen  hat  Libri  veranlasst  allgemeinere 
Gleichungen  zu  behandeln.  Es  werden  dabei  Untersuchungen  angestellt 
über  die  Form  und  die  Werthe  der  Coefficienten  einer  algebraischen 
Gleichung  um  a  priori  erkennen  zu  können^  ob  zwischen  den  Wurzeln 
der  Gleichung  Relationen  existiren,  welche  gestatten,  die  Gleichung  in 
Factoren  zu  zerlegen.  Uebrigens  ist  nur  die  Gleichung  für  die  Thei- 
lung des  Quadranten  der  Lemniscate  in  fünf  gleiche  Theile  hergestellt 
Weitere  Untersuchungen  über  die  TReilung  der  Lemniscate  gehören 
nicht  mehr  im  eigentlichen  Sinne  des  Wortes  in  die  Geometrie. 


Note  Vm. 

Geometrische  Anwendungen  der  elliptischen  Integrale  zweiter  Gattung. 

A.    Sätze  über  confocale  Kegelschnitte  und  die  Lemniscate 

Graves,  Mac  Cullagh,  Salmon,  Bart,  Chasles. 

In  Beziehung  auf  zwei  confocale  Ellipsen  existirt  folgender  Satz: 
Werden  von   einem  Puncte   einer  Ellipse  zwei  Tangenten  an  eine 
confocale  Ellipse  gezogen,  so   ist  der  Ueberschuss  der  Tangenten 
über  den  Bogen,  welcher  zwischen  ihren  Contactpuncten  liegt,  coi^ 
staut. 

Enn«p«r,  eUlpt.  Fanotionen.  32 
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Man  findet  einen  geometriBchen  Beweis  dieses  Satzes  in  ScUmani 
A  Treatise  on  Gonie  Beetions.  Third  Ed.  London  1855.  CliapterXV. 
p.  297 — 298.    Hierbei  bemerkt  ScUmon: 

yjThjB  beantifai  theorem  was  diseorered  by  Dr.  Graves.  See  bis 
Translation  of  Chasles  Memoires  on  Cones  and  Spberieal  Gonics 
p.77.    (Dublin  1841). 

Nimmt  man  eine  confocale  Hyperbel  zu  einer  EUipsOi  so  findet 
das  Theorem  statt: 

Werden  von  einem  Puncto  einer  Hyperbel  zwei  Tangenten  an  eine 
confocale  Ellipse  gezogen,  so  ist  die  Differenz  der  elliptischen  Bogen, 
begränzt  durch  die  Bertthrungspuncte  der  Tangenten  und  den  zwi- 
schen liegenden  Schnittpunct  der  Hyperbely  gleich  der  Differenz  der 
Tangenten. 

Dieser  Satz  findet  sich  ebenfalls  bei  Salman  geometrisch  dedncirt 
mit  der  Bemerkung: 

,,This  extension  of  the  proceeding  theorem  was  discovered  by  Mr. 
Mac  CuUagh. 

Dublin  Examination  Papers  1841  p.  41.  1842  p.  68,  83.  Procee- 
dings  of  the  royal  society  of  Ireland.  VoL  U  p.  508.^) 
Ein  dritter  Satz,  welcher  sich  ebenfalls  bei  Salmon  dtirt  findet, 
lautet: 
Ist  ein  Polygon  einem  Kegelschnitte  umschrieben,  bewegen  sich  die 
Ecken  des  Polygons,  mit  Ausnahme  einer  derselben  auf  confocalen 
Kegelschnitten,  so  ist  der  Ort  der  letzten  Ecke  ebenfalls  ein  confo- 
caler  Kegelschnitt  s 

Einen  geometrischen  Beweis  dieses  Satzes  findet  man  bei  Hart: 
On  geodesic  lines   traced  on  a  surface   of  the  second  degree.  (The 
Cambridge   and   Dublin    mathematical   Journal,   t  IV   p.  193  — 194). 
Das  bemerkte  Theorem  wird  dort  als  besonderer  Fall  eines  allge- 
meinern Theorems  aufgefasst    Bilden  nämlich  geodätische  Tangenten 
an  eine  Krttmmungslinie  ein  Polygon,  bewegen   sich   die  Ecken  mit 
Ausnahme   einer   derselben   auf  Krümmungsiinien,   so   findet   dieses 
auch  für  die  letzte  Ecke  statt. 
Die  Sätze  von  Graves  und   Mcu:  CuUagh  in  unwesentlich  verschio- 
denen  Formen  hatte  'hasles  einige  Jahre  nach  ihrer  Entdeckung  un- 
abhängig gefunden  und  pubiicirt  nebst  andern  Sätzen  unter  dem  Titel: 
Propri^t^  g^n^rales  des  arcs  d'une  section  conique,  dont  la  diff^rence 


*)  Die  bis  hierhin  angefahrten  Citate  beruhn  auf  den  Autoritäten  von 
Salmon  und  Chasles.  Weder  die  Uebersetsung  yon  Graves  noch  die  Dublin 
Examination  Papers  und  Proceedings  waren  dem  Verfasser  zugänglich. 
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est  rectifiable.  (Comptes  Bendus  1843.  t  XVII  p.  838  —  844).  Zur 
Geschichte  dieser  Sätze  vergleiche  man:  Chasles:  Note  snr  quelques 
questions  de  priorit^  au  siyet  d'un  Memoire  de  Mr.  Mac  Cullagh. 
(Journal  de  Math^matiques  tXI  p.  120 — 1S8  Aiin6e  1846).  Chasles: 
Rapport  sur  les  progrös  de  la  g^om^trie,  Paris  1870.  p.  116 — 118. 
Die  Gleichungen  zweier  confocalen  Ellipsen  sind: 

wo  m>n  ist  Es  sei  (§|  ^)  ein  Punet  der  Ellipse  (1)  und  {x^y)  ein 
Punct  der  Ellipse  2).  Soll  die  Verbindungslinie  dieser  Puncte  die 
Ellipse  2)  berühren,  so  ist: 

3)     ^  +  ^  =  1. 

Diese   Gleichung  in   Verbindung   mit   der  Gleichung  2)  giebt  fftr 

x^  y  je  zwei  Paare  von  Werthen,  d.  h.  die  Ooordinaten  der  Berflhmngs- 

puncte  der  Tangenten  gelegt  vom  Puncte  (§,  rj)  der  Ellipse  1)  an  die 

confocale  Ellipse  2).    Wegen  der  Gleichungen   1)  und  2)  kann   man 

setzen : 

4)    x  =s  m%m%  y  =■  ncosy. 

5)    §  —  sinv?  \/m^+p\  ri  =  cos^l/n^+p^. 
Die  Gleichung  3)  wird  dann: 

6)    sin9)Bin^l/l+^+cosy  cos^l/l  +  ~  —  1. 
Aus  der  vorstehenden  Gleichung  folgt: 

+/'l/i+fs-«<>B^l/^+-;je- 

Hält  man  diese  Gleichung  oder   die  Gleichung  6)  mit  dem  Addi- 
tionstheorem der  elliptischen  Integrale  zusammen,  so  folgt  für: 

7)  1^'  =  *^    S  =  (l+S)-^-«>     f  =  Ungarn« 

dasB  (p  einen  der  Werthe  am(t«±a)  hat.  Sind  also  (Xi,  ^i)  und  {x^j  y^i) 
die  Berfthmngspunete,  aetet  man  nach  7)  n  »=  mk*^  so  geben  die  Glei- 
chungen 4): 

1—  =  Äinam(tt+o),     —  =*  sinamCu — a), 

8)  p  "^ 

I—  =  Ar'cosamCw+ö),    —  =  Ar'cosam.(w--a). 

32» 
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Die  Coordinaten  §;  ri  aus  5)  lassen  sich  nach  7)  auf  folgende  Art 

darstellen : 

'  ,.x      £  .  Jama       fi        .^coaamt« 

9)     ^  aas  ginamti ,    ~  =»  Ar' • 

^     tn  cosama'     m  cos  am  a 

Aas  8)  und  9)  findet  man  ohne  Schwierigkeit: 

x{ — g  .    ,    .sinama. 

-^ — 2  —  cosam(tt+a) Jamu. 

m  cosama  ' 

Vi — y  f^  .        /    .    X  sin  am«  . 

ü — 2.  am:  — ArsinamfM+a) Jamw. 

m  cosama 

Durch  Yertanschung  von  a  mit  — a  erhält  man  hieraas  x^  —  §, 

y^ — ?•    Man  setee  nnn: 

so  dass  also  ^i  und  t^  die  Längen-  der  Tangenten  zwischen  dem  Puncte 
(gy  fj)  und  den  Contactpuncten  (Xi^  y^)  und  (0:2,  ^2)  sind.  Die  obigen 
Formeln  geben: 

!-^  =:=  tangama  Jamu  Ah.m(u-\-a\ 
7 

~  —  tangama  Atktxxu  Jam(u — a), 


m 
also: 

4*\     h+h        ftx  zlamaJ^amtt 

11)     - — -  —  2tangama^i ,«  .  , -r-5 — -  • 

'^        m  **         1  — k^  sm^  am  a  sin'  am  w 

Fflr  einen  Punot  der  Ellipse  2)  kann  man  allgemein  setzen: 

X  V 

12)     —  ~  Binam»^,   —  «*=  Ar^cosamif. 

Ist  s  der  Bogen  zwischen  den  Puncten  (xi,  t/i)  und  (xs,  2/2)9  so 
geben  die  Gleichungen  8)  und  12): 

amivd»'} 


d.i.  nach  §  26: 


—  —  ^[am(w+a)]  —  ElsLm{u — a)], 


oder  rechts  i^(am2a)  addirt  und  subtrahirt: 

—  =  ^(am2a)— t^(am[w— a)]+^(am2ö)  — ^[am(M+a)]j. 

Wendet  man  auf  die  drei  letzten  Terme  rechts  das  Additionstheo- 
rem der  elliptischen  Integrale  zweiter  Gattung  au;  so  folgt: 


g 

—  —  .£^(am2a)  —  Ar*  sin  am  2a  sin  am  (w — a)  sinam(M+a), 


oder: 
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—  —  E{»m2a) 
tn 

—  2/r^8inama  cosama  Jama      sin^amu — Bin^ama 


1  —  k^  Bin*  am a  1  —  k^  sin*  am  a  Bin*  amu 

Die  Differenz  dieser  Gleichung  und  der  Gleichung  11)  fuhrt  auf: 

13)     ^-(^1+^)  „  ^(am2«)-2taBgan.a,      f^^f 

Nun  ist  auch  nach  dem  Additionstheorem: 

^(ama)+j&(ama)  —  ^(am2a)  =  Är^sin^ama  sinam2a  = 

2k^  sin^  am  a  cos  am  a  J  am  a 

• 

1 — A:*8in*ama 
Mittelst  dieser  Gleichung  wird  die  Gleichung  13)  einfacher: 

2m  ^       ^  cosama      ' 

welche  Gleichung  den  Satz   von  Graves  in  seiner  einfachsten  analyti- 
schen Form  enthält 

Der  Satz  von  Mac  OuUagh  l&sst  sich  mit  Hülfe  des  vorhergehen- 
den Satzes  behandeln^  es  ist  indessen  einfacher  denselben  direct  her- 
zuleiten.   An  Stelle  der  Gleichungen  1)  und  2)  nehme  man  die  folgenden: 

•         *4)     -^,+  -^  =  1,       15)    g  +  g=l, 
WO  m>p>n  ist    Man  setze  nun: 

1^2 ^2 

5 —  =  k\  p^  =  m*  COS*  am  a+n*  sin*  am  a. 

Die  Gleichungen  14)  und  15)  lassen  sich  dann  schreiben: 

16)     ^ f imk)%     17)    x^+^.  =  m\ 

^     sin*ama     cos*  am  a        ^     ^  ^        /  ^2 

Ist  i^fi)  ein  Punct  der  Hyperbel  16),  so  kann  man  setzen: 

.o\     I  .  Jamw       f]         ..cosama 

18)     ^  =  sinama ,    -^  =  Ä' 

'^     m  cosamu'    m  cosamt^ 

Die  Gleichung  17)  ersetze  man  durch: 

19)     —  =  Binsrntv,    —  =  Ar^cosamn^. 

Legt  man  vom  Puncto  {§f  tj)  der  Hyperbel  zwei  Tangenten  an  die 
Ellipse,  so  ist  für  die  Contactpuncte  in  den  Gleichungen  19)  w  durch 
folgende  Gleichung  bestimmt: 

sin  amu  sinama  Jamit^+cos  am  a  cos  amu  »=  cos  am  n?. 

Nach  Note  V  folgt  hieraus  w  =  a±t<.  Sind  also  (x^y  yO  und 
(^2)  2/2)  die  Contactpuncte,  so  folgt  nach  19): 
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20) 


(—  »=•  Binam(a+w),     ~  «=  Bin  am  (a — u), 


1^  =  Ä'co8*m(a+M).  —  =  A:^oo8ani(a — u). 


Vi 


Die  Olelchnngen  18)  and  20)  erget)en  sich  ans  den  Gleichungen 
9)  nnd  8)  durch  gegenBeitige  Vertanschnng  von  a  and  u^  wobei  das 
Zeichen  von  o^  sn  Andern  ist.  Haben  ti  und  t^  dieselben  Bedeutun- 
gen wie  vorhin,  so  geben  die  Gleichungen  10)  durch  die  bemerkte 
Vertauschung  unmittelbar: 

~  =  Azma  tangamu  Jam(a+w),    ~  =  Jama  tangamu  /lamfa — w). 

Durch  Subtraction  folgt  hieraus: 

on     ^2"~^t         2A:^sinama  cosama  Jamfl  ain^amtf 
^         m  1 — **  Bin' am  a  sin*  am« 

Für  den  Schnittpunct  {x^^  ^o)  ^^^  Hyperbel  mit  der  EUipse  geben 
die  Gleichungen  16)  und  17): 

22)     —  =  sin  am 0,    ~  ««  A^cosamo. 

In  diesem  Falle  ist  in  den  Gleichungen  19)  tv  ^^  ct. 

Es  sei  i>  der  Punct  (g,  ly),  ferner  Q  Fig.  10. 

der  Punct  [pc^j  y^).  Man  setze  jPTx  -«  ft 
und  PTt  =  t2.  Fttr  die  Bogen  QT^  und 
^Jj  der  Ellipse  hat  man  nach  20)  und  22) : 

m       '•^ 

tn 

m 
oder: 


r 


—  =  ^fam(a+M)l— ^(ama)  = 

Eihmu)  —  j^(ama)-|-jB(amM) — i;[am(tt+a)]j  = 
.£^(amif)-^Ar^Binama  sinamu  sinam(a+2^). 

OT 

— '  — =  i^(ama) — ^am(a — u)  «= 

^(am  u)  —  j  ^[am  (a — n)] + iP(amtt)  —  i?(«m  a)  \  == 
E{8Lmu) — /r'sinama  sinamt^  8inam(d — u). 
Aus  der  Differenz  dieser  Gleichung  folgt  nach  21): 
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QT^—QTy  =  h—h  d.i.  QT^  —  QTy^  =  PT^—PTu 

welche  Oleiehniig  das  Theorem  von  Mac  Cnllagh  enthält 

Mittelst  der  vorstehenden  Entwickelungen  lässt  uch  ohne  Schwie- 
rigkeit der  dritte  der  obigen  Sätze  darthno,  welche  Deduction  hier  der 
Kürze  halber  unterbleiben  soll.  Eine  ähnliche  Betrachtungsweise  wie 
bei  den  Säteen  von  Graves  und  Mac  Cullagh  lässt  sich  auf  eine  An- 
zahl von  Sätzen  anwenden,  welche  von  Chasles  herrühren;  enthalten 
^n  der  Abhandlung:  ^De  quelques  propri^t^s  des  arcs  ^gaux  de  la 
lemniseate.  (Comptes  Rendus  t  XXI  p.  199 — 201.  1846.  Rapport  ctr. 
p.  119 — 120).  Indem  Chasles  die  Lemniseate  als  Ort  der  Fusspuncte 
der  Perpendikel  ansieht,  ge&llt  vom  Mittelpunct  einer  gleichseitigen 
Hyperbel  auf  ihre  Tangenten,  findet  derselbe  da»  Resultat,  dass  zwei 
Bogen  der  Hsrperbel,  deren  Differenz  rectificabel  ist,  zwei  rectiflcabele 
Bogen  der  Lemniseate  entsprechen. 

B.    Die  Oberfläche  des  dreiaxigen  Ellipsoids. 
Legendrej  Catalofi,  Plana,  Jacobi,  Lebesgue,  SMämilch,  Malmsien, 

Zur  Berechnung  der  Oberfläche  des  dreiaxigen  Ellipsoids,  oder 
eines  Theiles  derselben,  hat  Legendre  in  dem  Abschnitte  „Determi- 
nation de  Faire  de  rellipsoYde"  (Fonct.  eil.  t.  L  p.  350  —  360)  zwei 
verschiedene  Methoden  angewandt,  welche  später  wiederholt  Gegenstand 
mehr  oder  minder  glücklicher  Untersuchungen  geworden  sind.  Theils 
besondere  Schwierigkeiten,  theils  Vereinfachungen,  welche  der  Ausdruck 
für  die  Oberfläche  in  Form  eines  Doppelintegrals  darbietet,  haben  eine 
ziemliche  Anzahl  von  Arbeiten  hervorgerufen,  von  denen  nur  einige 
hier  angeführt  werden  sollen,  welche  einiges  Interesse  darbieten. 
Weitere  Betrachtungen  über  diesen  Gegenstand  enthalten  ausführlichere 
Lehrbücher  über  Integralrechnung  z.  B.  Moigno:  Lebens  de  calcul 
diff^rentiel  et  de  calcul  integral.    Tome  2.  Paris  1 844.  (p.  274—280). 

Es  sei  a>b>c.    Legendre  ersetzt  die  Gleichung: 

j*2       fyS       z^ 

^       «2  ^  62  ^  c« 
der  EUipsoidfläche  durch: 

X  =  asindcosg),  y  =  bBin8fAn%  z  =  ccosÖ. 
Nimmt  man  zur  Abkürzung: 

— - —  SS  tnK     — rr—  =«  n2,    p  =  w^cos'oo  +  n^sin^^), 
a^  0^ 

so  hängt  die  Bestimmung  der  Ellipsoidfiäche  ab  von  dem  Doppelinte- 
grale: 
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2)      5  =  «*  /  j  fanß]/ i— Pfände  dB  dtp. 
Die  Gesammtoberfl&ohe  T  hat  zum  Ansdraok: 


3) 


S  =  Sab  1      I     üne\/\—p%iv}ededg>. 

Die  Integration  nach  B  lässt  sich  in  S  und  T  leicht  ausfuhren, 
es  erscheint  aber  dann  unter  dem  Integralzeichen  ein  Logarithmus. 
Legendr e  entwickelt  desshaib  in  T  den  Ausdruck  (/l — ji^sin^^  nach 
Potenzen  von  p  mfl  S.  Die  Integration  nach  O  lässt  sich  leicht  aus- 
führen. Ebenso  bietet  die  folgende  Integration  nach  g>,  von  weitlAu- 
figen  Entwickelungen  abgesehn,  weiter  keine  Schwierigkeiten. 

In  einer  kurzen  Note  ,ySur  la  d^termination  de  Faire  de  Tellip- 
solde^^  (Bulletins  de  TAcad^mie  de  Belgique.  1870  t.  XXX.  p.  97)  ist 
Catälan  durch  eine  einfache  geometrische  Betrachtung  zu  dem  in  2) 
enthaltenen  Ausdrucke  von  S  gelangt  Die  Oberfläche  des  EUipsoids 
werde  durch  zwei  Systeme  von  Curven  in  Vierecke  zerlegt  Das  eine 
System  besteht  aus  sogenannten  Niveaulinien,  d.  i.  parallelen  Schnitten 
der  Fläche  zu  einer  festen  Ebene,  für  welche  im  vorliegenden  Falle 
die  ocy  Ebene  genommen  ist  Das  zweite  System  besteht  aus  Linien 
des  grössten  Falls,  d.h.  orthogonalen  Trigectorien  der  Niveaulinien. 
Für  eine  Niveaulinie  sei  ds^  für  eine  Linie  des  grössten  Falls  sei  ^i 
das  Bogenelement  im  Puncto  {Xy  y,  z).  Bezeichnet  man  den  Inhalt 
des  unendlich  kleinen  Bechtecks  zwischen  zwei  Curven  beider  Systeme 
durch  dSj  so  ist: 

4)     dS  =  ^.^1 

Für  eine  Niveaulinie,  deren  Ebene  der  xy  Ebene  paraUel  ist, 
hat  man  in  1)  z  constant  zu  nehmen.    Dann  ist: 

^^4-^  =  1      ^^ 


oder  auch: 


i  .K     X         \  /  *     z^  y         \  / .     z"- 


Diese  Gleichungen  geben 


^2  s^°^- 


6)    ds  =  l/l j.  l/a^sin^^H- ft2 008^9) df^. 

Für  eine  Linie  des  grössten  Falls  findet  die  Differentialgleichung 
statt: 
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dx        dy 

«1^        9BS       ^^a*  • 

X  y^ 

Da  nun  nach  1)  allgemein: 

xdx     ydy     zdz       ^ 
«2  -»"  J2  -»-  e2  "^  "' 

BO  geben  die  beiden  letzten  Gleichungen: 

zdz 
dx        dy  c^ 


x_        y_  ^      y^ 

a2         h^  a4  "t-  j^4 


Hieraus  folgt: 


dsy  =  dz\  I     l+-r^ 


/ 


z» 


^■1 


d.  i.  nach  5) : 


ds\  =  dz. 


l/l— ^  l/a^Bin^gp+ft^cos^y) 


Mittelst  der  vorstehenden  Gleichung  und  der  Gleichung  6)  geht 
die  Gleichung  4)  über  in:  -  , 

dS  =  dzdg).y~^  +  (i—^iaHm^q>+b^Q0f^^9>). 

Integrirt  man  nach  z  und  q>y  setzt  wieder  z  =  ccosOy  so  erhält 

man  die  Gleichung  2). 

um  das  Integral  J  in  3)  direct  behandeln  zu  können,  hat  Plana 

ein  sehr  ingenieuses  Mittel  angewandt  in  dem: 

Memoire    sur   Texpression    analytique    de    la    surface    totale    de 

rellipsoTde,  dont  les  trois  axes  sont  in^gaux;   et  sur  r^valuation  de 

la  surface  d'une  voute  sym^trique  k  base  rectangulaire,  retranch^e 

dans  la  moiti^  du  m€me  ellipsoide.  (Grelle.  J.  1 17  p.  345). 

Statt  des  Integrals  3)  nehme  man  das  folgende,  in  welchem  t  ein 

Parameter  ist: 

n         n 

F  =  So»  /        /     /  sin  Ö  \/r—pfi  sin2  ß  dOdg). 
Für  ^  =  1  ist  F  «:  &    Dieses  Integral  differentiirt  Plana  nach  t. 
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wodurch  sich  eine  Differenüalgleichang  für  V  ergebt,  deren  Integration 
schliesslich  fflr  ^  ==  1  das  Doppelintegral  S  in  Form  einfacher  ellip- 
tischer Integrale  giebt  Die  weitere  Ansführnng  möge  hier  unterbleiben, 
da  ein  ähnliches  Resultat  mit  einfacheren  Hülfsmitteln  hei^eleitet  wer- 
den soll. 

Die  zweite  von  Legendre  angewandte  Methode  besteht  darin,  die 
Fillipsoidfläche  durch  Krümmungslinien  in  Rechtecke  zu  zerlegen.  Man 
kann  dann  allgemein  einen  bestimmten  Theii  der  Fläche,  in  Form  eines 
Vierecks,  begränzt  durch  je  zwei  Krümmungslinien  beider  Systeme, 
durch  elliptische  Integrale  ausdrücken.  Der  resultirende  Ausdruck  ver- 
einfacht sich  wesentlich,  wenn  das  Viereck  in  eine  Zone  zwischen  zwei 
Krümmungslinien  derselben  Art  übergeht 

Bei  den  bisher  erwähnten  und  der  Mehrzahl  der  gebräuchlichen 
Methoden  wird  ein  Theil  der  Ellipsoidfläche  durch  ein  Doppelintegral 
ausgedrückt  Je  nach  der  Begränzung  bietet  die  Integration  grössere 
oder  geringere  Schwierigkeit  Man  kann  die  Begränzung  so  wählen, 
dass  eine  Integration  unmittelbar  sich  leicht  ausführen  lässt  Es  exi- 
stirt  eine  Methode,  den  Pnnct  einer  Fläche  in  Function  zweier  Varia- 
bein darzustellen,  indem  man  die  Neigung  der  Normalen  des  Punctes 
zu  einer  festen  Geraden  betrachtet  und  ferner  den  Winkel,  welchen 
die  Projection  der  Normalen  auf  eine  Ebene,  senkrecht  zur  festen 
Geraden,  mit  einer  bestimmten  Geraden  der  Ebene  bildet  DerWerth 
dieser  Methode  der  Bestimmung  scheint  zuerst  von  Mcobi  besonders  für 
die  Ellipsoidfläche  erkannt  worden  zu  sein.  Eine  sehr  glückliche  Anwen- 
dung derselben  findet  man  bei  Lebesgue :  Sur  les  arcs  ä  diffärences  rec- 
tifiables  et  les  zoues  ä  diff^rences  planifiables.  (Journal  de  Math^m. 
1846.  tXI.  p.  331— 335).  Eine  ergänzende  Note  hierzu  bildet:  Le- 
besgtie:  Thöor^me  sur  les  ellipsoldes  assocl^s.  (Mdmoires  de  la  soci^t6 
des  Sciences  physiques  et  naturelles  de  Bordeaux.  1861.  T.  II 
p.  247—252). 

Es  sei  u  der  Winkel,  welchen  die  Normale  im  Puncto  (x^  y,  z) 
zur  Ellipsoidfläche,  repräsentirt  durch  die  Gleichung  1),  mit  der  Axe 
der  z  bildet    Es  ist  dann: 

z 

c^  z^  /x^      t/^ 

7)      ±cosM  =  — ,  =  oder-rsin^w  =  ( -i  +  ri )  cos^w. 

Nimmt  man  u  constant,  so  ist  durch  die  Gleichungen  1)  und  7) 
auf  der  Fläche  eine  Ourve  bestimmt,  längs  welcher  die  Normale  mit 
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der  Axe  der  z  denselben  Winkel  u  bildet     Setzt  man  den  Werth  von 
z^  ans  1)  in  die  Gleichung  7),  so  folgt: 

oder: 

f*        tang^u 


8)     (l+^)g+(»+*5M!!f)|; 


&2  c2 

Durch  diese  Gleichung .  ist  die  Projection  der  bemerkten  Gurve 
auf  die  Ebene  der  x  und  y  bestimmt^  welche  Projection  eine  Ellipse 
ist    Bezeichnet  man  den  Inhalt  dieser  Ellipse  durch  C^  so  ist: 

tang^u 


9)      (^   =  JTOft 


c2 


1/(ä+'^)(f+'=^j 


Man  projicire  die  beiden  Curven  der  Flftche^  l&ngs  welchen  die 
Normalen  mit  der  Axe  der  z  immer  dieselben  Winkel  u  und  u-\-öu 
bilden,  auf  die  xy  Ebene.  Die  Inhaltsdifferenz  der  beiden  Ellipsen 
ist  dann  dc^  Bezeichnet  man  durch  dO  den  Inhalt  des  Flächenstrei- 
fens, begränzt  durch  die  beiden  erwähnten  Curven,  so  ist: 

d6 


dC  -^  , 

cosu 


oder: 


10)    c=    f^. 
I    cosw 


Man  rechne  te  von  dem  Puncte  an,  für  welchen  C  verschwindet, 
d.  i.  dem  Endpuncte  der  ;r-Axe.  Durch  C  werde  der  Inhalt  des  Flä- 
chenstttcks  (eine  Art  ellipsoidlscher  Calotte)  bezeichnet,  welchen  eine 
Gurve  begränzt,  längs  welcher  die  Normalen  mit  der  z-Axe  denselben 
Winkel  /  bilden.    Die  Gleichung  10)  giebt  dann: 


/     cos«  /     divcoBu' 


0  «^0 

Durch  partielle  Integration  folgt: 


11)    C 


Nun  ist  identisch: 


\  cos  M/o  /         COS'M 
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fonu         C08U  dtang^«         1  du 

cob'm  ™     2        Ai       ■"  2  l/l+Ung^M 

^  tang^u 

2  I  /l  tMg*M* 


1/^ 


c* 


In  die  Gleichung  11)  sabstitnire  man  &\r  6  den  AoBdraek  ans  9), 
wo  dann  im  Terme  auBserhalb  des  Integralzeichens  u^^O  and  u^^^  y 
zu  setzen  ist    Man  findet  so: 


C 


tangVj  /i       tangV 


jraftc 


1/(1+^)  (51+ '^O 


tang^u    tang^u 


tansr^t^ 
Setzt  man  im  Integrale  rechts  — |—  =>  ^  bo  ist  einfacher: 


^    nahe 


tangV  1  / J.  ,  tang^y 
1  // 1  TtängM  ZrT^ng'yX 


-1/ 


/'tengyy 


^d/ 


i/(^')(^+')(^+')' 


Von  dieser  Gleichung  Usst  sich  nach  Lebesgue  folgende  geome- 
trische Anwendung  machen.  Es  seien  A  und  B  Areale  der  Ellipsoid- 
fiftche,  begrftnzt  durch  Gurven,  längs  welchen  die  Normalen  mit  den 
Axen  der  x  und  y  respecüve  die  Winkel  a  und  ß  bilden.  Es  folgt 
dann  A  aus  (7  in  12)  durch  Vertauschung  von  /  mit  a  und  von  c 
mit  Oy  ebenso  ergiebt  sich  B  durch  Vertauschung  von  /  mit  ß  und  c 
mit  fr.    Nimmt  man  nun 

13)    ^^g^  3«  tangg  ^  taug/  ^  ^ 

so  fallen   in  den  Differenzen  B — Cy  C  —  A  und  A — ^  die  Integrale 
heraus,  man  findet  dann  einfach,  wenn 
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3C(ä>C 


«' 


=  M 


,a2  +  mV  \b^  "*"  «V  VC*  "^ »» V 
gesetzt  wird: 

14)   2?._c-=(i-i)Af,t;-^  =  (i-i)^, 

Diese  Qleichungen  ^ben  noch: 

Finden  die  Oleichnngen  13)  statt^  so  zeigen  die  Gleichungen  14); 
dasB  die  Inlialtsdifferenzen  zweier  ellipsoidischer  Calotten  nach  einem 
vielleicht  etwas  oberflächlichen  Sprachgebranche  complanabel  sind,  wo- 
durch nur  die  Abwesenheit  elliptischer  Integrale  ausgedrückt  wird. 
Das  in  der  Gleichung  12)  vorkommende  Integral  lässt  sich  leicht  auf 
elliptische  Integrale  reduciren.    Man  setze: 

l 


15)    J 


idt 


i/(i+')(i+')(f.+<) 


Für  /  mache  man  die  Substitution: 

t 
und  setze: 


=  /8in^_l\  JL 


1 


16) 


J_  _  /sin^y      i\      1        c2 b^  _  .^    b^ cfl  _ 

m^        \  b^        aycos^g)'    1       1   ~  '^  *    1       1    ""  '^  ' 


a^ 


c^     a« 


—  =  smw,   —  == 


k^Bmfv 


Die  Gleichung  15)  wird  dann: 


V      /*  — ^^sin^v      \^^      Wy     cos^t;  l/l  —U^^inH 


Da  nach  16): 
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80  findet  man: 


17)     /  =  [tong^)  J(9P)  — tangw  J(«;)  —  JF(9)) +£(»)]  (/^— ^ 

Für  die  Berechnung   der  Flächenräame   Ay  By   C  —  wobei  die 
Relation  13)  nicht   angenommen   werden   soll  —  hat  man  in  16)  und 

17): 

(Bin^y i\      1 

einer  der  Quantitäten; 

tang^g     tang^ff     tang^y 

gleieh  zu  setzen.    Nimmt  man  z.B. 

tang»«  ^  /ain^y      1  \     1 

und  setzt  i^  =»  S{q>)y  so  ist: 

I      P{<p) — -^W siny  cosy 

^■^  a2  cM(9)) 

Für  9)  «=»  -X-  ist  5(  ^j  die  halbe  Ellipsoidfläche.   Da  der  Ausdruck 

für  ^(9))  elliptische  Integrale  erster  und  zweiter  Gattung  enthält^  so 
lassen  sich  aus  demselben  mit  Leichtigkeit  durch  Anwendung  der 
Additionstheoreme  Relationen  zwischen  ellipsoidischen  Calotten  für  die- 
selbe  Hauptaxe  herstellen.    Ist: 

F(q>)+F(7f>)  ^  F{6)y 
HO  giebt  die  Gleichung  18)  in  Verbindung  mit  den  Gleichungen  16): 


+ 


F(w)  ,  /l       1\   . 

— 5^"  "•"  \p~  Vy  """"^  '^^  ""'*' 

1  fgintf  coBtf giny  co8<p siny  cosy~| 


Das  Theorem  von  Lehesgue,  enthalten  in  den  Gleichungen  13)  und 
14),  ist  lange  nachher  Gegenstand  Ähnlicher  Untersuchung«!  geworden, 
worüber  folgende  Abhandlungen  zu  veigleichen  sind. 
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Schlömlch:  lieber  die  GomplaDation  der  centrisehen  Flächen  zweiter 
Ordnung.  (Sitzungsberichte  d.  Bachs.  GcBeltech.  d.  Wissenschaft 
1862,  Zeitschrift  fttr  Mathem.  1863,  t.  8  p.  1—12,  Journal  de 
Mathöm.  Deuxifeme  s6rie  .  1863,  1 8  p-  89—98). 

Malmsten:  lieber  den  Fagnano'schen  Satz  auf  dem  EUipsoid.  (Zeitsch, 
t  Mathem.  1863,  t.  8.  p.  306—309). 

Die  sämmtlichen  Abhandlungen  betrachten  die  gefundenen  Resul- 
tate als  eine  stereometrische  Erweiterung  des  Satzes  von  Fagnano^  eine 
Anschauungsweise,  die  wohl  nicht  ganz  zu  rechtfertigen  ist.  Der  Be- 
griff eines  Flächenraums  hängt  wesentlich  von  der  Begränzung  ab  und 
kann  in  sofern  ganz  willktlhrlich  gedeutet  werden.  Die  Bogenlänge 
zwischen  zwei  Puncten  hat  einen  ganz  bestimmten  Sinn.  Der  Satz 
von  Fagnano  kann  nur  auf  eine  Art  auf  Flächen  übertragen  werden, 
indem  man  Curven  auf  einer  Fläche  analog  wie  in  der  Ebene  definirt, 
wenn  an  Stelle  von  geraden  Linien  auf  der  Fläche  geodätische  Linien 
treten.  *) 


Note  IX. 

Zwei  Beispiele  zur  Reduction  der  elliptischen  Integrale  dritter  Gattung 
mit  complexen  Parametern  auf  Integrale  mit  reellen  Parametern  nach 

der  Methode  von  Legendre. 

Die  am  Schluss  von  §  28  auf  p.  183  angeführten  Beispiele,  welche 
Legaidre  zum  Zweck  seiner  Reductionsmethode  weiter  ausgefühi*t  hat, 
sollen  im  Folgenden,   in  ziemlich   veränderter  Darstellung  reproducirt 


*)  Zu  den  Darstellungen  des  §  2G  sind  folgende  Abhandlungen  anzumer- 
ken, welche  besonders  die  elliptischen  Integrale  zweiter  Chittung  auf  eine 
Anzahl  sehr  interessanter  Reihenentwickelungen  angewandt  enthalten. 

Meyer:  Entwickelung  einiger  elliptischen  Functionen.    Programm  d.  Vitz- 

thumsch.   Geschlechtsgymnasiums  zu   Dresden.     1847.  43pp   in  8<^. 

Dieser  Aufsatz  reproducirt  in  Grelle,  Joum,  t.  37  p.  273—304. 

Weitere  Fortsetzung  dieser  Untersuchungen  von  demselben  Verfasser  unter 

dem  Titel:  „Ueber  rationale  Verbindungen  der  elliptischen  Transceudenten". 

(Borchardt.  Joum.  t  56  p.  314—325). 

Eine  der  ersten  Anwendungen  der  Reihenentwickelung  der  elliptischen 
Integrale  zweiter  Gattung  enthält  die  Abhandlung: 

Sohnke:  Motns  corporum  coelestiuui  in  medio  resistente.  (Grelle.  Joum. 
t.  10  p.  23— 40> 
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werden.  Obgleich  die  algebraischen  Rechnungen  besondere  Schwierig- 
keiten nicht  darzubieten  scheinen,  können  dieselben  dennoch ,  ohne 
gehörige  Vorsicht,  auf  ungemein  weitläufige  und  beschwerliche  Rednc- 
tionen  führen.  Dieses  tritt  namentlich  bei  einer  directen  Anwendung  der 
Gleichungen  25)  auf  p.  181  hervor. 
Es  sei: 

1)     w  =  *e«^    n'  =  ke^^^   nnf  -=  k\   n+nf  =  2ÄcoBa. 
Die  Gleichung  fUr  p  (GL  23  p.  181)  giebt  dann : 

2p(l+*cos«)+A:'2  =  ±(l+2A:coBa+Ar2)^ 

hieraus  folgt: 

c%\       4  \       A     44        1  Ar+cosa 

2)     p'  -=  —  1  und  d"  =  k .—--; • 

'  1+Arcosa 

Die  Gleichungen  20)  auf  p.  180  geben  mnn*  =  — p^k\    Da  nun 

nach  1)  »n'  =  k\  so  ist  m  =  — p\  folglich: 

3)    m'  =  —p'^  und  m"  =  —p''\ 

Die  Gleichung  für  (2^ (GL  22  p.  181)  nämlich: 

—qk^k*^  —  ik^+n)  (^«+710  (^2+m), 

giebt,  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  1),  2)  und  3),: 

1^'  c=  l+2A:co8a+A:2, 
^       (l+2A:co8tt+^a)^^sin^« 
^  (l+Äco8a)2 

Setzt  man  in  der  Gleichung: 

.X     r        m«+(2+p)  m^+(l  +2p)  khn+pk^ 
^)     ^-  m(m-n)(m-nO 

m  =  — p\  so  wird  dieselbe,  nn'  =  k^  gesetzt,: 

—p[p^+P'^in+n')+k^] 
Für  p  ^  p'  ist  nach  2)  1  +p'  =  0,  also  nach  6)  C  =  0.    Aus 
der  zweiten  Gleichung  2)  folgt: 

Äcosa  =  J3y7- 

p" ^2 

Setzt  man  in  die  Gleichung  6)  p  —  p"  und  w+»'  «=  2—-— 77, 

so  folgt: 

1  k^^ 

^  y'  ^(Ä+cosa) 

In  Folge  der  Gleichungen  28)  auf  p.l82  ist: 

^^     lA+B  ^  l-^-C, 

[An+Bn'  =  2+p+m+n+nf—Cm. 


\ 
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Nimmt   man   zuerst  j>  »=  j^'  ssb  —  1^  abo   Cf  »=  0,  m'  «««  —  1, 
80  geben  die  Oleichnngen  8): 

A'+B"  =  2,    A'n+B'n'  =  n+n% 
d.  L 

A'  =  B"  ^  i. 
Für  p  =  p",  »i  =  »i"  und   C  ^  C'  findet  man  mittelst  der 
Gleichungen  1)^  2)  und  7)  aus  8): 

A''+B''  =  0,    A''n+B''n'  =  2+n+n', 
oder: 

}A:sina 
Mit  Rücksicht  auf  die  vorstehenden   Entwickelungen  geben  die 
Qleichungen : 

/  siny  cosy  1 

I  1  +p  sin^9)  J ' 

^^       \—}—  ^  ^   1/1   .  ^  ^  g        \ 

ll+g/^<*gp  *"  /l\p'^  i+nAn^9>'^  l+n'Bm^g>'^  l+msin^q))' 
die  folgenden  Relationen: 

|/l+2A:coBa+*«  \        |/l— *»Biii*9)        / 

1  ,     l+ii  aiaa     „.  . 


+  j[ll(ke^,  <P)-/Z'(*«"'^,  ?>)] 

Ar"* Bing  /tLm/' *±£2!£V      1 

(Ar+ooBtt)  (l+ÄcoBß)  "  L         V+kcoaa)  *  ^} 

„  A-  sin  a  Bin  9)  cob^  j/l +2*  cos  a+k* 


l+Äco8a+/r(Är+cosa)sinV    j/l — jt^sin^y 
Für  den  Fall^  dass  p  «».  0,  also  auch  m  <»  0,   lassen  sich  die 
Gleichungen  9)  leicht  transformiren,  es  seheint  indessen  ein&cher  au 
sein  sich  der  folgenden  directen  Gleichungen  zu  bedienen^  welche  mit 
den  auf  pag.  178  aufgestellten  Relationen  zusammenfidlen. 

9)      J  _L  *  _ 

l+qPdg) 

j|_n«'       w(n— nO    l+nrin*?»     '  n'(n— nO    l+n'ain'yJV 

■nii*p«r,  «lUpU  FuMtloo«!.  33 
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Nimmt  mui: 

10)     n+\  —  Ä'^*,  n'+l  =  k'e—^,  n+n'+2  =  2*^coBa, 
BO  Bind  die  beiden  Werthe  von  p  bestimmt  durch: 

fiB  IM  Also: 

<i\       /        a      A     //  1— 2*^008  g+A"> 

11)       «'  =»   0   und  y  = ; TT • 

Für  die  Werthe  von  n  nnd  n*  aoB  10)  erhält  man  aoa  den  Gfei- 
chnngen  9)  ohne  SdiwierigiLeit  dnroh  Integration: 

1  ,      l/l — A:*Bin*5P+sin9)  eo^q>\/\ — 2A:'coBa+Ar'* 

2/1— 2Ä'coflÄ+)t^        l/l— Ä^ain«^— «in9)C0B9)l/l— 2ifco8a+*'2 

**  «...      k'el^ 


n<P)  +  7777—:  //  OC^-  ^  ^) 


1— 2Ar'coBa+Ä'»     ^"^^      Ide^^—X 

Ana  der  sweiten  Oleiehung  11)  folgt: 

Diese  Gleichnag  in  Yerbindnng  mit  den  Gleiehnngen  10)  ^ebt: 

12)    «-Hf-pqpl,     «"   -T^' 
Die  Gleichnng  nrnn^  —  — p*Af*  giebt  in  diesem  Falle  fllr  p^^p"\ 

13)    m-- -  p--(2+y»-> -= -*>    (l'-;t^co,a)«    ' 
Fflr  f''  «rgiebt  «ieli  folgender  Werth: 

In  die  Qleichnng  6)  setze  man  p  *»  p'\  m  «»  m^^  und  für  n-i-n^ 
fin%  mf'  ihie  Werthe  ans  13)  md  18),  es  folgt  dann  Ar  (7  -»:  C": 

^  p''  1— aA^cosa+if^' 

Die  OlekhBngfin  a)  geben: 

d  i.  nach  11),  12),  13)  nnd  15): 


p"         1— aÄ^coea+Ä^' 


5t& 


folglieh : 


A^'n+B^'n'  -  "r^  =»  —  2(l-*'coBa), 


,,  1— *'co»a       *'—««• 


^' 


1— 2*'coBa+*'»    tsinä  ' 


1— 2*'«0Ba+A^      iüna 

Mütolat  der  TOfstehendeu  Formelm  ergiebt  aieh  «m  'S)  dvnh  bte- 
gration  folgende  Bebition  swischen  elliptiselifin  Int^pralen: 

\/l  —  2k'(io»a+k'*  Waiaa  gjn»  coByj/l— 2A/eoga+</*   J_ 

^  *""*°^1— A'ooga— <t— 2*'«o9a+A'*)Bm*92J 

,       ^,  -,*<(*'— cos d) sin a    rrf     .A—Vc'waa+k^      \ 


—  Ol 


Im  Vorhergehenden  Bind   die  Ton  Legenäre  gegebenen  Resultate 
BO  modificirty  daas  sieh  unmittelbar  die  Qleiehnngen  fttr 

[J{ke^''\  q>)  «iid  JJik'e±^—l^  gü 
anfrtellen  lassen. 


Note  X. 


Die  Tranifemiationen  erster  Ordnung  von  Abel.    Die  Transforqifi)i(Mif)n 

und  fSntter  Ordnung  n«cli  Jeoobi. 


Mit  der  Integration  der  Differentialgleichnngr 

dy  dx 


1) 


->"  «■-  * 


t/(l— y»)(l— ^^        M]/{1  — ai«)  (1 — ft»j5^ 
fttr  den  Fall  daas: 

hat  sieh  Abel  wiederholt  beschäftigt  und  davon  die  ^echs  Ldsnngen 
gegeben.  *) 

Die  filttdiOBgeti  1)  ulid  8>  i^ben: 


*)  Astsron.  Kaehr.  Nr.  138,  Grelle.  Jonm.  t3   p.395   und  ^"4   p.312; 
Oeuvres  1 1  >p.9b%  310  mA  37h 

33* 
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1   _  afß—a^ 

M  ""  l/Co'»  — a»)(a'>— /»a») 
nnd: 

Der  Werth  Yon  M  Usst  sich  am  einfachsten  in  jedem  besondem 
Falle  direct  finden.    Die  Gleichungen  3)  geben  folgende  Annahmen: 

^    a'—a^a'+a        "'    a'—ara'+al 

5^     ^-^  t  ^~^'  r-  0     1?^+^  ,  y+<?/     ■  n 
-*     af—a'^a'—al  '    a'+a^  a'+al 

Die  Gleichnngea  €)  folgen  unmittelbar  ans  d»n  Gleichnngen  5) 
durch  Vertanschnng  von  /  mit  — /. 
Fflr  die  Gleichungen  4)  ist:    ^ 

Aus  den  Gleichungen  4)  findet  man  af^ — aß  =  0  und  afß' — aßt^ 
»=»  0;  da  nun  /  von  der  Einheit  verschieden  ist^  so  ist  afß'  »»  0  und 
aß  s=:  0.  Da  y  in  2)  nicht  constant  sein  kann,  so  ist  a  »=  0,  ß*  <«  0, 
oder  a'  =  0,  i9  =  0.    Fttr  o  =  0,  ^'  —  0  geben  die  Gleichungen  7) : 


hieraus: 


also: 


['-(S)'][-(^''']-«. 


Fttr  o^  —=  0,  /}  »  0  gehn  die  QleiehuKgen  7)  Aber  id: 

Hieraus  folgt  leiclit^  wie  vorhin/. 

(|y  =  /..   ,.  =  *,.,  oder  (f)' -  1,  I»  -  1. 

Dnrch  Zusammenstellung  des  Vorhergehenden  erhält  man  ohne 
Schwierigkeit,  Ar  den  Fall,  dass  die  Gleichoagen  4)  stattfinden:  .. 
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8) 


+1  a;  +1      1 

Für  die  Gleichungen  5)  ist:  # 


k\ 


Entwickelt  man  die  Gleichungen  5),  bildet  darauf  die  Summe  und 
Differenz  der  bo  erhaltenen  Gleichungen,  bo  ist: 

a'ß'+aßl  -=  0,    aß'+a'ß  —  0, 
oder : 

'aß  ß' 

Setst  man   hierauB  die  Werthe  von  af  and  /  in  die  Oleichungen 
8),  BO  gehn  dioBelben  fiber  in: 

(l)'[fe^(?-^S']-'-'(l)*-*'- 

Hieraus  folgt: 

[(fc-9'«][e-E!)'^]-.. 

Stellt  man  diese  Gleichungen  mit  den  Gleichungen  9)  und  2)  cu- 
sammen,  so  ergeben  sich  die  folgenden  Resultate: 


IV.    / 


^Vi— i/Ä/ '  Vi+i/*/  iqF«i/i?         ^  V  — K  7 


^  Vn- 1/— */ '  '^    ^  1— i/— A 1  tV—  * 

2»-  —  ±t  (1  + 1/^)».      

1 + /—  *v         .  1— i/^  1  ±«1/—  * 


VI.    /-=  ± 


(J^J' ' 


2if  —  ±,(i_/z:*)i. 

Zu  densellMn  Oldehnngen  fuhren  die  Annahmen  6).    Die  Snbsti- 
tution  2)  giebt  nach  dem  Vorhergehenden  fflr  t^  sechB  Tersolüedene 
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Werthe.  Zu  bemerken  i^t,  dus  Abel  diese  TraBsformationen  enter 
Ordnung  mit  der  allgemeinen  Transformation  nter  Ordnung  combinirt 
hat|  wodurch  der  örad  dierselben  ungeftndert  bleibt  und  hierdnreh  sn 
dem  nicht  richtigem  Schlüsse  verleitet  wurde,  dass  jeder  Transformation 
nter  Ordnung  6n+6  Hoduli  entsprechen!  Diesei'  Uiügtand  isf  schon 
▼on  Legendre  in  einem  Briefe  an  Abel  fOenv.  1. 1  p.  EX)  b^merict  werden. 
Als  Anwendung  der  in  §  35  aü^estellten  algebratsöben  Principien 
der  Transformation  mögen  die  beiden  einfachsten  Fälle  hier  nach 
dem  Vorgange  von  Jacobi  direct  behandelt  WjBrden^  Die  Gleichungen 
26),  28),  29)  und  37)  von  §  35  geben: 

10)    yVlk^'  -  X  ^_^j^^,^^^^^  .^j^^- 

f  \+biX^+b2X^+  . .  +bmi^ 

bm+bm^ik^x^+bm^ik^x^+ ...  +*|Ar*»-*a:*»^+**"a:*» 


11) 


+x 


(1  +x)  (1  +atx+atx*+ . .  +owf»)». 
12)    4-       *" 


Fflr  die  Transformation  dritter  Ordnung  ist  «i  »■  1.  IKe  Glei- 
chung 11)  wird  dann,  Oi  -^  a  geBetst,: 

13)    l+fti««+aj5t±^'«(l+a;)(t+ax)». 
Nimmt  man  aar  YereinfiKtiang: 

14)     ^/i  =  14^  j/7  =-  t>, 

so  giebt  die  Oleiohnng  13): 

Setzt  man  aus  der  dritten  Gleichung  a  «»  —  in  die  beiden  ersten 
Gleichungen,  so  werden  dieselben: 

15)    bt  ^  i9+2u^)uhf,  ^  =  ^-^^'««*^ 

Die  beiden  Werthe  von  fti  geben: 

16)    w*  — f;*+2ut;(l— mV)  ^  0, 
durch  welche  Gleichung  die  Relation   awischen  u  und  v  bestimmt  ist 
Durch  die  Gleichungen  15)  und  16)   sind  bi  tmA  M  in  10)  Und  lä) 
bestimmt 

Fflr  die  Transfomiation  fünfter  Ordnung  setze  man  in  11)  m  »as  2, 
fctÜtT  ftlr  k  und  /  ihre  Werthe  ans  14).  Viihitti  man  zur  Vereinfa- 
chung Ci  ^^  üy  »2  «=  ßf  so  wird  die  Gleichung  11)3 
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17) 


HienuM  folgt: 

h  -  2ai5+U»,    ^  -  J«+l. 

«10 

Man  oehme: 


v» 


4/6 

18)    ß^'L. 

Die  doppelten  Werthe  von  bi  und  &2  &iib  17)  geben,  wenn  der 
Werth  von  ß  auB  18)  eingeBetst  wird^: 

(u^—v^  a»+2w2{l  —  w«t;)  a+2(tti— »s)-  _  0, 
19)    ^ 

2(1  — wv»)  a+(u^—v^)^  =  0. 

Die  erste  Gleichung  werde  mit  v^+u^,  die  zweite  mit  2u^  mnl- 

tiplicirt    Die  Differenz  der  so  erhaltenen  Gleichnngen  doreh  (u^ — v^)a 

dividirt  giebt: 

20)    iu^+v^)a  =  2uHi+uh;). 

Aus  dieser  Gleiehnng  and  der  zweiten  Gleichung  19)  folgt  durch 

Elimination  von  a: 

(u* — V«)  {u^+v^ + Auv(\  +uh;)  (1  —  uv^  =-=  0, 
oder : 

21)    w«— t;«+5wV{u2— t;2)+4wt;(l— tt^v*)  «=  0. 
Die  Gleichung  12)  giebt  für  m  «^  2,  Ar «»  u\  /  =»  r^  und  Substi- 
tution des  Werthes  von  b^  aus  der  leisten  Gleichung  17): 

Nimmt  man  hierin  den  Werth  von  a  aus  der  zweiten  Gleichung 
19)|  so  ist: 

1.         *«    _     y — u^ 

Dieee  Entwickelungen  in  etwas  anderer  Form,  hat  zuerst  Jacobi 
in  Nr.  123  der  nAstron.  Nachricht^''  aufgestellt  und  später  auf  pag« 
28 — 28  der  »Fundamental  weiter  ausgeführt  Ausführliche  Untersu- 
chungen über  die  Transformationen  dritter  und  fünfter  Ord^ung  findet 
man  im :  ^Premier  Suppl."  (p,  67 — 87)  der  »Theorie  d.  f.  e.**  von  Le- 
genäre,    Speciell  über  die  Transformation  dritter  Ordnung  vergliche 
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man  einem  Brief  von  Hermte  an  Sorchardi  (Jonrli.  i  60  p.  304)  «iid: 
Cayley:  Bar  la  transformation  cnbiqne  d^nne  fonction  elliptiqae.  (Compt 
Bend.  1867  t  LIV  p.  560 — 563).  Eine  sehr  einfache  Untennehong 
nach  Jüialogie  der  ^Fundamenta**  enthftlt  der  sehr  gute,  korze  Auf-  I 

saiz  von  Gueizlaff:  Aeqnaiio  modnlaris  pro  tranaformatione  Ainetionum 
elliptieamm  septimi  ordinis.  (Crelle.  Journ.  1 12  p.  173 — 177). 


Note  XL 

Die  Tramformation  dar  eHiptiachen  integrale  zweiter  Gttbing  nach 

Legendre. 

In  dem  ^Premier  Snppldment**  seines  grossen  Werks  hat  Legendre 
p.  59  —  63  die  Transfoirmationsgleichungen  ^  welohe  dem  Uebergange 
Ton  q  nnd  ^  der  Theta- Functionen  entsprechen,  auf  die  Transforma- 
tion der  elliptischen  Integrale  zweiter  Gattung  angewandt  Das  Fol- 
gende entiiftlt  eine  kurze  Darstellung  der  mit  vielem  Geschick  durch- 
geführten Rechnung. 

In  der  ersten  Gleichung  30)  von  §  37  (p.  255)  werde  x  '=  sin^, 
^  =:  sin^  gesetzt.    Es  ist  dann: 

i_     »itf^y 

^                .  ,      2rl^ 
«  sin' am 

1)    ünrp^'^n 


1  — Ar*  sin^O)  sin*  am 

^  n 


Nach   der   Bezeichnung   von   Legendre   genügen   g)  und  fp   der 
Gleichung: 

Fitpy  l)  =  -j^/'C?),  Ar), 

oder: 

2)  F(ip,k)  —  MF(tp,l), 
wo  M  und  /  durch  die  Gleichungen  27)  auf  pag.  254  bestimmt  sind* 
Die  directe  Substitution  des  Werthes  von  sin^  aus  1)  in  E{ipyi) 
^flhrt  zu  grossen  Weitläufigkeiten.  Um  diesem  Uebelstande  zu  entgehn 
differentiirt  Legendre  die  Gleichung  2)  in  Beziehung  auf  A:,  wobei 
dann  E(^j  l)  zum  Vorschein  kommt 

In   Folge   der  Gleichung   19)   von   §  47   ist  aligemein  fllr  jede 
Transformation  nter  Ordnung: 

^    M^^^  Uf^  dk 
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unter  Zuziehung  der  Oleichnng  3)  von  §  27  werde  die  Oleiohung 
2)  nach  k  differentiirt.  Eb  sind  /  und.Af  nur  von  k  abhängigi  in 
Folge  der  Gleichung  1)  ist  ^  Fanction  von  k  und  g>»    Hierdurch  folgt: 

E{ipy  k)      Fispy  k)      Arsiny  cosy 


^       AA/2  k  k'^Ai^k) 

r^,jO_  F{^,1)      /Bin»coBV?1 


dl 
dk 


Man  setze  in  die  vorstehende  Gleichung  für  ^  seinen  Werth  aus 

3),  ferner 

dF{^,  D  _       1 

und   aus   2)  F(%  k)  «=  MF(^j  /).    Aus   der   Gleichung  4)   läast   sich 
dann  folgende  Gleichung  ableiten: 

Xr^siny  cosy /^sinip  cosy?       ^Ar/f^  dy 

■^      ^(9),  Ar)  lOC^To"       ^(V,  /)  rf^  ' 

Wegen  der  Allgemeinheit  der  Gleichung  3)  gilt  die  vorstehende 
Gleichung  auch  für  die  Transformationsgleichungen  von  §  39.  Die 
vollständige  Ausführung   der  rechten   Seite   der  Gleichung  5)  ist  von 

keinem  besonderen  Interesse.    Nur  in   dem  Falle,  dass  9>  =^  -» >  ^^^^ 

^  »"  "a*  )  verschwindet  in  5)  auf  der  rechten  Seite   der  algebraische 
TheiL    In  diesem  Falle  ist  einfacher: 

Legt  man  die  Gleichnng  1)  n  Omnde,  so  iet: 
Nimmt  man  /  "=  A',  also  L  ^  ^^  L'  "^  K^  ao  folgt: 


*)  Nach  §  37  ist  (pag.  256)  ^  =  7^  die  Gleichung  2)  ISsst  sich  also 
schreiben  nL  F(g>,  Ar)  =  ICF(yf,  0,  woraus  V'  =  y  für  ^  =  y  folgt 
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LiAit  »toll  k  durch  diese  GUeiehang  bestimmen,  so  geht  die  Glei- 
chung 6)  Ober  in: 

Durch  Zusammenstellang  dieser  Gleichung  knit  der  in  §  27  gefun- 
denen  allgemeinen  BeUtion: 

folgt,  dass  E  und  E^  sieh  durch  JT  und  iC^  ausdrücken  lassen^  wenn 
die  Gleichung  7)  für  ein  gansEahliges  n  stattfindet 

Durch  Betrachtung  besonderer  Integrale    hatte   schon  Legendre 

2+1/3  2 — 1/3 

dieses  Resultat  fttr  den   speciellen   Fall/:*— — j^— ,  Ar'^  =* — ^— 

gefunden,  dann  ist  IC  =  \/^E'.  (Fonct  eil.  1 1  pag.  57—60)/) 


Note  Xn. 

EntwicMung  einig«*  elliptischen  Fundionen  in  Reihen  nach  Hermite. 

unter  dem  Titel :  nSur  la  th^orie  des  fonctions  elliptiques**  (Compt 
Rend.  1863  t.  LVII  p.  613—618,  993 — 1000,  Journ.  de  Math.  Ann^e 
1864  2de  gär.  i  IX  p.  145 — 158)  hat  Hermite  die  Transformationen 
zweiter  Ordnung  in  einer  sehr  ingenieusen  Weise  zu  Entwickelungen 
angewandt,  deren  Deduction,  wie  die  meisten  Arbeiten  dieses  eminenten 
Geometers,  sich  durch  grosse  Eleganz  auszeichnet 

In  Folge  der  zweiten  Gleichung  15)  von  §  43  ist: 

cos  am  (Ar+iÄ')w,  7-7-77    ™  ' "* 

.    L  Ä+iAr'J  cosamtt 

Wird  t  mit  — t  vertauscht,  so  folgt: 

f/,      ^u.      k+ik^l        \—k(k—%k^ATk^9mu 

cosam  {k — wr)t*,   •: — 7r,\  •**        ^^# 

L  k — j^J  cos  am  u 

Aus  diesen  Gleichungen  erhJUt  man  leicht: 


(Ar+fArO<)08am 
+  (Ar — */rO  cos  am 


(k+ik^u,  ^^\  =  ^Arcosamtt, 


*)  Untersuchungen  ähnlicher  Art  findet  man  bei  Meissel:  Bemerkungen 
tiber  die  Reduction  der  vollen  elliptischen  Integrale  zweiter  Gattung  auf  die 
vollen  elliptischen  Integrale  erster  Gattung  für  denselben  Modul  (Archiv  fttr 
Mathematik.  Tfaeil  56  p.  337—348). 
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oder  Ar  •»  cosa  geBeM^: 

2  cos  a  cos  am  (Uy  cos  et). 
Wird   cos  am  «4  nach  der  Formel   von   Mackxurin   entwickelt,  so 
findet  man: 

—  (I +44*«+ 16**)  .-^+(1 +406*«  +  912**+«4*«)  |-!^ 


U 
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—  (l+3«88*«+3076&Ä*+15808A«+256ÄrW)jZ_  etr,, 

wo  snr  Abkttnimg  l...n  siatt  1.2.3...n  gesetzt  ist    Von  n  «»  1  an 
hat  der  Factor  von 

1.2.3...(2n+2) 

die  Form: 

rssn 

r  =  0 
wo  itfo  "^  1>  da  fttr  A:  »B  0  sieh  cos  am  u  auf  costt  redncirt    Die  Glei- 
chung 1)  giebt  dnrek  Verg^eichnng  der  Factoren  von  u^*^: 
r  ==  »  r  ==  » 

3)      2  ^  co8(2n+l  —  4r)a  =    2  ^r(coBa)«^^ 
r  =s0  r"»0 

Drflckt  man  rechts  (cosa)^H-i  durch  die  Cosinus  der  ungraden 
Multipla  von  a  aus,  so  erhält  man  aus  3)  durch  Gleichsetzung  der 
Factoren  von  cos(2iii+l)<z  ein  System  linearer  Gleichungen  zur  Be- 
stimmung von  Aij  Ai...An*  Die  Rechnung  vereinfacht  sich  etwas^  wenn 
Ar  'OS  V^Or  gesetzt  wird,  wo  ^^  »^  Oo  =«  1.  So  giebt  die  Gleichung 
3)  ftr  n  =  4: 

eos9a+2^a4Cos7a+2\i|  cos5a+2^tii3C083a+2^cosa  »*« 
cosa+2^ai  cos'a+2*aj  oos*a+2«o$  co8''ö+2^4  cos^o. 
Hieraus  folgt: 

1  —  Äi,  2^04  =  904+08,  2«ai  —  36a4+7a8+(h, 
2*03  =  84a4+21rt3+5a2+a„ 

24aj  =*  12604+3503+ 1002 +3ai  +  l, 
also: 

a4  =  1,  03  =  247,  02  =  1923,  o,  ?=  922. 

Mit  der  Bntwiekelung  der  elliptischen  Panctioaen  nach  Potenzen 

des   Arguments  hat  sich   zuerst   Gudermann  eingehender  beschäftigt 

Nach   Aufetellung   der  in  2)   gegebene   Reihe   wird  die  zweite  der 
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Gleichnngen  4)  Ton  §  43,  nämlich  coBtanlkUj  -j-)  «»  Jam(tfy  k)j    zur 

directen  Hentellnng  der  Reihe  Ar  Jamu  benntst    Die  Entwickelung 
▼on  am«  folgt  aus: 


"-/ 


amu  *=    #     Jum^/Ldu. 

0 

(Grelle.  Joam.  i  19  p.  80  u.  £).  Fflr  die  Entwickelang  von  sin  amu 
hat  Gudermann  (L  c.  p.  78)  die  ersten  Terme  ausgeführt  In  Besiehung 
auf  diese  Function  hat  Hermite  auf  folgende  Gleichung  aufmerksam 
gemacht.  In  Folge  der  Transformation  von  Landen  (pag.  299  OL  20) 
ist: 

(l+A/)sinamt<  cos  amu 


sinam[(l+*Ot«,  q:^ 


Jamii 

] ^  2i/ä 

Man  vertausche  hierin  k  mit  t-jt»  aI^o  Ar'  mit  t—^,    femer    u 

mit  (1+Ar)ui.     Unter  Zuziehung   der  Gleichungen   17)   auf  pag.  342 
folgt: 

'14  .  i/rxo       sinamu        i+Arsin^amu 

=  1(14-1/*)* 5 4 — r-r-i • 

^       cosamu  Jamti  1 — Arsin'amn 

Nun  ist: 

1  — A:sin^am2u — eosam2tt  Jam2u 


a—k)^ 


sinam2u 

sinamu        1+Arsin^amu 


cos  amu  Jamu  1 — A:  sin' amu 


u 
Setit  man  in  4)  -^  statt  u^  so   lAsst  sich   diese   Gleichung  auch 


schreiben: 
sin  am 


r(l  +  \/ky ^.    /l— j/Aryi  ^  .1— A:sin'amu— cosamu  Jamu 

Vertauscht  man  k  mit  — A:,  so  leitet  man  aus  der  so  erhaltenen 
Gleichung  und  der  vorstehenden  die  folgende  ab: 

Die   Anwendung    dieser   Gleichung    auf   die   Entwickelung    von 
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sin  9mu  ist  indesBen  nicht  bo  einfach  wie  die  Anwendung  der  Gleichung 
1)  auf  eoBamu.  Eine  Anwendung  wesentlich  verschiedener  Art  hat 
jffermte  yen  den  Transformationen  zweiter  Ordnung  auf  die  Darstellung 
der  Z&hler  und  Nenner  der  elliptischen  Functionen  gemacht  Das 
Verfahren  besteht  einfach  darin,  Zähler  und  Nenner  mit  derselben 
Theta-Function  zu  multipllciren  und  die  Resultate  des  §  40  zur  An- 
wendung zu  bringen.  Setzt  man  in  die  Gleichungen  9)  und  10)  fttr 
Q  seinen  Werth  (pag.  298  letzte  Zeile)  ein,  so  folgt: 


5)    { 


*(a:)*s(a) 


Die  Oleichnngen  23),  24)  and  30)  gelmi: 


6) 


Wegen 


♦.(0)  -  1/? 


') 


erhält  man  aus  den  Gleichungen  33): 
nt  ni 


TU  m^  I — 7= 

<>,(x)  *a(a:)  =  «     *  #i(x, «  V«)  1/ ^^'' 


8 


m  / y= 

^  (x)  *,(«)  -  e     «  <>,(«,  «■»"  i/f)  1/  ^L**^ . 
Es  ist: 

*i(a?)  =  221(— 1)"'^"^^  sin(2i»+l)a:. 
0 


Man  trenne  rechts  die  graden  und  ungraden  Werthe  von  m,  setze 
im  ersten  Falle  m^=^2nf  im  zweiten  m  ^^  — (2n+l).    Man  findet  so: 


OD 
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Ebenso  folgt: 


1    öß 


00 


Im  Folgenden  soll  das.  suminirende  Element  n  alle  ganzzahligen 
Werthe  von  — oo  bis  +oo  annehmen.  " 
Es  ist  nun: 


«r.*  »*. 


aCx  _    1  *i(a:)  _    1  »t(g)  ^»(jc)  1  »|(3r)»i(a!) 

8,„an,__  _  _  ^^  _  ^^(3.)^^^)  =  ^/i*(«)*j(a!)' 

Mir        |/P*,(a:)        1  //P  »»(x)  »,(x)        j/*'^^*»«^. 

um—  " 

Mittelst  der  GleicbnngeD  5),  6)  und  7)  geben  die  vorstehenden 
Gleichungen  tu  folgenden  Entvickelangen  Veranlassung: 

1/2  iS(—i)*«^'**'*'" »'»(*»+*>* 

£ —  q  «  #^..^^-i ^ > ■ — — . 

J/J"  ^— l)**g^  C0B4na; 


9)    ^«^^-^Vkßii^) 

'■p  l^^*''"'cos(4n+l)x 


^i/f 


«• 


17*  /^ 

10)    ^.„?f -t/ü^e"^-^^ 

*t(«, «  *  1/7) 

2(— 1)"  ^••'+"  eos{4n+ 1)« 


tff 


«o    j        2jrx        l/2g»     »ti(2x,  g«) 
Y5  4      ]^g«'»*+**tim(8«-t-2)x 

p  2«^'*'*"«"  (8»+2)a! 
2ff*"*+^ain(4n+l)« 


^^1/S 


»7 


in 


18)    ^am?^  ^  VF.~^1^^  = 
*  *.(«,  1/9) 

Nimmt  man  in  8)  a:  =  ^ ,  in  10)  x  =  0,  ao   ergeben  sich  die 


Gleichungen : 


ZJr- 1 )  V"  ^  ,2«*+« 

Diese  Glddtnngen  für  \/k  und  l//r%  sowie  eine  An^^hl  ähnlicher 
Gleichungen  hat  zuerst  Jacdbi  aufgestetlt  in  der  Abhandlung:  „Ueber 
unendliche  Reihen ,  defem  Ebcponenten  zugleich  in  twei  vetvohiedenen 
quadratischen  Formen  enthalten  sind/'  (Grelle.  Joum.  t  37  p.  76 — ^^77, 
Mathem.  Werke  II.  p.  82—83). 

Nimmt  man  In  11)  ;);==»  ^^  in  13)  x  *=»  0,  so  findet  man: 

^_  _        S4n+i),^>>H4n 

]^(_l)«(4n+l)^2n*+n* 

Von  den  Gleichungen  9)  — 13)  hat  Hermite  noch  folgende  inter- 
essante ÄBwendnng  gemaciit.    £g  sei: 


*)  Mittetot  der  Ol^iebung  für  )/k  Ifisst  sich  ziemlich  leicht   die  von 
Sohnke  (Grelle.  J.  1 16  p.  1 13)  aufgestellte  Reihe  finden. 
Setzt  man: 

multiplicirt  mit  dem  Nenner  des  links  stebeirden  BrnchSy  so  findet  man  ohne 
Mühe: 

at  =  2,  flj  =  4,  a8  =  8,  «4  —  14,  «5  =  24,  ««  =  40,  «7  =  64,  a,  =  100, 

a«=154,  «10  =  232,  «11  =  344,  «12  =  504,  «ia  =  728... 

4 
In  Folge  der  Gleichv«  fiir  \/Tc  folgt  dann: 

Um  dl«  Entwiekeluag  bis  q"^  zu  führen,  hat  man  nur  nöthig,  im  zweiten 
Factor  rechts  die  Reihe  bis  «is^*^  fortzudet^n. 


S2S 


14) 


Xiu,k)  =  l/l  +  ainamu  \/T+kmamu, 
Xi(u,  A:)  =  l/l  +  Binamti  l/l — Arginamu. 
Nach  den  TraDsformationBgleichaDgen  yon  Landen  (pag.  299)  iat : 
Tm  4.^)11    Lzi^l  «.  ^?  +  A:^)8in amu cos amu 


sin  am 


1— Ä' 


Vertan&cht  man  in  den  Gleichungen  14)  k  mit  .    ,  v"  und  u  mit 

1   +A 

n+A:')!!,  80  findet  man: 


15) 


ooaamu 


Jamu 


Bin  am  u  +  Bin  am  (Ä!' — k), 


,,[(1+*.)^  T+l] 


coBamu-h 


Ar'Binamu 


Jamu 
oosamti  +  COB  am  (Jlf — w). 

Die  Qleichungen  9)  and  10)  geben  dnreh  Diriaion: 
16)     


Jam 


21^0: 


8   »t(x,g'|/g) 


EbeoM  erhAlt  man  sob  8)  nnd  13): 


^  Bin  am 


17) 


jr 


Jam 


2fa; 


1  <y*^»i(.r,t/^) 
1/2  1/  *  *(2a:,j>)- 


Es  ist: 

18)    *,(«,  p)+*,(x,  p)  -  *,(—«,  ;>)+*,(«,  i») 


[ooB{2n+l)  (^— x)+<x«(2i»+l)x] 


OD 


'S 


COB— ~-jr  /  «  ^  ooB(2n+l)(a;— ^) 


00 


^  '  ^ooB(2n+l)(x— 9, 


—  OD 


da: 


co0(a»+l) 


£         j    l/2    ' 


n-B2iMy 


üCM-l) 


(-1) 


l 


n 


2m+\, 


\/T 
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:!^^7 


Hit  Bttokfiicht  darauf,  daBs: 

^2  \    2    /    „ 


n(n-Hl)  ni 
(-1)     ^ 


8 


TTt 


giebt  die  Gleichung  11)  p  =^  e^\/q  geBetat: 

ni  ni 


19) 


w»    OD  /2it+l\* 

/2c*2^^)     '    '  co8(2n+l)(«— j) 


ce 


m 


20) 


Fflr  p  c»  |/7  erhalt  man  ans  17): 

]ß2ä(-^)    *    Q/«)^  »  ^008(2«+ l)(x-^) 


l^ 


Ü2 

8 


*a(a? 


^     ^2 


I 


1/5). 


2£r 


In  den  Qleichnngen  15)  nehme  man  u  «=  — ^.     Mit  Rücksicht 

anf  die  Gleichungen  8),  9),  16),  17),  18)  und  19)  folgt: 

ni  Tti  m 


21) 


*(2«,  q*) 


[( 


A,[(i+*oH*  ^- 


l/2|/* 

*5      *(2ai  q^      ' 
'  i+k'j  "  \/2V  J         *(2a:,  ?»)  "" 


m 


^«!,4/5f7*5C«— T^^^l^) 


4 


k         *(2a;,  ^») 
Geht  ^  fiber  in  \/qy  so  gehn  nach  Gleichungen  29)  und  31)  von 

2i/3r 

i4D  k  and  jT  respective  über  in  rxx  ^^^  0^+k)K.     Es  geht  also 


Bnnep«r,  eUipt.  Fnnotioneii. 
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k"  über  in  ^^  and  {\+k^K  über  iü  2jr.    LKsst  mati  in  den  Qlei- 
ohnngen  21)  ^  und  x  reapecÜTe  Übergehn  m  /^  and  -x-,  bo   fol^: 


*  '  7        V  2l/Ä       *(«,  «)        ^ 


^/2^         _ 
\  je  '  '7        l^  2Vä 


l/S*««- 


»+^     ..  :  ,.2«—« 


2/''"*co8(4»+l) 


*  ^ 


2^/Ä  2  (—*)"«**  «o»^««       ' 

.-  72«— ;r     ?  i\ 


21/*'"'  2(— lf«"*coB2»w 


(-1)    *   /^«co8(4n+l) 


4' 

«*'■»'■<-'■■  .^,..  ■■■■  ■■■■y 


Die  Gleicfaangen  14)  and  15)  von  §  22  geben  aach: 

¥(f-')]- 


2Ä11"  ,        2JKr  ,    . 
ain  am Hain  am 


2r— 1 

OD 


^Si— g«r-x'»'°  —4—*  coB:(2r— l)^j — «j 

i 
i^2;(-l)-f^eo»(4«.+l)(f-.) 


o,  a»-t-f4- 


Nimmt  man  in  der  imllis&  Summe  m  «b  »,  in  dar  awoltan  m 
— n,  BO  iat  aiicli: 

4 1/2  2(-l)'  n?rpFr  «»<4«+l)  (f -«} 

Ebenso  fblgt: 
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Kx  ,  2K(x        W 

4l/2^(- 1)-  ^^,  coB(4«+ 1)  (I  -  x). 


COSUD 

OD  M- 


LftsBt  man  in  diesen  Gleichungen  q  in  yq  nnd  o;  in  -k-  übergehn^ 
Bo  erhält  man  für  die  Funcfionen  k  nnd  X^  die  folgenden  Beihen: 


•  • 


*  • 


•  • 
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Namen-Beglster»*) 


Ähel 

Entdeckung  der  elliptischen  Functionen 3 

ElliptUche  Functionen  mit  imaginärem  .Argument  .    • 35 

Additionstheorem  der  ell^) tischen  Integrale 142 

Die  elliptischen  Integrale  dritter  Gattung  und  allgemeinere 

Transcendenten 222 

Das  Problem  der  Transformation  §  36 237 

Anwendung  des  Theorems  Yon  Cotes  zur  Transformation   ....  247 

Arbeiten  über  Transformation 256,  282,  293 

Arbeiten  fiber  Multiplication 322,  328 

Die  Theilung  der  elliptischen  Functionen 332 

Elliptische  Functionen,  deren  Modul  gr()8ser  wie  die  Einheit  ist .    .  337 

Die  Transformationen  erster  Ordnung 515 

ö^ÄlemberU 

lieber  elliptische  Integrale  und  ihre  geometrische  Bedeutung  .    .    1,  471 

Alligret. 

Ueber  eine  Differentialgleichung 434 

Baehr. 

Transformation  und  Multiplication 371 

Bemoullu  (Jacob). 

Elastische  Curve 470,  486 

Parabolische  Spirale ^ 472 

Bemoulli  (Joham). 

Ueber  eine  besondere  Art  von  Bectification 473 

Bertrand. 

Briefe  von  Jacohi  an  Legendre  (vide  Borchardt) 4 

Ueber  Arbeiten  von  Talbot 496 


*)  Das  Namen-Begister  hat  die  Bestimmung  die  im  Werke  vorkommen- 
den Citate  leicht  auffinden  zu  ktfnnen.  Es  wird  hierdurch  gleichseitig  eine 
Uebersicht  über  eine  ademliche  Anzahl  von  Arbeiten  aus  der  Theorie  der 
elliptischen  Functionen  vermittelt  Aus  diesem  Grunde  ist  auch  auf  solche 
uf  s  ä  tze  hingewiesen,  von  denen  im  Texte  keine  weitere  Analyse  sieh  vor- 
findet Zur  YervoUständigung  haben  im  Register  noch  einige  Verbesserungen 
und  nachträgliche  Ergänzungen  Aufnahme  gefunden. 
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Betti.  Seite 

Multiplieatioii 336 

Traneformation » 370 

Differentialgleichang  für  Zähler  und  Nenner  der  Maltiplicationsformel    381 

Björltng. 

üeber  Additionsglelchnngen  von  Jacobu 453 

Booth. 

Oeometriscfae  Behandlung^  der  elliptbchen  Integrale  dritter  Grattang    223 

Boröhardi, 

»lieber  das  arithmetisch-geometrische  Mittel."  (Joomal  für  Mathemat 

158  p.  127— 134) zu  p  312 

Die  von  Bertrand  publicirten  eilf  Briefe  Ton  Jaeobi  an  Legendre 
nebst  den  Antworten  von  Legendre  sind  vollständig  wiedergege- 
ben nebst  erläaternden  Anmerkungen  des  Herausgebers,  Borchardt^ 
im  Journal  für  Mathematik  t  80  p.  205—279  u.  d.  T.  »Correspon- 
danoe  math^matique  entre  Legendre  et  Jaoobi.'* 

Brinkley. 

Ueber  das  Theorem  von  Fagnano 492 

Brioschi, 

Multiplication 336 

„Sur  une  formule  de  transformation  des  fonctions  elliptiques*'  (Compt. 
-  Bend.  1874  t.  LXXIZ  p.  1065—1(169)  nachzutragen   ....  zu  p.  371 

Analoge  Gleichungen  zu  den  Modulargleichungen 416 

Ueber  die  Gleichung  fttnften  Grades 416 

Eine  deutsche  Bearbeitung  hiervon  aus  den  Annali  di  Matematica 
(J  p.  256—259)  ist  enthalten  in  der  Zeitschr.  f.  Math.  4  Jhrg.  p.  85—90. 
Beduction  elliptischer  Integrale  auf  die  Normalform 439 

Brach. 

Üeber  Additionsgleichungen  von  Jaeobi 453 

Man  findet  diese  Gleichungen  reproducirt  in  Broch:  Trait6  6I4men- 
taire  des  fonctions  elliptiques.  Christiania.   1867.  (p.  23—25). 

Ckttalan. 

Verallgemeinerung  eines  Satzes  von  Legendre 172 

Ueber  die  Ellipsoidfläche 504 

Cauchy. 

Ueber  Theta-Fnnctionen 92 

Ueber  unendliche  Produote  (vide  Didon) 449 

Cayley. 

»Memoire  sur  les  fonctions  doublement  p^riodlques*'  (Journ.  de  Math. 

tX,  Ann6e  1845  p.  385— 420) zu  p.    52 

Verallgemeinerung  der  Additionsgleichungen 321 

Differentialgleichung  für  Zähler  und  Nenner  der  Muitiplicationsformel    381 
Transformation  dritter  Ordnung  ,    .    .    •    • 520 

Chasles, 

Ueber  confocale  Kegelschnitte .- 498 

Ueber  die  Lemniseate .    • 503 
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CUmsen. 

Snbstitation 

Ueber  daa  Siebenzehneck  der  Lenmiscate 334 

Darhüux. 

Beweis  von  Euler^s  Additionstheorem 140 

Bespeyrous. 

Beweis  von  Euler*$  Additionstheorem t39 

Der  Beweis  ist  enthmken  in :  «Origine  g6om6triqtte  des  fonotions 
elliptiques  et  formales  fondamentales.**  (M6moires  de  l'Acad^ie 
de  Toulonse.  1«^  s^rie  t  Y  p.  2tt~229>  Darob  ein  Uissyerständ- 
niss  ist  im  Texte  Deflers  als  Erfinder  des  Beweises  angegeben. 
Der  Beweis  warde  zuerst  yon  LiouviUe  für  I^cspeyrous  gegen 
eine  hinterlassene  Anfzeichnong  von  Siwrm  reclamirt.  (Compt 
Rend.  i856  t.  XLII  p.  1087). 

Didan. 

,M6thode  de  Cancby  ponr  Vinvernon  de  rintögrale  eUiptiqae.*  (Joum. 
de  Math.  2«>e  s^rie.  t  XIV  Ann6e  1869,  p.  230— 240).  Herleitang 
der  elliptischen  Functionen  aus  den  yon  Cauchy  natersnchten 
anendlichen  Prodncten zu  p.    449 

Dirichlet  vide  lejeune-DirichleL 

Dumas. 

Integrale  dritter  Ghtttung  bei  einem  mechaniscben  Problem     ...    223 

Durege. 

Ueber  periodische  Functionen 11 

Darstellung  einer  beliebigen  Grüsse  durch  sin  am  (m,  A:) 196 

Eisenstein, 

Ueber  trigonometrische  Functionen U 

Ueber  unendliche  Producte  (v.  Cayley  u.  Schlafli) 45,  52 

Behandlung  der  elliptischen  Functionen t02 

Additionstheorem  der  elliptischen  Functionen 142 

Lemniscatentheilung - 334 

Differentialgleichung  für  Zähler  und  Nenner  der  TransformationB- 

formeln 382 

Enneper, 

Ueber  allgemeine  Theta-Functionen 95 

Verallgemeinerung  eines  Satzes  von  Legendre 172 

Ueber  eine  Differentialgleichung  fUr  elliptische  Integrale     ....  175 

Essen. 

Transformatitm 371 

Euler. 

Ueber  eine  Theorie  elliptischer  Integrale l 

Ueber  trigonometrische  Functionen      11 

Additionstheorem  der  elliptischen  Integrale  erster  Gattung     .    .    .  131 

Ueber  die  Herleitung  des  Additionstheorems  von  Lagrange    ...  136 

Ueber  den  Satz  Yon  Fagnano.     ...........    ^    ...  480 

Multiplication  der  elliptischen.  Integrale  .erster  Gaitaag   •    ....  481 
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S«tto 

Additionstheorem  der  elliptisohen  Integrale  zweiter  Gattung  ,    .    ^  482 

Dreitheilnnig  der  Ellipse 483 

Geometrische  Anwendungen  elliptischer  Integrale 464 

Elastische  €urve 485 

Vergleichung  von  Bogen  algebraischer  Gurven 486 

Reduction  elliptischer  integilde ' . %    .    .    •    i  487 

'       Allgemeinstes  Additionstheorem  für  elliptische  Integrale,  PrioritiÜ 

gegen  Legendre 487 

Fagnano. 

Sfitze  über  Ellipsen-  u.  Hyperbelbogen    .    ;    . 467,  468 

Beclamation  vide  Galfi 471 

Problem  über  die  biquadratische  Parabel «    474 

Vergleichung  von  Bogen  einiger  Gurven    .......•«•..    474 

Untersuchungen  über  die  Thellnng  der  LemBtifloate     •.<...    477 

GcU/L 

Beclamation  einiger  Sätze  von  Madawrm  für  Fagnano 471 

ßauss. 

Entdeckung  der  elliptisohen  Functionen 5 

Bednctiqn  eines  elliptischen  Integrals 27,  437 

Ueber  Theta-^unctionen 95 

Tnmsformation,  nach  Qaufs  benannnt     ,    . .    «  310 

Arithmetisch-geometriaehes  ifittel  (vide  Borchardi)     ......  312 

Lemniscatentheilung 335 

Transformation  einiger  Produote  in  Beihen      .    .    , f  448 

GenocchL 

Das  Additionstheorem  von  Euler 142 

Reduction  elliptischer  Differentiale •  439 

Göpel. 

Abelsche  iSinctionen « 81 

Görmg. 

Theilwerthe  der  Thdta^Functionen  und  Formeln  von  Gauss     ,    335,  417 

Gor  dan.  .    . 

Allgemeine  Transformation  der  Tiieta*FanetioBen 369 

Grtwes. 

Satz  über  confocale  Kegelsohnitte • •    498 

Gudermamu 

TiuMfonnation .371 

Differentialgleichung  fttr  Zfifaler  und  Nenner  der  Traaafonnalftena- 

gleiehungen 387 

Ueber  eine  Differentialgleichung ^    ....    393 

Entwickehmg  von  oosamu,  Jamu,  sinamii 524 

In  den  fiSnden  18,  19,  20,  21,  23  nnd  25  des  Jennais  für  Mathem»« 
tik  hat  Gudermann  von  1038-^1843  unter  den  Titd  «Theorie  der 
Modnlar-Functionen  und  Modola^-integrale'*  eSne  Beihe  von  Auf* 
Sätzen  geliefert,  welche  1844  gesammelt,  in  den  behandelten  Tlie»- 
len  ein  ansserordenilioh  avaflhtliohes  Lehita^  der  Theorie  der 
elliptisohen  Functionen  bilden«    .    . 
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GueizUx/f.  Seift» 

Modalargleichang  ftir  die  Transfonnation  Vn.  Ordnung  .     410,  454,  520 

^Haedenkamp. 

Verallgemeinerung  eines  Sataes  von  Legendre «  172 

UoLrt 

Geometrisches  Theorem. über  geodätisohe  liAien  »  ^ 498 

Herne. 

Ueber  elliptische  Functionen 53 

Yerification  der  Reihen  für  eUiptische  Functionen .  71 

Ueber  elliptische  Integrale  . 439 

Ueber  eine  Beihe 448 

Hermite. 

Briefwechsel  mit  Jacobi * 95 

Ueber  die  lYansformation  zweiten  Grades 340 

Transformation  der  Theta-Functionen 3G8 

''    Transformation  der  elliptischen  Functionen  ..:.......  371 

Modnlargleichungen  und  Gleichung  fUnften  Grades 416 

Allgemeines  Theorem  ttber  Theta-Functionen  ....•<....  450 

'I^nsformation  dritter  Ordnung 520 

Entwickelung  von  cosamtf 523 
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Druckfehler. 

Purob  4ie  EQtfernang  de»  YerfMaem  rom  Pmckorte  lutben  nch  einige 
Dnickfehler,  Aamentlich  in  den  graten  Bogeii|  wht  venneiden  lawen.  Mmn 
l^ittet  BiiuiBtOrende  Fehler  nnd  einige  typographische  Veraehn  in  Fonnelii  and 
Zuhlen,  welche  die  folgende  ZmammendteUnng  enthält,  Ua  Teste  ro  TerbeBaem. 

Seite  1.  14. Zeile  von  nnten  leee  man:  Ellipsen. 

M      3.  4.    M       .       s        V       »     BlMideyn. 

9      6.  14.    9        9        «      fehlt  ,,n'^  in  transcendentiam. 

9    26.  6.    »       9       «      lese  man:  57—75. 

«    30.  4.    «       „'     oben  \ 

t^'    n       w       n      \  lese  man  (c  statt  y. 
,    31.    4.    ,       „    ni^tea ) 

,    33.  In  Gleichung  5)  lese  man  rechts:  IC—u. 

»    39.  3.  ZeUe  von  nnten  lese  man:  Gleichungen. 

9    53.  In  der  Gleichung  fttr  IC  stdit  nnter  dem  Integsalieiehen  m  statt  ät 

„    67.  S  12.  Gleichung  1)  muss  heisseta  ^^7^,  in  den  drei  vorhergerhenden 

Zeilen  ist  in  ip{a)  und  v^a)  a  statt  a  zu  setsen. 
»    92.    In  der  Anmerkimg  lese  man:  Paris  1827. 
9    94.    2.  Zeile  von  unten  lese  man:  p.  494  des  Herausgebers. 
,  109,    In  Gleichung  1)  von  IV.  lese  man:  *a(a:)* 4- ^i(a:)*. 
,  lie.    6.  Zeile  Tön  oben  lede  man  ;F6rm«  btatt  Formeü. 
»    »      In  der  Ueberschrift  muss  stehn:  $  21. 
A  136.  13.  Zeile  von  ob^  leilO  loap:  ;tQ-<*57. 
,  142.  18.    «        ,        ,        „        ,      BuUettino. 
.  189.  12.    »        ,     unten  ,        ,      F.  E.  1 1.  p.  74. 
^  307.    In  der  Anmevknnff  10.  Zeile  mm  nuten  lese  man  1784  sMt  17S8. 
,  393.    2.  Zeile  von  oben  lese  man:  17).    Durch  ein  Versehn  folgt  Gleichupg 

19)  unmittelbar  auf  Gleichung  17). 
.  394.    In  der  Ueberschrift  von  §  48  lese  man:  Sohneke. 
»  449.  18.  Zeile  von  oben  lese  man:  d.  1069—1072. 
,  457.  17.     ,     ,       .       ^       ,,     Bullettino  dl  biWograJ^^ 
«    »      6.     «     .    unten  ,       ,     Elitticl. 
»  459.    7.      9      „•  oben     „       „      dovea. 
^460.    3.      „,        .        ^     '  ^      InAiefo. 
.    .     10.     .     „    unten   ,       „  .  ^^^ 
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462.  fehlt  nach  der  Gleicnung  zu  Anfang  der  Seite:  detemdna  nn  se- 

condo  aroo. 
474.  16.  Zeile  von  oben  lese  man:  di  d^ 
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